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Resumen

La ensenanza-aprendizaje de los nlimeros constituye un dilatado proceso
que se desarrolla a lo largo de toda la ensenanza no universitaria. Esta
ensenanza-aprendizaje se organiza en torno a diferentes sistemas numéri-
cos, que comienza con los primeros nimeros naturales, para acabar con
la introduccién de los niimeros reales y complejos en el bachillerato.

En el desarrollo de los sistemas numéricos surge el conjunto D de los
ntmeros decimales (fracciones decimales), en el que el objeto nimero
decimal es caracterizado erréneamente y donde la representacion deci-
mal de los diferentes niimeros es identificada como niimero decimal.

En este trabajo analizamos el estatus matematico de los nimeros decima-
les (fracciones decimales) desde las perspectivas historica y epistemologica
en el marco de los sisternas numéricos, asi como su presentacion en el
curriculo de Matematicas en las ensenanzas no universitarias, y formula-
mos una propuesta curricular diferente para su organizacion.

Introduccion

La expresion actual del valor numérico no entero por medio de “fraccio-
nes decimales”, por ejemplo, expresar el resultado de la division de 11
entre 4 como 2,75, que significa que el cociente es dos unidades mas siete
décimas mas cinco centésimas, habria sido representado, por lo general,
con anterioridad al siglo XVI, como el niimero mixto 2 ¥, es decir, median-
te fracciones ordinarias, ya que el expresar valores numeéricos no enteros
por medio de nimeros decimales (fracciones decimales) es una costum-
bre que comenz6 a introducirse en el tiltimo tercio del siglo XVly que no se
generaliz6 hasta el XVIL :

Los nimeros decimales o fracciones decimales han ido ganando la batalla
a las fracciones ordinarias, en particular a las binarias o sexagesimales y se
han convertido, en estos (ltimos anos, en los protagonistas de todos los
célculos, ordenadores, calculadoras,... Sin embargo, su tratamiento en el
4ambito escolar, propuestas curriculares en programas oficiales y desarro-
llos didécticos, no parece estar a la altura de las circunstancias, y no sélo
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por el interés del célculo con calculadoras y ordenadores sino, también,
por el papel determinante que pueden jugar en la organizacion y com-
prension de los sistemmas numéricos.

El efecto de la globalizacion también ha colaborado a esta primacia de los
decimales frente a las fracciones ordinarias. En este comienzo del siglo
XXI, la Bolsa de Nueva York, donde el dios dinero que tiene su catedral en
Wall Streel, centro de todas las miradas del mundo financiero e industrial,
se olvida de los quebrados y acoge los decimales, abandona las cotizacio-
nes en fracciones binarias (divisiones en 2, 4, 8, 16, 32 y 64), medio, octavos,
dieciseisavos, treintaidosavos, y sesentaicuatroavos de ddlar, para acoger-
se a las ventajas de las fracciones decimales (divisiones en 10, 100,...).

En el sistema educativo, donde la ensefianza-aprendizaje de los nlrmeros
constituye un dilatado proceso que se desarrolla a lo largo de toda la ense-
hanza no universitaria, muchos alumnos terminan sus estudios no univer-
sitarios con ideas confusas sobre los nimeros [Robinet (1986), Fischbein
(1994)], y aunque manifiestan que los miimeros que conocen son los natu-
rales, los fraccionarios y los decimales, omitiendo los irracionales y los
negativos, muestran gran confusién con la terminologia (enteros,
fraccionarios, decimales, racionales, irracionales, etc.), y la dificultad con-
tinda cuando intentan relacionar los niimeros en los distintos sistemas
numericos.

De todos es sabido que la ensenanza-aprendizaje en torno a los diferentes
sisternas numeéricos tiene en el conjunto D de los ntimeros decimales (frac-
ciones decimales), un conjunto que emerge de manera confusa dentro de
los sistemas numéricos.

Con el objetivo de reflexionar acerca de la problematica de los niameros
decimales, en este articulo analizamos el estatus matematico de los niime-
ros decimales (fracciones decimales) desde la perspectiva histérica y
epistemoldgica en el marco de los sistemas numéricos, asi como su pre-
sentacioén en el curriculo de Matematicas en las ensefianzas no universita-
rias.

Elementos historicos y epistemologicos de los niimeros decimales

El mimero decimal, ha pasado por diferentes etapas que constituyen for-
mas distintas de usarlo como herramienta de célculo y de caracterizarlo
como objeto matematico (Centeno, 1988).

Podemos indicar que durante siglos los niimeros decimales han servido
para medir y representar cantidades, al igual que se utilizaban los
sexagesimales, sin ser reconocidos ni como objeto de estudio ni como 1til
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aplicable a la resolucién de problemas. Este tratarniento tiene especial
interés a partir del siglo IX, cuando Al-Khowarizmi unifica el calculo de los
naturales con el de las razones geométricas e introduce la numeracién
decimal.

En la primera mitad del siglo XVI aparece una gran cantidad de libros de
élgebra especialmente de origen germanico y es en uno de ellos, el de
Rudolff, editado en el afio 1525, donde el autor muestra el caracter particu-
lar que tiene la divisién por 10, 100, 1000, etc. y sefiala una notacion eficien-
te; asi por ejemplo, indica, si se divide 652 por 10, da 65/2, etc. Durante
algiin tiempo este autor fue considerado el padre de las fracciones deci-
males y de su notacién moderna, pero estudios posteriores ponen de
manifiesto que el autor no conocia laimportancia y la generalidad de este
método y que las cifras separadas no eran décimas, centésimas,..., sino
simplemente el resto de la divisién. Va a ser Viéte, gran algebrista francés de
la segunda mitad del siglo XVI, quien los utiliza sisteméticamente y de
manera consciente en una de sus obras, y propone sustituir las fracciones
sexagesimales y sus multiplos de sesenta, que era como se utilizaban habi-
tualmente desde la antigiiedad, por los miiltiplos y submiiltiplos de diez.

A pesar de la propuesta de Viéte, en el ano 1579, de generalizar el uso de las
fracciones decimales y de que éstas eran aceptadas por los maternaticos y
astrériomos de primera fila, los decimales se extenderén gracias a las obras
de dos autores: Stevin con la publicacién en 1585 de una obra llamada La
Disme, y de Napier en 1617, autor de las primeras tablas de logaritmos
publicadas. Sin embargo, el reconocimiento matematico de los nimeros
decimales no se dara hasta que los niimeros reales sean plenamente acep-
tados como objetos matematicos.

Definicién de “nimero” como una expresion decimal indefinida

Para representar en la recta un conjunto denso de puntos, no es necesatrio
considerar todos los nimeros racionales, basta, por ejemplo, tomar los
nimeros decimales (fracciones decimales, niimeros racionales cuyo de-
nominador es una potencia de 10). Obviamente no es un subconjunto
(nico dentro de los racionales, también bastaria tornar las fracciones
diddicas, es decir las que tienen por denominador una potencia de 2,
expresables por un ntimero finito de cifras en el sistema diadico o binario
de numeracion.

También se sabe que ninguna fraccién irreducible cuyo denominador con-
tenga otros factores primos que 2 y 5 puede ser fraccion decimal, asf por
ejemplo:

3/11 = 0,272727272727 ...,
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lo que significa que 3/11 esta entre 0y 1, entre 2 y 3 décimas, entre 27 y 28
centésimas, etc., es decir podemos aproximar 3/11, por defecto y por ex-
ceso, mediante nimeros decimales, tanto como queramos, de manera
que los nimeros decimales determinan una sucesion de intervalos enca-
jados cuya amplitud sucesiva 1, 1/10, 1/100, 1/1000, ..., acota el error come-
tido por la aproximacién al niimero decimal respectivo. De igual manera,
por ejemplo, la solucién de la ecuacién x* = 2, en escritura decimal condu-
ce a una expresion decimal indefinida, que se puede representar por una
sucesién de intervalos encajados de extremo nimeros decimales y de
amplitudes sucesivas 1, 1/10, 1/100,..., tan pequenas como se quieran y que
no pueden determinar un niimero racional.

Esto sugiere la siguiente definicién de “niimero” como una expresion de-
cimal indefinida, pudiéndose considerar la fraccion decimal como caso
particular de expresién periddica que acaba en ...0000... o en ...9999...
(1,2000000... = 1,1999999... admitiendo, que estas dos expresiones repre-
sentan el mismo niimero), entonces lo niimeros racionales seran caracte-
rizados por las expresiones decimales indefinidas periddicas y los nime-
ros irracionales por las expresiones decimales indefinidas no periédicas.

Este procedimiento de caracterizar el niimero se conoce como “procedi-
miento decimal”, y es un procedimiento de “adjuncién” que consiste en
afnadir al conjunto numérico del sistema inicial nuevos nimeros que se
introducen a través de su escritura.

En este caso, a partir del conjunto de los niimeros naturales y por el proce-
dimiento de adjuncién, se construyen los niimeros reales a través de la
escritura decimal.

Se llama numero real positivo a una expresion de la forma:

K, X, X, ..X,..., siendo k un niimero natural y x_ €41,2,3,4,5,6,7,89}, para
todos los valores de n. Admitiendo que las expresiones 0,199999... y
0,20000..., representan el mismo nimero real.

Se prueba que: todo subconjunto no vacio y acotado de niimeros reales
positivos posee un extremo superior.

Se prueba, igualmente, que el conjunto construido asi, una vez simetrizado
a partir de los monoides (semigrupos), (N,+), y (N,.), es un cuerpo abeliano,
arquimediano, totalmente ordenado y completo, isomotrfo a los diferentes
R, obtenidos por ofros procedimientos,

A este nlmero caracterizado por el procedimiento decimal se le llama
nimero real. Hasta mediado del siglo XIX, éste era el concepto aceptado
de niimero real. La revision critica de los principios y fundamentos de las
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Matematicas y el desarrollo de la Geometria analitica y el Calculo
Infinitesimal exigieron un analisis mas preciso del concepto anterior, reali-
zado por Weierstrass, en el afio 1869, Dedekind, en el ano 1872, Cantor, en
el afo 1872, etc.

Observamos, pues, que el niimero decimal tiene como objeto de saber
matematico su significado Gltimo relacionado con el nidmero real, y se
sostiene que: Un nirmero decimal es un nimero real y no puede entender-
se el niimero decimal si no se entiende el nimero real.

Este razonamiento es utilizado desde mediados del siglo XIX hasta la ac-
tualidad en el sistema educativo. Al respecto son significativas las palabras
de Dhombres y otros (1987):

“Pedagdgicamente se tenderia a pensar que esta represeniacion es
la que mejor se adapta a la enserianza secundaria, porque reprodu-
ce mejor la idea intuitiva de la medida, y porque aclara las verdade-
ras dificultades: la no existencia de una escritura decimal tinica para
cada namero y la existencia de un niimero real inverso de un deci-
mal cualquiera”

Los nimeros decimales y reales desde una perspectiva curricular

En el libro de Courant y Robbins (1971) encontramos como definicién
general la siguiente: “el continuo numérico, o sistemna de ntimeros reales es
la totalidad de los decimales infinitos. Los nitmeros racionales son los deci-
males periddicos; los niimeros irracionales son los decimales no-periodi-

n

Ccos .

Esta organizacion es adaptada por muchos textos escolares de
matematicas para alumnos de 14 a 18 anos. Amodo de ejemplo, recorde-
mos el texto del grup zero (1978), que aunque han pasado mas de 20 afios,
sigue siendo significativo como ejemplo de este planteamiento: identificar
al conjunto de todos los niimeros decimales, como el conjunto de los
nimeros reales.

La mayor parte de los libros espafioles de textos de Matematicas que inter-
pretan y desarrollan la propuesta curricular basica de la Educacion Secun-
daria Obligatoria optan por la siguiente secuenciacion y conceptualiza-
cién del nimero decimal:

“Un namero decimal es una secuencia de cifras separadas por una coma.
Las cifras anteriores a la coma son la parte entera y las gue esfdn después
son la parte decimal. Asi:
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32,475
Parte entera Parte decimal

“Si en un numero decimal se pueden contar sus cifras, se dice que es
un ntirmero decirnal limitado o finito”,

“Los niimeros decimales pueden ser:
Exactos: 4,25 ; 1,387 -

Periédicos puros: 8,232323... ; 0,777777...
Periédicos mixtos:2,455555... ; 1,326666...

También hay otros niimeros decimales que son ilimitados, pero que
sus cifras no se repiten periddicamente. Por ejernplo:

3,141592654...

1,41421356....

Estos tiltimos nimeros no se obtienen a parlir de una fraccién.
(Becerra y otros,1996, pp. 53-55)

La propuesta curricular de la Comunidad Auténoma de Canarias también
adopta una posicién analoga (Resolucién del 23 de junio de 1995 de la
Direccién General de Ordenacion e Innovacion Educativa, por la que se
establecen orientaciones para la elaboracién de la secuencia de conteni-
dos y criterios de evaluacién para los dos ciclos de la ESO. Area de Materna-
ticas. n. 96, pp. 7571-7614, BOC, 1995). La propuesta de contenidos de
conceptos del segundo ciclo se estructura asi:

— Nameros naturales, enteros, decimales (fraccionarios 0 no) y nimeros
negativos (afianzamiento del significado).

— Decimales infinitos, no periédicos, como expresion de una cantidad
inconmensurable respecto a otra tomada como unidad (introduccién).

— Continuidad en R, (introduccién).

— Sistema de numeracion decimal.

- Lanotacién cientifica (introduccién).
— Jerarquia dela operaciones. Paréntesis.

— ‘Suma, resta, producto y divisién con naturales, fraccionarios y decima-
les y negativos,
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Esta propuesta supone identificar conceptualmente el nimero decimal
como un nimero real. Conviene analizar si esle error conceptual es o no
aconsejable desde el punto de vista didactico y en qué sentidos perjudica
y en cuéles, beneficia.

Objeto numérico y representaciones de los nimeros

La palabra decimal procede de la palabra diez y hace referencia a la base
de la numeracion decimal. Parece razonable pensar que por el hecho de
escribir un nimero en el sistema de numeracion decimal podemos lla-
marlo niimero decimal, de la misma manera, que al escribir un nimero en
el sistema de numeracién de base dos le llamariamos numero binario, o al
escribirun niimero en el sistema de numeracion de base sesenta le llama-
riamos niimero sexagesimal.

La denominacién del objeto niimero exige un adjetivo, asi tenemos natu-
ral, entero, racional, irracional, algebraico, real y complejo, que se refiere a
la naturaleza intrinseca del mismo y que es independiente de la represen-
tacién y del sisterna de numeracion que elijfamos. Sin embargo, en la ex-
presién “nimero decimal” no es asi y se presta a ambigiiedades, porque
por una parte se puede interpretar como cualquier niimero escrito en el
sisterna de numeracién decimal, es decir una escritura numerica con co-
mas, y, por otra, como un conjunto especifico de nimeros donde la pala-
bra decimal juega el papel de adjetivo del niimeroy caracteriza la naturale-
za intrinseca del mismo, en este caso es comun identificarlo o como nu-
mero real o como los elementos del conjunto D, en el que la ecuacion 10"
X = a, con neN, y aeZ, tiene siempre solucion.

El conjunto D queda determinado al definir en Z x N, la siguiente relacién
binaria:

(al,n])ﬂ(az,n,z) < a,107, =a,10", donde la clase del par (a,n) se escribe
[a/107]

La palabra “decimal”, tiene un significado intrinseco referido a la naturale-
za de este conjunto numnérico, ademas de referirse a representaciones
especificas dentro de los sistemas de numeracién o de los sistemas de
medidas.

El hecho de expresar los niimeros naturales, enteros, racionales o reales
en la escritura decimal nos induce a llamar niimeros decimales a cualquier
namero expresado en esta escritura, de la misma manera que si los escri-
biéramos en el sistema de numeracién base dos los llamarfamos niimeros
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binarios, etc. confundiendo la escritura con el objeto ndmero. En el caso
de los niimeros binarios (fracciones binarias) no ha tenido mayor trascen-
dencia, puesto que la escritura binaria se ha utilizado exclusivamente para
estos NuImeros y no como escritura representativa de cualquier otro ni-
mero, por ejemplo V3.

El nimero decimal, como los demés niimeros, admite una escritura deci-
mal y puede ser una escritura con “coma” o con “punto” (“coma” decimal
o “punto” decimal)'. En el lenguaje habitual se acostumbra a confundir
“nimero decimal” con escritura con “coma” o con “punto”. Forma parte
de un uso inapropiado del lenguaje, que tiende a confundir, el objeto ma-
tematico con su nombre y con su representacion. Hemos de sefalar, sin
embargo, que este abuso del lenguaje es necesario, a veces, para simplifi-
car el discurso matematico en el contexto escolar, eso si con la condicién
de que su uso sea consciente y conocido por profesores y alumnos.

Los Sistemas numéricos

Presentamos en este apartado un breve resumen de las diferentes amplia-
ciones o extensiones de los niimeros.

Las ampliaciones que podemos realizar de un sistema numérico a otro las
podemos esquematizar en el siguiente cuadro:

"

q q c,
N(Z,) D, Q, R,
d J' d l d l d 1
7 D Q R C
q’ q c, e
donde:

d: representa una extensién por diferencias, es decir, no es posible en el
sistema numérico de partida hacer en todos los casos la resta de dos ni-
Mmeros.

! El uso del punto para separar la parte entera de la parte decimal de un nimero,
precursor de nuestra coma decimal, se atribuye, indistintamente, a dos autores:
Magini en el ano 1592, cartdgrafo y amigo de Kepler, y a Clavius en el afio 1593,
jesuita y amigo también de Kepler. Sin embargo el punto decimal no se popula-
rizo hasta que los utilizé Napier en los logaritmos veinte afos mas tarde. Nota-
cion que se utiliza en nuestros dias en los paises anglosajones. En lo que respec-
ta a nuestra coma, fue ideada a principios del siglo XVII por el Neerlandés Wilbord
Snellius.
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q: representa una extension por cociente, es decir, no es posible en el
sistema numérico de partida hacer en todos los casos la division de un
nimero entre otro nimero.

q': representa una extensién por cociente, es decir, no es posible en el
sistema numeérico de partida hacer en todos los casos la divisién de un
namero entero entre otro niimero entero no nulo que contenga unica-
mente como factores el 2 0 el 5.

¢, representa una extensién por complecion de naturaleza topoldgica, es
decu no existe el extremo superior, en todos los casos, de conjuntos aco-
tados en el sistema numérico de partida, o la representacién de los nime-
ros del conjunto numérico de partida, no llenan la recta.

c,: representa una extension por complecion de naturaleza algebraica, es
decur no todo polinomio con coeficientes en el conjunto de partida se
descompone en factores lineales.

Pasamos a comentar algunos aspectos de estos conjuntos numericos.

Se desea, en primer lugar, obtener una formulacion rigurosa para un con-
junto de nimeros que denominaremos naturales /N, cuyos elementos sir-
van para “contar” en el sentido de servir como conjunto basico para la
“comparacién” con otros conjuntos, con un buen orden arquimediano y
que tenga como operaciones internas la suma y el producto, ademas de
verificar el principio de induccién. La opciones son varias y van desde
construir los niimeros naturales desde un concepto primitivo anterior (Can-
tor, Frege, Russel, etc.), hasta definirlo mediante un sistema de axiomas
(Peano).

Este conjunto N adolece de ciertos defectos, por ejemplo, que la adiciony
la multiplicacién en general no son inversibles. La posibilidad de efectuar
sin limitaciones la sustraccién como reciproca de la adicion, es decir, ga-
rantizar la resolubilidad de la ecuacién a + x = b, se alcanza anadiendo los
niimeros enteros negativos. Con ello el semianillo N de los nimeros natu-
rales se extiende al anillo Z de los niimeros enteros. Se observa que en el
caso n =m, hay infinitos pares de niimeros de N x IV, con la misma diferen-
cia n —m. Pero de n, - m, = n, - m,, se deduce:n, + m, =n, +m, de
manera que esta relacién de equivalencia induce una particion en N x .
Z sera el conjunto de todas las clases de equivalencia.

El problema de la inversibilidad de la multiplicacion lleva a considerar la
resolubilidad de la ecuacién bx = a, para nlimeros enteros arbitrarios a y
b. Si hay solucién se llama cociente de ay by se escribe x = a/b. Una tal
divisién no puede siempre efectuarse en Z. Se plantea con ello completar
este conjunto.

Martin M. Socas 27




Surgen aqui dos cuestiones de gran interés: una, relativa a garantizar que
la ecuacion bx = a sea resoluble en todos los casos, excepto b #0; y olra,
relativa a garantizar que el resultado pueda ser expresado en el mismo
sisterna de numeracién utilizado para los nimeros naturales y enteros, o,
en una extension natural del mismo, donde a/b sea el signo de la opera-
cion division, es decir, un proceso a desarrollar, y no el procesoy el resulta-
doalavez

Si analizamos, en primer lugar, la segunda cuestién, b debe tomar
unvalor especifico, b = 107, y la ecuacion que tiene siempre solucién en el
sistemna de representacion decimal es 10"x = a, conne N, y ae Z. Pudiendo
definir en Zx N, unarelacién binaria de equivalencia, donde: (a,, n JR(a,n,)
< a, 10", = a, 10. El nimero decimal o fraccion decimal D, quedaria
determinado por la clase del par (a,n) que se escribe [a/10"].

Los niimeros decimales o fracciones decimales que se obtienen de
las soluciones de la ecuacion bx = a, con b = 10", se enfiende desde el
punto de vista de la division entera, como un reparto igualitario y exacto en
varias fases de determinados niimeros enteros, que viene caracterizado
por la reiteracion finita de la siguiente ecuacion de reparto:

a:b =¢[1/10] + (10a - be): b[1/10], con be<10a < ble+1),

Por ejemplo, en el caso de reparto de dos cantidades entre tres elementos,
la ecuacion de reparto, para la primera accién de reparto, seria:

2:3=6/[1/10] + (10.2 -3.6):3[1/10], con 3.6<10.2 <3 (6 + 1),

donde la expresién [1/10] representa el orden de unidades. En esta prime-
ra accién de reparto el orden de unidades es la décima, al tener que des-
componer dos unidades en veinte décimas para repartir equitativarmente.,

Es cierto que D contintia siendo un anillo de integridad desde el punto de
vista de la estructura algebraica, pero hay elermentos topoldgicos que cons-
tituyen una ganancia tGtil desde el punto de vista conceptual y didéactico. En
las extensiones por cociente el orden es denso en si mismo, es decir, entre
dos nimeros decimales siempre hay otro nlimero decimal, en consecuen-
cia infinitos. Las extensiones por cocientes dan lugar a conjuntos que fie-
nen una gran dificultad para ser representados en la recta numérica, esta
situacién se mejora en la extension considerada, que conserva el orden
denso, la recta decimal. Otras nociones como Medida y Reparto adquieren
con estas cantidades numéricas su verdadero sentido practico.

En relacién con la primera cuestién, la construccién se hace a partir del
producto cartesiano Z x Z¥, y se introduce la relacion de equivalencia te-
niendo en cuenta que en el caso de que la division sea realizable,
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de a;:b, = a,b,, se deduce axb,= axb,. Q queda caracterizado como un
cuerpo arquimediano numerable donde no se cumple el teorema del ex-
tremo superior.

(Q,<) es un conjunto linealmente ordenado en el que pueden realizarse sin
restricciones las cuatro operaciones basicas, la estructura algebraica no
da motivos para una nueva extension. Sin embargo, la estructura de orden
y la topolégica muestran notables carencias de incompletitud, por ejem-
plo los ntimeros racionales no llenan por completo la recta numérica, lo
que conduce al dominio de los niimeros reales R donde todo subconjunto
acotado superiormente tiene extremo superior.

Al extender la estructura algebraica de R, aparece de nuevo una
incompletitud, las ecuaciones del tipo x* + 1 = 0, no tienen solucién enR.
Igual que en las extensiones algebraicas anteriores se puede introducir los
ntimeros complejos C como pares ordenados de nimeros reales R x R,
para los cuales se definen unas operaciones de adicién y multiplicaciéon
compatibles con la relacién de equivalencia previamente definida entre
pares ordenados de nimeros reales. También podriamos extenderRaC a
partir del anillo de clases residuales que se forma en R/X/ médulo x* + 1.
Cualquiera que sea el procedimiento de extension la construccion garan-
tiza que C es el menor cuerpo que extiende a Ry en el que x% + 1 posea
ceros.

La construccién de C se puede hacer también a partir de Q de manera que
primero se efectiie el cierre algebraico de Q y después se alcance la
completitud topolégica, construyendo el cierre completo. El cuerpo inter-
medio obtenido en este proceso es el cuerpo de los niirmeros complejos
algebraicos A, es decir, de los ceros de todos los polinomios de QlX],quea
diferencia de Ry C éste es atin un conjunto numerable. Cormno la demostra-
cién de la trascendencia de un nimero es en general dificil, ésta se hace
indirectamente mediante la reduccion al absurdo suponiendo que tal nu-
mero es un cero de algiin polinomio de Q/X/ y se llega a una contradic-
cién. Aligual que entre Z y  se pueden intercalar una cantidad infinita de
Anillos intermedios de la misma naturaleza que D, entre Q y el cuerpo de
los niimeros complejos algebraicos A pueden intercalarse también una
cantidad infinita de cuerpos intermedios (extensiones algebraicas).

Recogemos en el siguiente cuadro resumen las diferentes extensiones de
los sisternas numéricos, resaltando algunas de sus propiedades mas ca-
racteristicas:
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Sistemas numéricos

C Nameros Complejas

Cuerpo algebraicamente ce-
rrado. (En C [X] todo poline-
mio se descopone en factores
linelaes).

No hay orden compatible con
la estructura algebraica.

No Numerable.

Espacio métrico completo
con topologia no trivial,

ax"+b=0 Complecién
x2+1=0)

R Niimeros Reales A Nameros Complejos algebraicos
Cuerpo alge- Orden lineal | Espacio Cuerpo alge- | No hay Espacio
braicamente y arquimedia- | Métrico braicamente | orden Métrico in
incompleto (En | no; se cumple | completo. cerrado (En comypatible completo
R[X] cada poli- | el reorema AIX] cada poli- | con la con la
nomio se des- | del extremo nomio se des- | estructura topologfa
compone en fac-| superior. cormpone en algebraica. no trivial,
tores de grado factores line-
alo sumo 2). | No numerable. ales). Numerable.
Complecion px)eQ
(Supremo de un px)=0

conjunto acotado)

Q Nirneros Racionales

Cuerpo algebraicamente in-
completo. (En Q [X] no todo
polinomio se descompone en

Orden lineal arquimediano.
No se cumple el teorema del
extremo superior.

Espacio métrico incompleto
con topologia no trivial,

factores lineales). Numerable.
ax=b i ax=b
(Zx Z%) (D x D¥)

D Nimeros Decimales

Anillo de integridad

Orden lineal arquimediano,
Numerable.
No se cumple el teorema del

extremo superior.

Espacio méirico incompleto
con topologia no trivial,

10(n).x=b T
(ZxN)

Z Nimeros Enteros

Anillo de integridad

Orden lineal arquimediano
Numerable.

|

N Niimeros naturales

Semianillo Buen orden arquimediano
Numerable,
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Consideraciones finales

Trataremos en este apartado de resaltar tanto la legitimidad a considerar el
" conjunto D de los nimeros decimales como un sisterna numerico propio
e independiente, como a reflejar algunas cuestiones de interés didactico
que implica el adaptar esta propuesta al desarrollo de los sistemas
didacticos en el &mbito educativo (Socas, 2001).

Nos encontramos, en primer lugar, con dos tipos de fracciones en los
nimeros racionales, las fracciones decimales, que admiten una escritura
decimal finita, y las fracciones no decimales que admiten una escritura
decimal infinita periédica pura o mixta. Vemos que lo que es pertinente
aqui como la teoria de niimeros y las series infinitas, difiere mucho de lo
que seria pertinente para desarrollar didacticamente las fracciones como
cociente de enteros y las fracciones decimales. Es cierto que la representa-
cién de las fracciones no decimales mediante desarrollos decimales infini-
tos, se puede hacer de un modo mas elemental, sin recurrir a las series
infinitas y sin apelar a la teoria de niimeros para aplicar la peridiocidad del
desarrollo. Emerge en este contexto el conjunto numérico D asociado a
las fracciones decimales como una prolongacién del sistema de numera-
cién decimal, donde las transiciones que se dan son paralelas a las que se
dan en el sisterna métrico decimal lineal.

En segundo lugar, debemos indicar que con los niimeros reales se resuel-
ve tedricamente el problema de medir cualquier longitud, pero con los
ntmeros decimales se resuelve practicamente el problema de medir cual-
quier longitud. La pregunta que surge inmediatamente es: (Hemos de
mezclar necesariamente los problemas teérico y practico de medir cual-
quier longitud, confundiendo probablemente al alumno y generando am-
bigliedades en los sistemas numéricos?

En tercer lugar, la expresion decimal de todos los niimeros, racionales e
irracionales, ofrece la ventaja de uniformar el calculo, pues todas las ope-
raciones se realizan como si los datos fuesen enteros, pero en cambio
tiene el grave inconveniente de presentar infinitas cifras, no s6lo para re-
presentar a los irracionales, sino también a los racionales cuyos denomi-
nadores tienen factores distintos de 2 y 5, lo que impide considerar las
operaciones como operaciones internas. El prescindir de las infinitas ci-
fras desde una de ellas en adelante, con lo cual el nimero representado
deja de ser exacto y esta representado por otro niimero (nimero deci-
mal), es forzoso para operar con tales nimeros en este contexto decimal.
Por otra parte, debemos considerar que los datos experimentales, resulta-
dos de medidas, estan siempre afectados por errores, de los que sélo se
conoce un numero decimal, al cual se mantienen inferiores en valor abso-
luto. Estos aspectos refuerzan la necesidad de resaltar la importancia de
los Niimeros Decimales como un sisterna numeérico de referencia en el
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que los demas nimeros racionales o irracionales en su escritura decimal
pueden ser utilizados como numeros aproximados a un namero decimal.

En cuarto lugar, los ntimeros decimales (fracciones decimales) se presen-
tan como un sistema numérico “controlable” tanto en el orden de magni-
tud como en sus diferentes representaciones semidticas, entre la que so-
bresale larecta decimal, y constituye el puente de enlace entre la represen-
tacién decimal (cantidades numéricas o de magnitud) y las otras repre-
sentaciones semiéticas de los sistemas numéricos Q y R.

En quinto lugar, queremos indicar que parece aconsejable unificar la ter-
minologia y mantener el término nimero decimal como un elemento del
conjunto D, y fraccién decimal como una representacion de un elemento
del conjunto D, de igual manera que distinguimos a la fraccién como una
representacion de un ntimero racional. En este sentido designariamos a
las fracciones como decimales y no decimales, y estas niltimas serian las
que permitirian un desarrollo decimal infinito, evitando la ambigiiedad,
“fracciones decimales infinitas” y “nimeros decimales infinitos”. De igual
manera nos refeririamos a los desarrollos decimales infinitos no periodi-
cos como representaciones de los niimeros irracionales.

Proponemos en consideracién abandonar la organizacién escolar de los
sistermas numeéricos que habitualmente se desarrolla en el sisterma educa-

tivo y que queda reflejado en el siguiente cuadro:
r r
Numeros Nimeros naturales: 1, 2, 3, ...

enteros Cero: 0
-5,0,-1,7... | Enteros negativos:-1,-2,..

Decimales J Decimales limitados: 3,12; -12, 35; 0,14832;...
Niameros | periddicos

Decimales 0 Decimales periddicos puros: 27,323232...
] < Numeros -1, 487487487...

Niimeros | racionales

Reales Decimales periédicos mixtos: 4,3717171...

| -18, 15676767...

Decimales ilimitados no periédicos o
Ntmeros irracionales: V2 = 1,4142...
-7,010010001...
L = 3,1415926...

Apostamos por una organizacion de los sistemas numéricos en el ambito
escolar donde el conjunto D sea considerado como un sistema numeérico
que permita enlazar y dar sentido a los diferentes niimeros y representa-
ciones numéricas. En el siguiente cuadro recogemos una propuesta
curricular de organizacion de los sisternas numéricos:
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PROPUESTA DE ORGANIZACION CURRICULAR

DE LOS SISTEMAS NUMERICOS

Se caracteriza conceptualmente como sistemna numérico al conjunto D, y
se le asigna un papel relevante en el desarrollo de los nimeros en el ambito
educativo. (Escritura decimal = Desarrollo decimal o Expresién decimal).

s Naturales
( Decimalos Enteros (Z) N)
(D) (Decimales (Positivos)
( (Fracciones enteros) N% :
decimales) (Negativos)
(Admiten
escrifura
decimal Z5,
RACIO- | finita) (Decimales
NALES no enteros)
@ < 9
REALES (R)
(Admiten No Decimales -
una (D%
escritura (Fracciones no Fracciones generatrices
decimal finita decimales) periddicas puras
o infinita, (Admiten una <
no unica, escritura
1,3999...= 1,4, decimal Fracciones generatrices
salvo que infinita periddicas mixtas
impongarmos periédica)
la condicién \ *
del 9, al final (A[ gebraicos:
no petiédico) NO V2,45, (1+V5)2=a, ...
RACIONALES (raices de un polinomio, p(x)e Q)
Q9
(Irracionales)
(Admitenuna { Trascendentes
EZi?r?;]a (No raices de un polinomio)
- NO Algebraicps:
\periédica) m, e, log2, 2% 3(C/10"Mn>0yCe[09]
(ntrneros de Liouville),
0,12345678910111213145161718192021...

Martin M. Socas
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Finalmente sefialar que la propuesta de los nimeros decimales como un
sistema numérico propio en su relacién con las fracciones decimales como
dos formas de representar un determinado niimero racional, no tiene ra-
zones inicamente utilitarias que podrian ser suficientes: calculadoras, or-
denadores,..., sino también que el conjunto D aporta elermentos topoldgicos
y de otra naturaleza que constituyen una ganancia ttil desde el punto de
vista conceptual y didéctico. La densidad, la nocién de aproximacion (in-
tervalos encajados), la medida, el reparto, las representaciones semidticas
(recta decimal), etc, le confieren un sentido teérico y practico que permi-
ten construir significativamente los otros sisternas numéricos Q y R.
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