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Resumen

La ensefanza de las mateméaticas en la escolaridad obligatoria esta vol-
viendo a valorar las cualidades educativas de la geometria sintética de
formas, reconociendo el valor educativo de los recursos manipulativos
como los puzzles Son especialmente valorados los puzzles simples y
versatiles. En este articulo queremos mostrar un puzzle que hemos idea-
do a partir de la descomposiciéon de una figura familiar: el perfil de la
pajarita de papel. El puzzle se compone sélo de tres piezas, por lo que es
simple en su concepcién. Mostraremos algunas cualidades que le dan
un cierto grado de versatilidad en la ensefianza de las formas geomé-
tricas, especialmente en lo que se refiere a la posibilidad de duplicacién
y al estudio de la equivalencia de figuras por superposicion.

Origami bird puzzle
Abstract

The use of puzzles in the teaching of Geometry is being a important
resource in the school, because they contribute to apreciate the value of
manipulative media in teaching mathematics. In this paper we present
our own puzzle built from splitting the very well know origami bird. Our
puzzle is composed by three pieces. We pretend to emphasize the utility of
the puzzle to help students to achive some skills such as doubling sourfaces
and realizing about orientation of plane figures.

1. Introducciéon

La ensefanza de las matematicas en la escolaridad obligatoria esta vol-
viendo a valorar las cualidades educativas de la geometria sintética de
formas, por lo que se esta reconociendo el valor educativo de los recur-
sos manipulativos para ayudar al alumno a hacerse una representaciéon
del espacio (Alsina y otros, 1987, 1988, 1990 y 1996). En este marco, se
ha realzado el papel de los puzzles (Garcia, 2000) y figuras que permiten
descomponer y componer figuras (Dickson y otros, 1984) en la ense-
hanza y aprendizaje de la geometria. Gracias a ellos, el usuario se-fami-
liariza con angulos, relaciones de paralelismo y perpendicularidad, per-
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cepcién y comparacion de longitudes, interiorizaciéon, manejo y creaciéon
de formas, etc., favoreciendo en todos los casos la creacién de estructu-
ras mentales que permiten afrontar procedimientos generales del apren-
dizaje matemaético (Alsina y otros, 1996, Garcia, 2000).

Son especialmente valorados aquellos puzzles que tienen dos cualida-
des: simpleza y versatilidad. Con la primera se trata de que el usuario
pueda hacerse una representacién mental rapida de las piezas que lo
forman, con lo que pueda identificar rdpidamente la pieza que necesita
para completar una figura. Para que un puzzle sea simple tiene que estar
compuesto por piezas faciles de retener y colocar (recuérdese el éxito
comercial del juego del TETRIS, compuesto por los tetraminés o figuras
formadas por cuatro cuadrados unidos dos a dos por una arista). La ver-
satilidad de un puzzle se mide por la diversidad de tareas que pueden
realizarse con él. En ensefanza, un material serd mas versatil cuanto mas
tareas puedan promoverse, y cuanto mas campos de conocimiento pue-
den beneficiarse de su empleo.

El equilibrio entre versatilidad y simpleza no es facil de conseguir. Pode-
mos decir que el TANGRAM es una representacién de este equilibrio,
dada la cantidad de figuras que se pueden formar con él, la variedad de
tareas educativas que se pueden proponer (desde estudios geométricos
de formas, hasta tareas de fracciones, pasando por los estudios de las
magnitudes supefficie y longitud, Corbalan, 1994, Garcia, 2000), a partir
de 7 piezas, todas ellas con angulos rectos, de 45° o combinaciones li-
neales de ellos, por lo que resulta facil recordarlas y relacionarlas entre
si.

Un ejemplo de puzzle simple, pero poco verséatil es el de la T (figura 1),
que esta pensado para la construccion de esta forma, .y sélo pueden
obtenerse algunas otras formas. Este puzzle estd compuesto por pocas
piezas y sus formas son sencillas.

Figura 1: puzzle de la T, (cuatro piezas).
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El reto de un puzzle es reunir las dos cualidades de simpleza y versatilidad.
En este articulo queremos mostrar un puzzle que hemos ideado a partir de
la descomposicién de una figura familiar: el perfil de la pajarita de papel. El
puzzle se compone sélo de tres piezas, por lo que es simple en su concep-
cién. Nuestra intencién es mostrar algunas cualidades que le dan un cierto
grado de versatilidad en la ensefianza de las formas geométricas. Hemos
de reconocer que no nos hemos preocupado por la versatilidad ludica,
sino que la hemos justificado en funcién del interés geométrico de los
empleos que proponemos. -

Vamos a describir el puzzle a partir de su origen, es decir, de la descom-
posicién y estudio del enedgono que es la pajarita de papel. Posterior-
mente trataremos de mostrar algunas cualidades educativas geométricas
que se pueden desarrollar por medio del trabajo con este puzzle. Para
ello analizaremos las cualidades de sus piezas y algunas apreciaciones
geométricas sobre ellas. Finalmente aportaremos unas sugerencias
did4cticas sobre su uso, junto con algunas conclusiones.

Es frecuente que los puzzles provengan de la descomposicién de una
figura. Este es el caso del puzzle de la T (figura 1). La casa comercial
alemana bartl ha comercializado una gran cantidad de descomposicio-
nes de poligonos y poliedros, en madera, a precios razonables, que se
pueden encontrar en su pagina web: www.bartlgmbh.com. Desgraciada-
mente tienen las instrucciones en aleman. En estos puzzles se suele pro-
poner la formacién de un solo modelo a partir de sus piezas, y si bien
algunos son muy conocidos, otros han tenido menos difusién.

2. Caracterizacion geométrica de la pajarita

La pajarita es un enedgono céncavo, ampliamente conocido, y muy uti-
lizado (es de destacar el empleo que se le ha dado como logotipo en los
contenedores municipales de papel, en muchas provincias espafnolas,
aunque su dibujo no siempre es el que vamos a describir a continua-
cién). Tal como se ve en la figura 2, su construccién es posible en una
rejilla cuadrada, ocupando, al menos, dos posiciones, y teniendo una de
ellas superficie doble que la otra.
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Figura 2: pajarita de papel.

Como se observa, los angulos de la pajarita se obtienen como combina-
cién lineal de 45 y 90, ya que tres de ellos miden 45°, dos 270°, dos 135°,
uno 90° y el dltimo 215°.

Tiene cuatro lados de igual longitud (vamos a llamarla a), otros cuatro
de longitud V2 a, y otro de longitud 2 a.

Es importante ver que en este poligono estan alineados varios vértices
(figura 3), tales como: A

Figura 3: pajarita poligono. G D
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A, CyD estan alineados; B, C, I y H estan alineados; B, D y E estan alineados;
D, Fy G estan alineados; E, F e | estan alineados y E, G y H estan alineados.

Tal como indica Deulefeu (2001), la descomposiciéon de una figura en otras
es un buen recurso para familiarizarse con las formas geométricas. Vamos
a buscar descomposiciones del enedgono que constituye la pajarita.

Tal como se deduce de su construccién en un geoplano cuadrangular, la
figura de la pajarita puede descomponerse facilmente en un puzzle de 8
triangulos rectangulos isésceles iguales. Este puzzle seria el mas facil, y
naturalmente permite formar con ellos una gran variedad de figuras.

Figura 4: descomposicién de la pajarita en triangulos
rectdngulos isésceles.

Otra descomposicién natural del enedgono de la pajarita permite obtener
dos cuadrados, y tres tridngulos rectangulos isésceles de dos tamanos
(figura 5).

Figura 5: descomposicion de la pajarita en cuadrados
y triangulos rectdngulos isosceles.

Una nueva descomposicion, también evidente, obtiene dos trapecios rec-
tangulos y un tridngulo rectangulo e isdsceles (figura 6). Esta descompo-
sicién es la que vamos a llamar puzzle de la pajarita.
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Figura 6: Puzzle de la pajarita.

Como se aprecia, la descomposicién no es demasiado novedosa. Si anali-
zamos la formacién de la pajarita a partir de papel doblado, podriamos
identificar los dos trapecios rectangulos y el tridngulo rectangulo que van
a constituir una cara de la pajarita de papel. En la figura 7 aparecen
sombreados los dos trapecios rectangulos y el tridngulo rectangulo e
isésceles que dan lugar a la pajarita, al construirla por el procedimiento
tradicional, a partir de papel doblado. En ella podemos ver que un trape-
cio rectangulo se convertird en el cuerpo (trapecio 1), otro en las patas
(trapecio 2), y un tridngulo rectangulo e isésceles se convertird en la ca-
beza.
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Figura 7: papel doblado para obtener la pajarita de papel, y tres piezas que
se convertirdn en el cuerpo, las patas y la cabeza. Generacién de la pajarita
a partir del papel doblado. Trapecios rectdngulos y tridngulo rectdngulo
isésceles que aparecerdn en la pajarita. El rayado indica que se encuentra
enla otra cara del papel.

Aunque la descomposiciéon no es novedosa, veremos que este puzzle
permite obtener una cierta variedad de formas, que colaboran al trata-
miento de algunas cualidades geométricas. Ello nos hace defender la
versatilidad de este puzzle, que trataremos de ver en el punto siguiente.

Destaquemos las piezas que conforman el puzzle. Se trata de dos trape-
cios rectangulos iguales, formados por la unién de un cuadrado y un
triangulo rectangulo isdsceles. Por tanto sus bases miden a y 2a, mientras
que su altura mide a, y el otro lado mide V2 a. Ademas hay un tridngulo
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rectangulo e isésceles, de hipotenusa 2a y de catetos V2 a. Estas medidas
estan naturalmente ligadas a las medidas de los angulos (90°, 45°y 135°).

3. Consecuencias de las caracteristicas geométricas
3.1. Duplicacién de la pajarita

Tal como hemos visto en la figura 2, la pajarita es facilmente duplicable, ya
que la multiplicacién de los lados por V2 consiste en trazar diagonales de
cuadrados de lados a, es decir, unir de otra forma los vértices de la cuadri-
cula en la que se ha construido la pajarita. Si los lados de la pajarita original
son a (4 veces), V2 a (4 veces) y 2a, los de la pajarita de superficie doble
seran V2 a (4 veces), 2a (4 veces), y 4a. Todos éstos se pueden obtener a
partir de las piezas del puzzle, lo que nos hizo buscar una forma de situar-
las para obtener la pajarita doble. Basandonos en estudios previos que
habiamos hecho sobre la pajarita (Sanchez y Flores, 1999), pudimos obte-
ner la construcciéon de la pajarita con dos puzzles, tal como aparece en la
figura 8.

Figura 8: pajarita doble con dos puzzles.

Naturalmente, la superficie de la nueva es doble que la de la anterior, ya
que se forma con el doble de piezas que aquella, y hay que destacar ésta
como condicién suficiente (aunque no necesaria, ya que puede que no
fuera construible a partir de esta descomposicion). Esta caracteristica per-
mite trabajar la relacion entre superficies de manera manipulativa, anterior
a otra consideracion.
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Un paso més para comparar supetficies lo constituye la busqueda de des-
composiciones en figuras que teselen y permitan rellenarlas completa-
mente. Al estar ambas figuras construidas en un geoplano ortogonal, po-
demos utilizar como figura de relleno el cuadrado, y observamos que la
pajarita obtenida con un solo puzzle cubre exactamente cuatro cuadra-
dos (dos de los que aparecen en los trapecios, otro formado por una
nueva distribucion de las mitades del tridngulo rectangulo e isésceles, y
el otro formado entre los dos tridngulos rectdngulos que restan en cada
trapecio, tal como se aprecia en la descomposicién de la pajarita en
cuadrados y tridngulos isésceles, figura 5). Por su parte, la pajarita doble
ocupa ocho cuadrados, como puede verse en la figura 5.

Sabemos que con cuatro cuadrados se puede construir un nuevo cua-
drado, pero /seria posible construir un cuadrado con las piezas del
puzzle?. Tras algunos intentos apareci6 la forma final de este puzzle, que
es el de la figura 9.

Figura 9: cuadrado construido con el puzzle.

Luego, si consideramos que el TANGRAM esté constituido por las piezas
que descomponen el cuadrado, nuestro puzzle igualmente parte de la des-
composicién de un cuadrado, tal como aparece en la figura 9. Ya sa-
bemos que con estas tres piezas podemos construir una pajarita, y que
con dos puzzles podemos también construir una pajarita doble (ademas
de dos pajaritas, naturalmente).

Las mismas piezas que forman la pajarita han permitido construir un
cuadrado. {Podria construirse un cuadrado con las piezas que permiten -
construir una pajarita doble?. Una intuicién nos hace pensar en que lo
que ocurrfa con las pajaritas se veria reflejado en sucesos con los cua-
drados. En prin:;pio se dan las condiciones, ya que ha sido posible cons-
truir la pajarita doble, lo que indica que los lados y los angulos lo permi-
ten. Sin embargo la pajarita doble tiene una superficie de 8 cuadrados,
con los que se puede construir un rectangulo de base doble a la altura,
pero no es evidente que se pueda construir un solo cuadrado. La mani-
pulacién de las piezas nos permitié obtenerlo, tal como aparece en la
figura 10.
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Figura 10: cuadrado doble, con dos puzzles.

Animados por este resultado, intentamos buscar miuiltiplos de la pajarita y
del cuadrado, de manera paralela, tratando de formarlos con el puzzle.
Esto nos permiti6 obtener facilmente el cuadrado cuadruple del original.
Lo que era maés discutible era la pajarita cuadruple de la inicial. Curiosa-
mente la descomposicién del puzzle original nos dio la solucién. Eviden-
temente con cuatro tridngulos rectangulos e isésceles se puede cons-
truir otro triangulo rectangulo e isésceles. Lo menos evidente era obte-
ner trapecios rectangulos con cuatro trapecios rectangulos. Dado que el
trapecio que trabajamos se compone de un cuadrado y un triangulo rec-
tangulo isésceles (figuras todas ellas construibles a partir de cuatro figu-
ras iguales semejantes a la original), podia pensarse que fuera posible, y
efectivamente obtuvimos que el trapecio rectangulo como el que tene-
mos también es construible a partir de trapecios rectdngulos, semejan-
tes a é1, como aparece en la figura 11. Ello nos llevé a proponer las pajaritas
de superficies cuatro y ocho veces la original, y con ello las de cualquier
potencia de dos veces la original, tal como aparecen en el espiral de
pajaritas construidas en la figura 12.

Figura 11: Poligonos semejantes a trozos, el tridngulo rectdngulo
isésceles y el trapecio rectdngulo.
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Figura 12: espiral de pajaritas de superficies potencias de 2.

Como hemos visto, las duplicaciones sucesivas son posibles, cabria pen-
sar en otras multiplicaciones. Dejamos en manos del lector estudiar si es
posible obtener otras multiplicaciones de la pajarita, y con ello del cua-
drado, y, sobre todo, si seria posible formar estas pajaritas con el puzzle
que aqui presentamos.

En la figura 12, aparece un original y estético espiral de pajaritas, dado
que cada una encaja en su doble. Este espiral podria seguir en ambas
direcciones, y nos sugiere el estudio de otra regularidad matematica, que
también dejamos para el lector, como la posibilidad de construir fractales
de pajaritas, nuevos espirales compuestos etc.. También surge la idea de
teselar el plano con la pajarita, o, al menos, obtener frisos, que también
dejamos para el lector, o para otra ocasién en que desarrollemos mas
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ampliamente esta figura de la pajarita. Sugerimos que para todos estos
estudios se utilicen papeles cuadriculados, que facilitan sobremanera el
dibujo de las respectivas pajaritas.

3.2. Orientacién en el plano

Imaginamos que no ha pasado desapercibido al lector que la descom-
posicién de la pajarita en dos trapecios rectangulos y un triangulo rec-
tangulo isésceles no es la misma que la del cuadrado en figuras pareci-
das. Si observamos la descomposicién de la pajarita en estas figuras (fi-
gura 6), observaremos que los dos trapecios en que se descompone la
pajarita son superponibles, sin levantarlos del plano en que se encuen-
tran (se pueden transformar el uno en el otro por traslaciones y giros).
No ocurre lo mismo con los dos trapecios en que se descompone el
cuadrado, ya que son simétricos respecto a uno de los ejes de simetria
del cuadrado (el que une los puntos medios de dos lados opuestos).
Para construir la pajarita a partir de las piezas del cuadrado, necesitamos
levantar uno de los trapecios, y cambiar su orientacién (lo que equivale a
someterlo a una simetria, antes de los otros movimientos). El puzzle es
pues valido, si las piezas se consideran en el espacio, tal como ocurre
con el Tangram (con el paralelogramo).

Por tanto el puzzle de la pajarita nos da lugar a plantear otro aspecto de la
geometria sintética, la orientacién de las figuras. Con ello nos estamos
refiriendo al estudio de qué figuras son superponibles, es decir, cudles se
puede obtener una de otra por medio de un giro o traslacion. Si bien dos
tridngulos rectangulos isésceles con lados equivalentes son superponi-
bles, no lo son siempre dos trapecios rectangulos e isGsceles, aunque
tengan lados equivalentes. Se determina con ello el sentido de la figura,
como cada una de las clases de equivalencia en que quedan descom-
puestos todos los trapecios por esta relacién de superposicion. Los dos
trapecios de la pajarita simple tienen la misma orientacion, mientras que
los del cuadrado no.

Como consecuencia de considerar la orientacion en las piezas del puzzle,
surgi6 la idea de explotarla, para lo que sugerimos pintar cada cara del
cuadrado que genera el puzzle de un color. Por lo que hemos dicho, con
este puzzle no seria posible formar una pajarita del mismo color a partir
de un puzzle cuadrado que tuviera sus piezas de un color por cada cara
(rojay verde, por ejemplo), es decir, un cuadrado rojo no permitiria cons-
truir una pajarita roja, sino que tendria un trapecio rojo y el otro verde.
Dejamos como reflexion del lector el estudio de lo que ocurriria en un
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TANGRAM de dos colores, si seria posible construir todas las figuras de un
solo color, si cada figura tendria un color distinto, etc..

Recordando otros puzzles que proponen la formacién de las figuras y
del fondo, sugerimos la posibilidad de combinar varios puzzles de la
pajarita, con las piezas de dos colores, y estudiar las figuras que podrian
formarse. Para darle mayor versatilidad, se nos ocurrié juntar ocho
puzzles bicolores. Con ellos se pueden:-construir dos cuadrados de cua-
tro puzzles cada uno, con lo que aparentemente podrian compensarse
las piezas que faltan de un color en uno de los cuadrados, con las del
otro. De esta nueva composicién con ocho puzzles aparecieron muchas
formas en las que se combina la forma y el fondo, en dos tonalidades
distintas, presentamos algunas composiciones en la figura 13, que deja-
mos al lector como ejercicio.

Figura 13: puzzle de las ocho pajaritas de las dos caras.
Figuras que pueden formarse.
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4. Consecuencias didacticas y conclusiones

En este articulo hemos querido mostrar un puzzle facil, simple, que tiene
cierta versatilidad, y gracias al cual hemos podido hacer algunas reflexio-
nes geométricas que exceden el simple juego. Dada la simpleza de estas
piezas, el puzzle es muy fécil de construir, y, como hemos visto, permite
afrontar diversas actividades, tales como obtener algunas otras figuras
(en la figura 14 aparecen los cuadrilateros que se pueden construir con
dos puzzles, ademas del cuadrado, dejamos como ejercicio el estudio
de si es posible obtener otros cuadrilateros con dos puzzles), dando opor-
tunidad al usuario de crear sus propias figuras, y estudiar algunas pro-
piedades, como las longitudes de los lados de ellas.

Figura 14: algunas figuras que se pueden formar con dos puzzles de la
pajarita, cuadrildteros.
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Hemos mostrado el interés de este puzzle para trabajar la duplicacién de
superficies, estudiando la relacién entre los lados, y su posicién. Creemos
que su empleo en clase de matematicas, en la linea propuesta por Corbalan
(1994) y Alsina y otros (1996) puede afianzar el aprendizaje de algunos
aspectos de esta duplicacién, como la relacién con los dngulos de 45° y
90° y las longitudes de los lados.

Igualmente, aunque lo hemos desarrollado poco en este articulo, hemos
mostrado algo sobre el puzzle de las dos caras, cuya utilizacién puede
ser util para favorecer la percepcién del fenémeno de la superposicion
de figuras, lo que da lugar al estudio de la orientacion de las figuras en el
plano, mostrando la diferencia entre los efectos de las traslaciones y gi-
ros, respecto a las simetrias axiales en el plano.

Pero sobre todo, con este articulo, querriamos destacar que las mate-
maticas son creatividad, y que todo profesor o alumno puede crear sus
propios puzzles, con tal de que antes o después, muestre sus cualidades
geométricas, su versatilidad, y los aportes que puede hacer a las cons-
trucciones geométricas. Esperamos que estas ideas sirvan para quitar el
miedo a la creatividad, y animen a trabajar con figuras que, por ser fami-
liares tienen la ventaja de que las tenemos en la memoria para construir-
las, sin sentir la necesidad de mirar modelos.

La pajarita es especialmente interesante para estos menesteres. Dejo para
el lector intentar hacer la pajarita con todas las piezas del TANGRAM, con
dos TANGRAM o con medio TANGRAM, y estudiar si es posible hacerlo
con un cuarto de TANGRAM. Yo continuaré con esta figura que me resul-
ta especialmente evocadora.
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