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Resumen

En este articulo se pretende analizar los problemas que surgen en el desarrollo
de los contenidos referentes a intervalos de confianza en los distintos Bachillera-
tos en los que estan incluidos, y atacar éstos mediante la utilizacién de herra-
mientas Informdticas, en particular con el Matematica 3.0, incluyendo un posible
notebook a partir de unas funciones programadas especialmente para hacer mas
facil e intuitiva a los alumnos la comprension de los conceptos a desarrollar.

Abstract

In this article we pretend to analyse the problems that appear in the development
of contents related to confidence intervals in Bachillerato. We also pretend to
attack them by using informatic tools especially the Mathematica 3.0. We also
include a possible notebook done by using programmed functions which have
been chosen to make the pupils’ understanding of the concepts easier.

Introduccion

La reciente inclusién de nuevos contenidos en los curricula de las asignatu-
ras de matemaéticas en las distintas modalidades del bachillerato Logse,
nos invita a desarrollar nuevas actividades, valiéndonos de herramientas
informaticas, que nos permitan complementar la exposicion tedrica de los
conceptos claves, mostrando éstos de forma clara y precisa, y dando a los
alumnos la oportunidad de llegar por si mismos a la comprension y al en-
tendimiento de éstos. En este contexto, nos hemos ocupado del analisis de
los problemas que se pueden plantear en el desarrollo de los contenidos de
estadistica, y méas concretamente del desarrollo de los conceptos en torno
a la estimacion mediante intervalos de confianza.

El mayor problema con el que un profesor se puede encontrar a la hora de
desarrollar un tema de inferencia estadistica a estos niveles, es la pobre
base matematica de la que dispone el alumno, hecho que generalmente se
solventa exponiéndole los temas mediante el conocido método de las «re-
cetas», o evitando introducir procedimientos que requieran mayores cono-
cimientos de los que éste tiene. Pero este «apafo» puede dar lugar a
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una serie de confusiones en el alumno, con respecto a algunos de los
conceptos fundamentales explicados. Afortunadamente, la mayoria de
estas confusiones pueden evitarse presentandolos mediante el uso de
computadoras y de un software adecuado.

En los siguientes apartados analizaremos los tipos de intervalos de confian-
za que pueden construirse, centrandonos en los Intervalos confidenciales
para la media y para la proporcién. Veremos el enfoque que se hace de
éstos en los libros de Bachillerato, e incluso en algiin curso introductorio de
estadistica a nivel universitario. Posteriormente, veremos cuales pueden
ser los puntos criticos que surgirdn en el desarrollo de los intervalos de
confianza, y cuales son los aspectos en los que se debe incidir. También
analizaremos una posible alternativa al enfoque clasico, y trataremos de
ver que ventajas podria aportarnos. Y, finalmente, mostraremos mediante
un notebook! para Mathematica 3.0 lo que podia ser una exposiciéon de los
conceptos mencionados a lo largo del articulo.

Intervalos de confianza

Podriamos hacer una primera clasificacién de los intervalos de confianza
para un parametro desconocido, en dos grupos (Kendall, 1979):

« Intervalos de Confianza basados en la teoria frecuencialista de la
probabilidad.

« Intervalos Fiduciales, e intervalos desde un punto de vista bayesiano.

El primero de estos grupos se corresponde con el que actualmente se utili-
za en los cursos introductorios de estadistica, dado que de todos, es el que
necesita una menor base matematica. Centrandonos en este tipo interva-
los de confianza cabe hacer una segunda distincién atendiendo a si se co-
noce la ley distributiva de la que proviene la muestra en estudio, o si por el
contrario, y como ocurre frecuentemente, €sta es desconocida, caso este
ultimo en el que utilizamos lo que podemos denominar Intervalos de Con-
fianza asintéticos (A.A.Borovkov,1988). Con respecto a esta segunda clasi-
ficacién, y puesto que en el mejor de los casos, el alumno s6lo conoce las
distribuciones Binomial y Normal, los procedimientos desarrollados se par-
ticularizan a la estimacién de intervalos de confianza para la proporcion, en
el caso de la Binomial, y para la media en el caso de la Normal, distinguien-
do en éste si la varianza es o no conocida, en cuyo caso y debido al des-
conocimiento de la distribucién T de student se utiliza el mencionado

I Notebook es la denominacién utilizada en mathematica para los documentos
que se crean en €l.
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Intervalo de confianza asintético, el cual también dara lugar a algunos
malos entendidos por parte del alumno.

Tampoco debemos olvidar que el otro bloque de intervalos de confianza
nos proporciona una alternativa, que si bien puede ser mas dificil de pre-
sentar al alumno de estos cursos, si facilitaria una posible aclaraciéon de
algunas de las dudas habituales.

Errores mas frecuentes

Cuando hablamos de los errores mas frecuentes que se producirian al
desarrollar los intervalos de confianza desde un punto de vista
frecuencialista o clasico, nos estamos refiriendo a los puntos criticos que
dan lugar a errores conceptuales en la asimilacion por parte de los alum-
nos. Varios son los que principalmente nos crearan dificultades, pero
repetimos, que sin duda se reforzarian mediante la presentacion poste-
rior de éstos por medio de la ayuda de un ordenador.

El primer punto susceptible de generar dudas es la imposibilidad de dife-
renciar claramente cuales son las variables aleatorias que aparecen en el
proceso. En primer lugar, el hecho por unlado de que el alumno calcule
repetidamente un valor numérico (estimacion) de los extremos del inter-
valo, y por otro que relacione el concepto de «variable...» con algo desco-
nocido o indeterminado, provoca a menudo que entienda que la variable
aleatoria es realmente el parametro desconocido para el cual estamos esti-
mando el intervalo. Y si estamos de acuerdo en que esto es asi, deberia-
mos decir que estamos buscando o estimando un intervalo de confianza
que recubra el parametro con cierta probabilidad 1-o.y alejar la confusion
evitando decir que buscamos los extremos de un intervalo dentro del cual
se encuentra el verdadero valor del pardmetro desconocido.

Otro punto de confusion estd en entender que estimar un intervalo de
confianza a un determinado nivel de confianza 1-o. no implica que el
intervalo construido a partir de una determinada muestra va a recubrir al
pardmetro en el 95% de los casos, sino que realmente y s6lo cuando se
extrae un numero grande de muestras y se calcula el intervalo de con-
fianza de cada uno de estos, aproximadamente, en un 95 % de los casos,
el intervalo recubre al parametro a estimar. Justamente esta cuestion es
facilmente observable, mediante simulacién en un ordenador, dando la
posibilidad de generar las muestras y estimar los extremos de sus res-
pectivos intervalos, para observar como, al aumentar el nimero de mues-
tras, mejora la proporcion de intervalos que recubren al parametro.
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Es maés, en el caso de los intervalos para la media de una poblacién Nor-
mal cuya varianza nos es desconocida, y como ya se mencioné en el
anterior apartado, el desconocimiento de la distribucion T de student
nos obliga a utilizar una aproximacién hacia la normal, mediante interva- -
los de confianza asintéticos. Y esta aproximacion va a repercutir en el
verdadero valor del nivel de confianza que obtenemos, cuestion que de
nuevo es posible ver mediante simulacion.

Otra cuestién es que, en la mayoria de los problemas que se plantean a
este nivel, se ha tomado como hipétesis inicial que la muestra que esta-
mos estudiando proviene de una distribucién normal, lo cual supone una
hipétesis muy fuerte teniendo en cuenta que, en la mayoria de los casos
reales que se pueden encontrar, esto no va a'ser asi. De nuevo, la razén
de esta consideracion es que, de cualquier otra forma, necesitariamos
disponer del conocimiento de otras distribuciones para una correcta re-
solucién. {Cuél es larepercusién de esta hipétesis mal considerada? Esta
pregunta es de dificil respuesta, ya que no se incluyen los temarios el
planteamiento de otras distribuciones ademas de la Binomial y la Nor-
mal, pero deberfamos incidir en la existencia de éstas y de procedimien-
tos mas efectivos de estimacion para estos casos.

Otra cuestién es que uno de los principales objetivos de los cursos
introductorios de estadistica es dotar al alumno de herramientas que po-
sibiliten a éste interpretar y concluir ideas a la vista de resultados numeé-
ricos como los que habitualmente pueden encontrarse en un periédico
cualquiera, o en un programa informativo en cualquier otro medio de
comunicacién, eliminando de esta forma, entre otras cosas, la depen-
dencia de las conclusiones a veces sesgadas del informador. En tal caso,
cabe preguntarse si los intervalos de confianza son ciertamente los mas
idéneos para resolver los problemas de estimacion que al estudiante se
le presentaran en la vida cotidiana.

.Con respecto a esto, cabe hacer mencion de los intervalos de prediccién
(Vardeman,1992) y de tolerancia, que en muchas ocasiones van a ser
mas apropiados que los intervalos de confidnza.

Ademés, otra posible deficiencia estaria en que una excesiva atencién
por hacer llegar a los alumnos los procedimientos de estimacién en si,
podria repercutir en lo que serfa una de las cuestiones mas importantes:
Aprender cuando elegir entre estimacién puntual y cuando una estima-
cién por intervalo, para un problema determinado. Realmente, no pode-
mos afirmar que, en general, uno de estos estimadores sea mejor que
otro, ni tampoco condenar de partida uno de éstos, sino que en ciertos
problemas es mas o menos acorde con las necesidades del problema.
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También cabria mencionar que, si bien es un gran avance la inclusion de
contenidos de estadistica en los temarios de las matematica pre-univer-
sitarias, también coinciden algunos autores (Hogg, R.V.(1992) & Chromiak,
W.(1992) ) en que seria conveniente mostrar a estos problemas mas
cercanos a la realidad, que estimulasen el interés de los alumnos por la
estadistica, lo que es manifiestamente dificil en el reducido marco de la
binomial y la normal. ¢No seria interesante incidir algo mas en las distri-
buciones especiales?

Objetivos pedagégicos

Una vez comentados los puntos de posible confusién, cabria cuestionarse
aquellas ideas sobre las que incidir en el desarrollo de los intervalos de
confianza.

o En primer lugar, y tras exponer razonadamente cual es el procedi-
miento de la estimacién de los extremos de cada intervalo, habria
a nuestro juicio que incidir primeramente en que estos estadisti-
cos, y por tanto su estimacion, es una funcién de la muestra y del
nivel de confianza.

o Que considerado un determinado nivel de confianza, la influencia
de la muestra en la estimacion resultante, es por un lado de la
propia muestra en si, ya que a diferentes muestras el intervalo es
diferente, aunque no necesariamente su precision, y por otro lado
del tamano de ésta, que si que influye determinantemente en la
precision final del intervalo.

o Por su puesto que, tanto la eleccién a priori del tamano de la mues-
tra, si ésta se puede elegir, como la del nivel confianza, estan de-
terminadas por la necesidad de aportar una cierta precision en la
estimacion, y por supuesto, que los niveles de confianza del 95%y
del 90%, no son sagrados.

o Que cuando desconocemos la varianza de la poblacion, los interva-
los calculados para la estimacién de la media s6lo son aproximati-
vos, y que difieren de los reales calculados conla T de student.

o Que no siempre los datos observados se corresponden con una
normal, y que en tal caso, el intervalo de confianza calculado asi,
no se corresponde exactamente con el real.
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Las funciones

En el momento de elegir algun tipo de software que nos permita trabajar
con los conceptos tedricos aprendidos en clase, he optado por Mathematica
3.0, un lenguaje de programacién matematica en el que, si bien puede re-
sultar dificil programar, es facil de utilizar como herramienta de calculo.
Cuando preparamos un notebook para recrear los conceptos de la estima-
cién de la media por intervalos, se nos ofrecia la posibilidad de utilizar el
Package? ‘Confidencelntervals’ de Statistics, en el que se incluyen unas fun-
ciones, con una sintaxis facil, que permiten el célculo de los distintos inter-
valos de confianza posibles. El pequeno problema que se plantea al utilizar
estas funciones, es que la salida que generan es Unicamente los valores
calculados de los extremos de dicho intervalo. Y como el objetivo al utilizar
el ordenador es hacer llegar a los alumnos los conceptos tedricos de la
forma maés clara e ilustrativa posible, generamos unas nuevas funciones,
basandonos en estas anteriores, también faciles de utilizar, pero que a la
vez nos mostraran los resultados de forma méas completa, e incluso que nos
permitieran visualizarlos de forma gréfica.

Las dos funciones basicas, son:

e CallCM[a,b,c]: Calcula un intervalo de confianza para la media
cuando se sabe que sigue una ley distributiva normal, donde:

a: Es el nombre del vector de datos.

b: Es la varianza, si es conocida. Si se omite, se calcula el intervalo
para varianza desconocida.

c: Es el nivel de confianza que queremos, (1-o.).

o NNORMALICM][a,b,c]: Calcula unintervalo de confianza para la me-
dia cuando la ley distributiva no es conocida, donde a, b y ¢, son
como en la funcién anterior. Ademads, la funcién nos avisara cuan-
do el tamano de la muestra no sea suficientemente grande como
para que la aproximacion del estadistico utilizado sea buena. Es
equivalente, también, a calcular el intervalo de confianza asintético
para la media.

o CallICP [a, b]: Calcula un intervalo de confianza para la proporciéon
de una serie de pruebas Bernoulli. donde:

a : Es el nombre del vector de pruebas.

2 Package es la denominacién en mathematica para un conjunto de funciones
programadas que se ha de cargar independientemente del programa principal
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b: Es el nivel de confianza pedido, (1-ov).

o Histogramala]: Dibuja un histograma de frecuencias para el vector
de datos “a’.

o DibInt[a, b, c]: Dibuja b intervalos cuyos extremos estan conteni-
dos en la matriz a, y una linea vertical en el punto c.

R e Funciones|[ |: Recuerda cuales son las funciones incluidas.
)/ﬁ Un ejemplo de las salidas generadas por las funciones descritas seria el
siguiente:

Generamos en el propio Mathematica una muestra de tamafno 30, Nor-
mal a la que llamamos tallas. La sintaxis seria:

mu=169; sigma=7;
tallas=Table[Random[NormalDistribution[mu,sigma]],{30} ];
Ejecutamos la funcién para muestras normales con varianza conocida:
CallCM][tallas,49,0.95]
La salida generada seria:
La media muestral calculada es 167.251
El correspondiente cuantil para una confianza 0.95
es 1.95996
Asi que el intervalo sera
(164.746,169.755)
Y el radio del intervalo es 2.50487 .
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Si ejecutamos la funcién para muestras normales con varianza descono-
cida:

CallCM{[tallas,0.95]
La salida generada seria:
La media muestral calculada es167.251
La varianza muestral calculada es 58.9663
El correspondiente cuantil para una confianza 0.95
es 2.04523
Asi que el intervalo sera
(164.383,170.118)
Y el radio del intervalo es 2.86737
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Gréfico 2

También podemos mostrar los dos intervalos simultineamente, para ver
la diferencia entre ambos:

Show|[%,%,Axes —True]

o e B

14

127

136

e e
Gréafico 3
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La experiencia en el aula

Una vez que tenemos generadas las funciones a utilizar, se trata de pro-
poner a los alumnos una experiencia que nos de pie a desarrollar las
ideas que menciondbamos en el apartado 2. Para esto proponemos el
siguiente esquema:

o Una primera sesién para que conozcan el funcionamiento de las fun-
ciones, y de los comandos béasicos de Mathematica, que tendran que
utilizar.

o En una segunda sesién, intentardn contestar por si mismo a las si-
guientes interrogativas:

1.

o N o U1 W

Partiendo de una muestra normal generada calculamos, con una
determinada confianza, el I.C. para la media con varianza conoci-
da.

. ¢{Qué ocurre cuando pedimos un intervalo con una confianza

mayor?Como afecta esto al radio del intervalo?

. {Qué ocurre si cambiamos la muestra?

. {Qué ocurre si la varianza es desconocida?

. {Qué ocurre si aumentamos el tamano de la muestra?
. ¢{Qué ocurre si las observaciones no son Normales?

. {Qué ocurre cuando introducimos un dato atipico?

. {Coémo calcular un intervalo semiabierto?

Por supuesto, acompariadas de los comentarios del profesor. Esta expe-
riencia podria hacerse de muchas formas; aqui proponemos una me-
diante el siguiente notebook evaluable.

El notebook

En primer lugar, al comenzar la sesién es necesario cargar los siguientes
“packages standars” de Mathematica.

Needs|[“Statistics* Confidencelntervals"”]
Needs|[“Statistics* ContinuousDistributions ™ ”]
Needs|[“Statistics " DiscreteDistributions " ”]

Needs[“Graphics” Graphics"[;
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Needs[“Statistics ' DataManipulation™”];

Luego, hay que asegurarse que estamos en el directorio correcto; para
ello utilizamos dos funciones, Directory, y SetDirectory.

Directory] ]

SetDirectory[“Ruta de la carpeta de trabajo”]
Finalmente, cargamos el archivo donde tenemos almacenadas las fun-
ciones construidas para este notebook.

< <fun_Intervalos.m;
- Comenzamos la sesion.
Ejemplo 1:

Supongamos que se van a realizar unas elecciones, y un candidato a Se-
nador estd interesado en conocer cudl es el tanto por ciento de votantes
que le van a entregar su voto. Para ello, encarga a una empresa de son-
deos electorales que haga un estudio de intencién de voto. Los
encuestadores de la empresa escogen aleatoriamente una muestra de
1000 personas del total de posibles votantes, y sobre esa muestra estu-
dian la proporcién de votantes de dicho candidato. Tras realizar las entre-
vistas, han obtenido que 520 personas estan a favor de votar al candidato.

Las respuestas de los votantes estdn almacenadas en un vector, que guar-
da un uno si el individuo encuestado estaba a favor de nuestro candida-
to, y cero en otro caso. Cargar el archivo ejemplol.dat.

votos=Get[“ejemplo]_1.dat”];

Al Senador le gustaria conocer el intervalo que cubrir4 al verdadero valor
de la proporcion de votantes, pero no se decide por la confianza desea-
da. Estima td cuatro intervalos de confianza, 95%, 90%, 83% y 99%, {Cudl
de ellos proporciona un intervalo con menos error? (Cuél de ellos cubre
con mas seguridad al verdadero valor de la proporcién de votantes? En
consecuencia, ¢Cudl escogerias ti?

CalICP[votos,0.95], CallCP[votos,0.9], CallCP[votos,0.83], CallCP[votos,0.99]
Show[%,%,%,%]

En efecto, el Senador también ha descubierto que, si pretende tener un
intervalo de confianza més pequeno para la proporcién de votos, es ne-
cesario disminuir el nivel de confianza y, por tanto, la seguridad de que el
intervalo esté en lo cierto. {Cudl es la forma de aumentar la precisién
dejando fijo el nivel de confianza? En vista de esto, la empresa decidié
hacer de nuevo un sondeo y unir a las anteriores 1000 entrevistas mas.
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Estima de nuevo los cuatro intervalos para la proporcion de votantes y
compéaralos con los anteriores.

votosdos=Get[“ejemplol_2.dat"];
CalICP[votosdos,0.95],CallCP[votosdos,0.90], CallCP[votosdos,0.83]
CallCP[votosdos,0.99]

Después de ver los resultados, (qué intervalo aconsejarias al candidato?

De todas formas, éste no ha quedado muy convencido y ha pedido que
se le dé un intervalo, que con un error menor que 0.01, cubra al verdade-
ro valor de la proporcién de votos, con una probabilidad del 90%. ¢Po-
drias ayudarle? Recuerda que el error, o precision del intervalo, es igual
al radio de dicho intervalo, y que conoces la ecuacién que lo da. Basta
entonces despejar n.

n = Mean|votosdos] x (1 - Mean[votosdos]) x (1.6449/0.01) ~2

Por tanto, deberiamos encuestar al menos a ......... personas para conse-
guir esa precision.

Ejemplo 2:

Se ha tomado una muestra de 31 individuos y se les ha tallado. Los resul-
tados medidos en centimetros estan contenidos en el fichero
ejemplo2_1.dat.

tallas=Get[“ejemplo2_1.dat”];

El encargado de obtener la muestra sabe por experiencia que ésta sigue
una ley normal con varianza igual a 49.

Resolver las siguientes cuestiones:

Suponiendo que el encargado esta en lo cierto, calcula un intervalo de con-
fianza para la media de la poblacién, con un nivel de confianza del 95%.

CallCM][tallas,49,0.95]

{Qué les ocurre a los extremos del intervalo, si queremos que la confian-
za sea del 83%?

CallCM[tallas,49,0.83]
Show|[%,%]

Pero el encargado de realizar la talla no esta seguro de que la varianza
sea 49. (Cudl seria el nuevo intervalo de confianza al 95%, si suponemos
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que la varianza es desconocida?. (Qué diferencia hay entre los radios de
este intervalo y el de varianza conocida?

NNORMALICM|[tallas,0.95]
Show|[%,%]

Tras realizar este primer andlisis, el oficial de reclutamiento observa que
31 datos pueden ser insuficientes, asi que decide escoger 100 mas y unir-
los a los que ya tenia. Si calculamos los mismos intervalos que con la
muestra anterior. (Qué diferencias podemos observar?

tallasdos=Get[“ejemplo2_2.dat”];
CallCM[tallasdos,49,0.95]
Show[%38,%56]
NNORMALICM|[tallasdos,0.95]
Show[%59,%42]

Ejemplo 3:

En efecto, cuando tenemos una muestra con un tamaro mayor, el intervalo
calculado para un nivel de confianza fijo es méas pequeno; ademas también
se produce una pequefa variacién del centro de éste, puesto que el tama-
no también afecta a la estimacién puntual de la media, que es el valor que
actia como centro del intervalo. Pero veamos mejor que el tamaro de la
muestra afecta en gran medida al radio del intervalo, sea el que sea. A
continuacion, carguemos el archivo ejemplo3_1.dat en la variable tallastres.

tallastres=Get[“ejemplo3_1.dat”];

En ella tenemos contenidos los datos de 10 muestras que siguen una ley
normal con igual media y distintos tamanos (10, 15, 20, 35, 50, 100, 150,
250, 500, 1000), de las que conocemos su varianza que es 9. Para generar
simultdneamente los 10 intervalos de confianza y una tabla con los datos
obtenidos, basta evaluar la siguiente celdilla:

Array[RADIO, {10}];
INTER = Table[0, {i, 10}, {j, 2}];
Dol

INTER[\([i]\)] = MeanCl[tallastres[[i]], KnownVariance -> 9,
ConfidenceLevel -> 0.95];

RADIO[i] = (INTER[[i]][[2]] - INTER[[i]I[[1]]) / 2;
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, {1, 10}]

Print[“El resultado es”]

Print[“muestra (extremo izq.,extremo der.) Radio”]
Dol[Print[“ “i,«  (“INTER[[i]I[[1]],”, “INTER[[i]][[2]],”)”,
RADIO[[1]],{L,10}]

DibInt[INTER,10,50]

Hemos comentado que el hecho de que un intervalo sea calculado con
un 95% de confianza no significa realmente que este recubre al verdade-
ro valor del pardmetro estimado el 95% de las veces, pero si extraemos
muchas muestras, se cumplird que el 95% de ellos lo recubriran. Vea-
mos que existe una relacién entre el nimero de muestras y el verdadero
valor del nivel de confianza. Para coger, 200 muestras generadas todas
con la misma ley distributiva. contenidas en el archivo ejemplo3_1

Datos=Get[“ejemplo3_2.dat”];
Intervalos=Table[.0,{i,200},{j,2} I;
cont=0;

Do

[(Intervalos[[i]]= MeanClI [Datos[[i]], KnownVariance ->1,
ConfidenceLevel -> 0.95];

If[Intervalos[[i]][[1]]>=0,cont=cont+1];
If[Intervalos[[i]][[2]]<=0,cont=cont+1];)
{1,200} ]

cont

DibInt[Intervalos,50,0]

El notebook original se puede solicitar a la direccién
“dragon78@eresmas.com”
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