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Resumen

Este articulo reporta el disefio de una actividad didactica cuyo objetivo es
favorecer la visualizacién de los polinomios de interpolacién de Lagrange.
Empezamos con una revision de diferentes posturas al respecto de lo
que se entiende por la visualizacién del concepto de funcién, para seguir
con una serie de actividades didacticas que utilizan estrategias dinami-
cas con el empleo de calculadoras con capacidades de graficas dinami-
cas. Dicha propuesta fue desarrollada bajo una aproximacion teérica de
naturaleza sistémica que hemos denominado socioepisternologia. Esta
aproximacién nos permite tratar con los fenémenos de produccién y de
difusién del conocimiento matematico desde una perspectiva multiple,
al articular la epistemologia del conocimiento, con su dimensiéon
sociocultural, con los procesos cognitivos asociados y con los mecanis-
mos de institucionalizacién via la ensefianza.
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Abstract

This paper report the design of pedagogical activities, in order to make
posible the visualization of interplate Lagrange’s polynomials. We start
with a review of the different perspectives related to visualization of the
function concept, and then we present a sencuence of pedagogical
activities that use dynamical strategies with graphic calculators. This
proposal was developed on the theoretical frameword of
socioepistemology. With this approach, we can deal with fenomena of
production and difution of mathematical knowledge focus on a multiple
perspective, in order to make conections betwen the epistemology,
socioculture, congnition and the teaching practice.
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Presentacion

La propuesta didactica que mostramos en este articulo fue desarrollada
en un libro dirigido a profesores de matematicas (Cantoral y Montiel, 2001)
que fuera presentado en las actividades de Relme — 15 (Quinceava Re-
union Latinoamericana de Matematica Educativa) en Buenos Aires, Ar-
gentina. De algin modo, nuestra propuesta es fruto de investigaciones
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conducidas por el equipo de Educacion Superior del Departamento de
Matematica Educativa del Cinvestav IPN en México. Dicha propuesta fue
desarrollada bajo una aproximacion teérica de naturaleza sistémica que
hemos denominado socioepisternologia. Esta aproximacién nos permite
tratar con los fenémenos de produccion y de difusién del conocimiento
matematico desde una perspectiva multiple, al articular la epistemologia
del conocimiento, con su dimensién sociocultural, con los procesos
cognitivos asociados y con los mecanismos de institucionalizacién via la
ensefnanza (Cantoral, 1998, Cantoral y Farfan, 1998).

Tradicionalmente, las aproximaciones epistemol4gicas han asumido que
el conocimiento cientifico es el resultado de la adaptacién de las explica-
ciones tedricas con las evidencias empiricas, ignorando, sobremanera,
el papel que los escenarios histéricos, culturales e institucionales desem-
penan en la actividad humana. La socioepistemologia por su parte, plan-
tea el examen del conocimiento social, histérica y culturalmente situado,
problematizandolo a la luz de las circunstancias de su construccién y de
su difusién (Cantoral y Ferrari, 2002).

Nuestra propuesta en lo general trata de una forma particular de enten-
der a la visualizacion de las funciones, aunque en este escrito nos ocupa-
remos, en particular y s6lo a manera de ejemplo, de la construccién vi-
sual del polinomio de interpolacién de Lagrange. Nos apoyaremos reite-
radamente en el concepto de funcién en distintos ambitos cientificos, y
en la primera parte dirigiremos nuestra atencién al analisis de sus proce-
sos de ensefnanza y de aprendizaje. Por ejemplo, en la literatura especia-
lizada, se ha estudiado al concepto de funcién desde posiciones teéricas
diversas y en las que se reporta una gran variedad de dificultades en su
aprendizaje, véase por ejemplo la compilacién que hicieran Dubinsky y
Harel (1992). Por lo que respecta a nuestra presentacion, diremos que no
s6lo hemos abordado aspectos como el tratamiento curricular y las con-
cepciones que los alumnos desarrollan en su paso por la escuela y la uni-
versidad, sino que también presentamos una propuesta didictica basada
en la visualizacion y en el desarrollo del pensamiento matematico que per-
mite al concepto de funcién, en nuestra opinion, evolucionar entre las con-
cepciones de los alumnos gracias a sus propias actividades matematicas.

Paradigmas y enfoques

El “paradigma de la ensefianza” que sigue el sistema escolar, se basa
principalmente en el tratamiento de los contenidos plasmados en pro-
gramas y planes de estudio, textos escolares, actividades en clase y eva-
luaciones centradas principalmente en enfoques axiomatico deductivos
0 en la resolucion de problemas. La preocupacién principal del acto
educativo segun este enfoque, se centra en “el arte de ensefiar” y en esa
medida, se disenan actividades escolares sin atender adecuadamente a
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los factores de aprendizaje matematico entre los alumnos. Considera-
mos que el tratamiento que se ha dado al concepto de funcién bajo tal
enfoque refleja cierta linealidad en su presentacién, pues se va de lo sen-
cillo alo complejo reforzando con su paso a la presentacién de las nocio-
nes, pero no se avanza en la intencién de propiciar una evolucién de las
nociones en el pensamiento de los alumnos.

Esta situacion les lleva a dar un tratamiento al concepto de funcién que
parte de su definicion formal, o cuasi formal, para apoyarse en algunas
variantes explicativas y seguir con refuerzos provenientes de representa-
ciones multiples (Ver Esquema 1).
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Esquema 1. Tratarniento curricular

Sin embargo, los resultados que la investigaciéon reporta muestran que el
alumno no se apropia adecuadamente del concepto y que desarrolla con-
cepciones “erréneas” como ahora resumimos en el Esquema 2.
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Esquema 2. Concepciones y dificultades
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Se sabe que el tratamiento escolar del concepto de funcién ha provoca-
do que el alumno no desarrolle la habilidad para transitar entre las distin-
tas representaciones del concepto con soltura, ni que disponga de las
herramientas o del lenguaje adecuado para abordar problemas donde
necesite simultaneamente de los enfoques numeéricos, graficos y
algebraicos. Es en este sentido que hemos desarrollado una propuesta
didactica que busca desarrollar al pensamiento matematico del alumno
a través de la visualizacién del concepto de funcion.

Funciones: visualizacién y pensamiento matematico

De entrada, sefialamos que habremos de entender a la visualizacién no
como el simple acto de “ver”, pues visualizar una funcién, por ejemplo,
no significa solamente “verla, mirar o contemplar su gréfica”. De hecho
es posible visualizarla sin ver su gréfica. Asi mismo, entendemos que el
pensamiento matematico no se reduce a pensar cuando estemos ante
una actividad matemaética. En un sentido més amplio, entendemos por
visualizacién a la habilidad para representar, transformar, generar, comu-
nicar, documentar y reflejar informacién visual en el pensamiento y el
lenguaje de quien aprende. Ahora bien, realizar la actividad de visualiza-
cion requiere de la utilizacién de nociones matematicas asociadas a lo
numérico, grafico o algebraico, pero exige también del uso de un lengua-
je comun para explicar ciertos fenémenos e incluso para describir expe-
riencias vivenciales. La visualizacion, entonces, trata con el funcionamien-
to de las estructuras cognitivas que se emplean para resolver problemas,
con las relaciones abstractas que formulamos entre las diversas repre-
sentaciones de un objeto matematico a fin de operar con ellas y obtener
un resultadoy, sobre todo, de la participaciéon en una cultura particular al
compartir simbolos y significados.

Cada vez mas, la visualizacion se ha convertido en un tépico importante
en las diversas escuelas del pensamiento relacionadas con la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas. Principalmente se le ubica como com-
ponente de los procesos mentales que tienen lugar en la actividad mate-
matica. Sin embargo, se tiene claro que al relacionarse estrechamente
con la percepcioén se presenta en diversas situaciones de la vida cotidia-
na. Nos parece que no existe una aproximacion teérica dominante en el
terreno de la visualizacién, aunque las diferentes posturas coinciden en
que visualizar no puede reducirse al acto de ver las diversas representa-
ciones de un objeto matematico.

Las tradiciones congocitivistas (Dauterman, Dubinsky y Zazkis, 1996) asu-
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men que las estrategias de visualizacién y de andlisis son mutuamente
dependientes y que su integracién contribuye al entendimiento de los
conceptos matematicos. Para ello desarrollan el modelo V — A (Visualiza-
cién y Andlisis) donde se pasa de una estrategia de visualizacién a una de
andlisis hasta conformar una sintesis donde no es posible distinguir una
de la otra. Este modelo se basa en una extensién del andlisis piagetiano
de la percepcién y de la inteligencia usando el marco tedrico de la abs-
traccion reflexiva mediante acciones, procesos, objetos y esquemas (co-
nocida en la jerga como teoria APOE), y en consecuencia caracterizan a
la visualizacién en términos de procesos de interiorizacién y de
encapsulacion. Esta tendencia camina a la par y en algiin sentido acorde
con los andlisis de Presmeg (1986), quien anade que los métodos visua-
les son exitosos cuando apoyan a las generalizaciones analiticas, lo cual
proviene de la idea de “generalizacién de patrones” que se tiene de la
matematica como disciplina.

La visualizacion se ha visto beneficiada en el campo de la Matematica y
su ensefnanza mediante el empleo de las representaciones gréaficas o las
representaciones geométricas de los conceptos matematicos, por ejem-
plo Davis (1993) habla de teoremas visuales refiriéndose a aquellos pro-
ductos visuales o graficos que el ojo percibe y organiza como un todo
coherente, capaz de inspirar preguntas matematicas de naturaleza tradi-
cional o que contribuyen de alguna manera al entendimiento o enrique-
cimiento de alguna situacion real o matematica. Sin embargo, al igual
que las demas escuelas, no limita la visualizacién a la percepcion, sino
que trata de la interpretacion de dichos teoremas mediante expresiones
del lenguaje natural o a través de acciones concretas.

También para el desarrollo de la Matemaética como cuerpo tedrico es
fundamental la visualizacién, puesto que lo que hoy vemos en la obra
matemadtica puede expresarse en formas analiticas de todos los niveles
de complejidad, pero sus origenes estan impregnados de abstracciones
y visualizaciones. De Guzman (1996), sefiala que muchas de las formas
de visualizacién que se experimentan son un verdadero camino de codi-
ficacion y descodificacién que estd inmerso en todo un ctimulo de inter-
cambios personales y sociales, buena parte de ellos arraigados profun-
damente en la misma larga historia de la Matematica. Esto implica que la
visualizacién sea un proceso que hay que aprender con las personas a
nuestro alrededor y en la inmersién e inculturaciéon en el tejido histérico
y social de la Matematica. La visualizacién no es una visién inmediata de
las relaciones, sino una interpretaciéon de lo que se presenta a nuestra
contemplacion que solamente podemos realizar eficazmente si hemos
aprendido a leer adecuadamente el tipo de comunicacién que la sustenta.
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A partir de la perspectiva desarrollada por Piaget, al explorar la concep-
cién de espacio que los sujetos desarrollan, describimos a las activida-
des de visualizacién de funciones reales de variable real, como activida-
des representacionales del espacio cartesiano. La imagen mental del
espacio cartesiano con las que los jévenes actian, se forma mediante
una reconstruccion activa de los objetos a un nivel simbélico, donde las
representaciones mentales no son solamente evocadas por la memoria.

En este sentido, las investigaciones que hemos desarrollado han estado
interesadas en las transformaciones mentales que van del espacio real al
espacio de las representaciones del estudiante, centrando la atencién en
aquellos atributos de los objetos reales que son invariantes bajo esas trans-
formaciones y cémo ellos cambian con el curso escolar. De acuerdo a la
teoria de Piaget, las primeras transformaciones del sujeto son aquellas
que conservan los atributos topolégicos de los objetos tales como inte-
rior o exterior de un conjunto, frontera de un conjunto, conexidad o aper-
tura y cerradura de curvas. S6lo después, el nifio estd capacitado para
transferir a su espacio representacional atributos euclidianos de los obje-
tos, tales como longitud de las lineas o tamafio de los angulos. Es ahi

donde se presentan ideas sobre la conservaciéon de la longitud, el &rea o

el volumen de los objetos geométricos. En consecuencia, es entonces
donde se construye un verdadero escenario de visualizacién para las fun-
ciones reales de variable real. Pretendemos que con un tratamiento vi-
sual que desarrolle el pensamiento matematico en el alumno, éste con-
testard preguntas como las siguientes: (qué férmula puede describir la
grafica de la Pantalla 1? o {cudl es la grafica de la derivada de la funcién
cuya gréfica aparece en la Pantalla 2.

TRACEIZ00MERTCHG-SLUTAELT & | TRACEIZOOMEKTCHG-SLUITREL

Pantalla 1 Pantalla 2

>

Exploraciones recientes nos muestran que, tanto alumnos como profe-
sores de educacioén preuniversitaria, no responden en forma correcta a
las preguntas anteriores atn a pesar de haberlas llevado cotidianamente
en su vida escolar.
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Los polinomios de lagrange: una exploraciéon VISUAL

En los textos de andlisis numérico se define al polinomio de interpolacién
de Lagrange, correspondiente a nn + 1 valores dados, como aquella fun-
cién polinomial de grado a lo més n que toma sobre los n + 1 diferentes
valores numéricos {x,, x,, ..., X, },los n + 1 valores dados {y,, y,, .., ¥,}- La
explicacién que suele hacerse para obtener dicho polinomio atiende, na-
turalmente, a la propia orientacion teédrica del autor. En algunos textos
consultados se propone a un polinomio interpolador como una expre-
sién formal f(x) = a,+ ax + ax*+ ... + a x", enla que los coeficientes
a, ..., a, quedan determinados por las condiciones del problema, esto
es, se pide que satisfagan al siguiente sistema de ecuaciones:

2 e
a,tax,tax’i+.. . +ax' =y,

2 =
a,+tax tax?+..+ax"=y,

2 o
a,fax +ax’+..+tax"=y,

Como se puede constatar en los libros de andlisis numérico, la resolu-
cién de este problema produce como resultado la expresion funcional
siguiente, a la cual se le asigna el nombre de polinomio de Lagrange:

n n (x_xj)

f(x):zyi H

o (L 4 - _xj)

La manera en que argumentan los autores ante esta tGltima expresion
difiere segtin la orientacién tedrica de la que partan y naturalmente de la
concepcién que tengan de lo que es la ensefianza. Algunos, por ejemplo,
inician con el estudio de casos particulares, mientras que otros tratan
directamente con el teorema de existencia y unicidad del polinomio de
Lagrange. En tal caso, suelen considerar a los monomios {1, x, x?, ..., x"}
como base canénica del espacio de polinomios. Algunos otros autores,
se ocupan mas bien de construir al polinomio de Lagrange a partir del
estudio de un caso simple. Por ejemplo, piden encontrar un polinomio
de tercer grado cuya gréfica pase por un conjunto particular de cuatro
puntos dados. Otros mas en cambio, siguen una ruta ilustrativa, pues enun-
cian el teorema y disefian un polinomio particular que cumple con las
hipétesis. En esos casos, los autores no suelen utilizar las representacio-
nes graficas ni las explicaciones visuales.

Una opcién més, que desarrollaremos en este articulo, consiste en pro-
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poner un método explicativo que parta de un problema concreto. Cons-
truir, por ejemplo, una curva de grado conocido que pase por un conjun-
to dado de puntos en el plano apoyandonos principalmente en las posibi-
lidades que ofrece la visualizacion.

Nuestra estrategia consistird entonces en construir al polinomio de
interpolacién de Lagrange inductivamente con base en la visualizacion.
Partiremos de una serie de hechos conocidos, tanto de la teoria de
ecuaciones como del &lgebra basica. Una raiz del polinomio f (x) es un
valor numérico particular a tal que dicha funcién se anula en él, es decir
Aa) = 0. Si por ejemplo, una funcién tiene sélo tres raices a, b y ¢, enton-
ces ésta se puede expresar como f(x) = A(x — a)(x - b)(x - ¢). Ademas
usaremos un principio de continuidad de las funciones polinomiales, que
consiste en afirmar que ellas cubren el plano. Por ejemplo, dado una
serie de puntos con diferente abscisa, existe al menos una funcién
polinomial cuya gréfica pasa por ellos.

Particularmente haremos uso de esos principios en nuestra presentaciéon
y veremos cémo al apoyarnos en la visualizacién podremos obtener
inductivamente al polinomio de Lagrange. Iniciemos con el caso que con-
sideramos mas simple.

Una secuencia didactica particular

Consideremos la funcién dada por /' (x) = x como una “funcién primiti-
va”. Como sabemos, su grafica (Pantalla 3) es una recta que pasa por el
punto (0, 0).

o

//’

TRACEIZ00MERTCH G- SL0 [TREL
Pantalla 3

¢{Cémo podemos tener una recta que pase por el punto (4, 0)? —Ver Figura 1-
y

(4,0)

Y
>

Figura 1
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En la calculadora Casio modelo Algebra FX 2.0, en su mend dindmico,
DYNA, definimos a la funcién YI=x-B para hacer variar el valor del
parametro B, para lo cual seguiremos la secuencia de pantallas que apa-
recen enseguida:

Func. dindm. Y= Wi=H-E W1=H-B
Y18:-B U dindm. B Eama dindmica

: ' Starti-5
yd: End 5
L =H
Y&:
ZEL [DEL ITYFE VAR TRCLT [+ | SEL IRAHGISFEED] [T

Pantalla 4 Pantalla 5 Pantalla 6

Definimos la siguiente ventana:
Lzpnt, wizsualizacisn
max i
scalei ]
dol.  18,87I936587
Ymin  f-
max :
IHITITRIGIZTO IETO [RLL |

Pantalla 7

La calculadora mostrard entonces mediante una sucesiéon de gréficas
con movimiento el efecto del pardmetro B al ir cambiando su valor de
uno en uno desde B = -5 hasta B = 5. Una vez que se percibe el cambio
de posicién de la recta es factible contestar a la pregunta ¢cudl es la recta
que pasa por el punto (4, 0)? Cabe mencionar que podemos interpretar
la transformacién f(x-B) = x-B como la traslacién de la recta f(x)=x, B
unidades hacia arriba o B unidades hacia la izquierda (si el pardmetro B
es negativo) o B unidades hacia abajo o a hacia la derecha (si el parametro
B es positivo)

La siguiente es una posible secuencia de gréaficas

Yi=x-B Yi=¥-B
=-3 é/ t
Pantalla 8 Pantalla 9
Vi1=H-B VYi=k-E

Pl L
| t/

E=4
Pantalla 10 Pantalla 11
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Ahora bien, apoyandonos en el resultado anterior, (c6mo obtendriamos
la recta que pase por los puntos (4, 0) y (6, 4)?

Es claro que esta pregunta se puede resolver directamente mediante la

férmula de la ecuacién de la recta (y—y,) = Y2 =N (x—x,), ya que
Xy =X

disponemos de las coordenadas de dos puntos, pero la intencién del di-

sefno que estamos proponiendo es la de utilizar s6lo estrategias visuales.

Por ejemplo, emplear estrategias que permitan rotar una recta que pasa

por el punto (4, 0) de manera que pase también por el punto (6, 4). Para

llevarlo a cabo proponemos una segunda actividad con la calculadora.

Actividad de visualizacion

En el Ment DYNA de la calculadora, define la funcién Y1=A(x-4) y sigue
la secuencia de pantallas

ndm. 2 Y= Y1=ACE-4)
p) Lar, dindm. 0~k

ﬂgﬂllllllllllllllllll A=K
yis

ys:

&

SEI: ToeELITvrEVARTRCLT = 1 m [GTHAl
Pantalla 12 Pantalla 13
Yi=AdE—dy Lent., wisualizacidn
Gama dindmica
A max =
scalei]
3 : dol.  18.879365687
Fitchil Ymin :-5

max =
IHITITRIGIZTD [ETOTRCL |

Pantalla 14 Pantalla 15

Una posible secuencia de gréficas es la siguiente

Y1=ACK-42 Yi1=RiE—42

A\ N\
1\ N

Pantalla 16 Pantalla 17
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W1=FCH-4) LSRR

| |
P L/

F=4

Pantalla 18 Pantalla 19

Observemos que al escribir Y1=A(x-4) mantenemos fijo el punto (4, 0) y
giramos la recta sobre ese punto como pivote. Es decir, cuando x=4 el
producto A(x-4) sera cero sin importar el valor de A. Esto es, tomamos en
cuenta la prioridad de operaciones Y1=A(x-4) que nos dice: resta 4 uni-
dades a x y luego multiplica por 4, lo que graficamente se traduce en:
desplaza 4 unidades hacia la derecha (o hacia abajo) a la recta Yl=xy
después girala segan el valor de A. Si A es positiva, la recta se mira como
en las pantallas 18 y 19, mientras que si A es negativa, se observa la recta
como en las pantallas 16 y 17; si -1 < A < 1 larecta se acerca al eje x,
mientras que siA < -1 0A > 1, larecta se acerca al eje y. Si definimos en
cambio a la funcién Y1=Ax-4, estariamos girando a la recta Y1 =x segin
Ay posteriormente desplazandola 4 unidades (el proceso inverso).

Pero adn no se contesta la pregunta {qué recta pasa por los puntos (4, 0)
y (6, 4)?. Sin embargo, sabemos que la férmula general de la recta que
pasa por el (4, 0) tiene la forma Y1=A(x-4) y dado que sabemos que al ser

= 6, y = 4 podemos sustituir valores, de tal forma que obtenemos
4=A(6-4), donde A debera ser igual a 2. De este modo, la ecuacion de la
rectapedidaesy = 2(x —4) = 2x - 8.

Hasta ahora hemos podido construir la férmula de la recta utilizando ar-
gumentos de visualizacién, sabiendo que un punto esta sobre el eje xy el
otro punto fuera de él. Giramos entonces la recta sobre el pivote y usa-
mos un resultado general, la recta toca cualquier otro punto sobre el pla-
no. {Cémo obtendriamos ahora la ecuacion de la recta que pasa por los
puntos (2, 12) y (6, 8)? —Figura 2-

y

o (2,12)
A

e (6,8)

Figura 2
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La estrategia ahora se basa en retomar al ejercicio anterior, encontrando
en un primer momento la recta que pase por los puntos (2, 12) y (6, 0), y
la recta que pase por los puntos (2, 0) y (6, 8). Esto es, dejamos un punto
sobre el eje de las equis y al otro fuera del eje, invertimos los papeles y
voild!, sélo sumamos las dos funciones.

Tenemos entonces las funcién y =2(x—2) y la funcién

y, ==3(x—6), cuyas rectas podemos apreciar en la Pantalla 20

- S

TRACEIZ00MEKTCHG-SLUITREL] [

Pantalla 20

Ahora bien, el objetivo es encontrar una gréfica que pase por los puntos
inicialmente planteados. Para lograrlo “sumaremos las graficas” tomado
como guia los puntos donde ambas rectas cruzan el eje x. Esto es, si

sumamos ambas rectas en x = 2, la funcién ¥, =2(x—2) vale ceroyla
funcion y, =—-3(x —6) vale doce, por lo que la suma de ambas es doce.

Enx = 6lafuncién y, =2(x—2) vale ochoyla funcién y, = —3(x—6)
vale cero, por lo que la suma de ambas es ocho. De esta forma consegui-

mos que la funcién suma pase por los puntos (2, 12) y (6, 8). Veamos en
la pantalla de la calculadora las graficas de las funciones Yi¥, € ¥ 79,

Func. araf. V=

WIEZ K22 —

W2H-3CK-50

WIEY1+Y2

Vi = 1 4 Fe

“ZELTDEL I TYFE IGMEMIDRAWT & 1 TRACEIZOOMERTCHG SLUTRELT & 1
Pantalla 21 Pantalla 22

Esta actividad logra, en nuestra opinién, introducir al estudiante plena-
mente en el proceso de visualizacién, de tal forma que en estos momen-
tos se puede construir la funcién recta con base en informacién numeéri-
ca, algebraica y gréfica.

Para el caso de la funcién cuadrética haremos un tratamiento analogo,
pero debemos “multiplicar dos rectas”. Consideremos las gréficas de las
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funciones dadas por y, =(x—2) e y, =—(x+3) , cuyas gréficas son

% , , Y
N

TRACEIZ0OMERKTCHG-SLUITREL] -

Pantalla 23

las rectas siguientes:

Para “multiplicar las rectas” tomaremos de nuevo como guia los cruces

con el eje x. Antes de x = 3larecta y, = (x —2) esta por debajo del eje x.

Por tanto sus ordenadas son negativas y la recta y, = —(x + 3)esta por

encima del eje x, por lo que sus ordenadas son positivas, por lo que su
producto serd negativo (estard por debajo del eje y). Cuando — 3<x<2
ambas rectas estan por debajo del eje x, y en consecuencia sus valores
en y seran negativos. Por lo tanto su producto sera positivo (la grafica
resultante de la multiplicacién estard por encima del eje y). Por tltimo,

cuando x>3 la recta y, =(x—2) esta por arriba del eje x y la recta

¥, =—(x+3) estara por debajo, por lo que el producto de sus imagenes

sera negativo (la grafica resultante estara por debajo del eje y). Podemos
resumir diciendo que los cruces con el eje x, de cada recta se conservan
en el producto. Sin embargo, las rectas sélo pasan de ser positivas a ne-
gativas o viceversa, ahora el producto de ambas pasa de ser negativo a
ser positivo y vuelve a ser negativo. Entonces el producto de las rectas es
de la siguiente forma:

Func. araf. Y=

Wi - o~
Y2B-(5+3) :

YAy {3y . / 1//
yB: i # \

ZEL IDEL I TYFE [GMEMIDRAWT - TRACEIZO0MEETCHG-SLUITAEL] [

Pantalla 24 Pantalla 25

Si expresamos el producto de las rectas en forma analitica tenemos
y =—(x—2)(x+3), donde los términos (x-2) y (x+3) nos hablan de las

raices en x=2 y x=-3, de tal forma que pedir una parabola que, por ejem-
plo, cruce por los puntos (4, 0) y (6, 0) sobre el eje x, supondria una ex-

presion de la forma y = (x —4)(x — 6). Pero ¢serd la Gnica parédbola que
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pase por esos puntos? Una forma de averiguar la respuesta es buscar
parabolas para posibles casos, como los siguientes:

y y

(@b)

@b)

(4,0 6,0)

Actividad de visualizacion

g X

6,0 (4,0 é@

v
»

°
@b

En el Menii DYNA de la calculadora define la funcién Y1=A(x-4)(x-6) y

sigue la secuencia de pantallas

ZEL | DEL I TVFE ARTRCLT & 1
Pantalla 26

Yi1=AlE—4 ) (H-62
Eama dinamica

S

ki H
Fitchil

Pantalla 28

Y1=A{K-4)¢
Lz, dindm
H=H

A-B D
. fH AUk

SEL [RANGISFEED] DYHA]

Pantalla 27

Uent., wisualizacidn
max_ =

scalei]

dot. 18, B7T9365687T
Ymin i-1@

max 1@
IRITITRIGIEZTO [ETO [RCL |

Pantalla 29

Una posible secuencia de gréficas es la siguiente

Y1=ACA-42 (h-62

Pantalla 32

Y1=A{K-42n-5)

e

Pantalla 31

1=ACR-g42(R-62

S

F
l A=4

Pantalla 33
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Como podemos observar, la pardbola queda fija en las raices y puede
tocar cualquier otro tercer punto que no esté sobre éstas, incluyendo
otro que pase por el eje x cuando A=0. Observemos que cuando el
parametro A es negativo, la parédbola abre hacia abajo, mientras que cuan-
do es positivo abre hacia arriba; ademas, cuando A se acerca a cero los
brazos de la pardbola se abren, mientras que si se aleja del cero se cierran.

Por ejemplo, para construir la pardbola que pase por los puntos
(4, 0), (6, 0) y (5, 2) se requiere suponer que la funcién tiene la forma

y = A(x —4)(x — 6) donde aseguremos los dos primeros puntos, y nece-
sitamos calcular el valor de A que cumpla con el dato que provee el pun-
to (5, 2), es decir, calculemos la expresion 2 = 4(5—4)(5—6), donde se
obtiene para A el valor de menos dos. Entonces, la expresion de la para-

bola que cumple las condiciones iniciales es y =—2(x—4)(x—6).

{Pero como construimos la ecuacién de la pardbola que pase por los
puntos siguientes, (2, 0), (5, 2) y (7, -3)? Observemos que ahora no son
dos los puntos sobre el eje x, sino sélo uno, el (2, 0). Utilizaremos una
estrategia anédloga a la empleada con la recta, es decir, encontraremos la
parabola que pase por (2, 0), (5, 0) y (7, -3) y después la parabola que
pase por (2, 0), (5,2) y (7, 0), de tal forma que al sumar las dos parabolas,
tomando como guia los cruces con el eje x, obtendremos la parédbola
deseada.

Este procedimiento puede seguirse para construir parabolas que pasan
por puntos no colineales que estén fuera del eje de las equis y que ten-
gan distintas abscisas. Por ejemplo, pensemos en los puntos (1, 1), (2, 4)
y (3, 3), todos fuera del eje de las x. Estos, como sabemos, no estan sobre
una recta ni tienen la misma primer coordenada. Veamos su disposiciéon
en una grafica.

(2, 4)

(3, 3)

(1,1)

Y
»

Figura 3
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Se espera entonces que la parabola buscada abra hacia abajo y pase por
los puntos (1, 1), (2,4) y (3, 3). Para construir la parabola, segtin nuestra
propuesta de método, tenemos que construir tres parabolas que pasan
por dos puntos sobre el eje x y uno fuera. Los puntos sobre el eje de las
equis se obtienen desplazando verticalmente a los puntos anteriores
(1, D, (2,4 y (3, 3) hacia el eje x. Es decir incluimos en el problema a los
puntos (1, 0), (2, 0) y (3, 0). Llamaremos f, f, y f, a cada una de las
pardbolas que pasan, respectivamente, por los conjuntos de puntos si-
guientes: {(1, 0), (2, 0), (3,3)}, {(1,0), (2,4), (3,00} y {(1, ), (2, 0), (3, 0)}.
Mientras que la pardbola buscada se formara con la suma de las tres parabolas
F)=71,0)+ f,(x)+ f,(x). Las parabolas pasaran entonces por los puntos
de la siguiente manera:

(2,4)
y y

o
3,3)
L]
(1,1)

(1,0) (2,0) } @,0) (3, 0) ‘ (2,0) (3,0

“

Figura 4

Asila grafica de f, pasapor (1,0), (2,0)y (3, 3),lade f,por (1,0),(2,4),
(3,0 ylade f,por (1, 1), (2, 0), (3, 0). Sus gréaficas son entonces las
siguientes:

Aodo o p

| { L
TRACEIZONMER TCHE-SLUTTAELT T

Pantalla 34 . Pantalla 35
Gréfica de f| Gréfica de f,

TPiﬂCE Z00MEKTCHG-ZLUITREL

e

TRACEIZOOMERTCHG-SLUITRELT & 1

Pantalla 36
Gréfica de f,

S~
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Finalmente si “sumamos” esas tres graficas vemos que los puntos (1, 1),
(2,4) y (3, 3) pertenecen a la grafica de f(x), la suma en cuestion, como
se ilustra en el siguiente diagrama:

Y4=Y1HYZHYT
v4=~i1+'.? ] l /ﬁ\

h,
b

L x'x #-ChL nea LS o
4=l ozl
Pantalla 37 Pantalla 38
Gréfica de f(x)=f,(x)+ f,(x)+ f,(x) Grafica de f(x)=f 0+ f,0)+ f,00)
Contiene al (1, 1) Contiene al (2, 4)

Y=Y 1+Y2+Y3E

i
|- .I'r III. ¥-CAL

w=3 V=3

Pantalla 39
Gréaficade 7 (x)=f,0)+ £, + f,(x)
Contiene al (3, 3)

Construyendo la generalizacién

Siguiendo esta idea, podemos generalizar el método para expresiones de ma-
yor grado, de tal forma que podamos llegar a una generalizacion y asf construir
el polinomio de interpolacién de Lagrange. En este caso, conviene centrar la
atencion en la regularidad que muestran las respectivas expresiones analiticas
en los casos que hemos tratado hasta ahora, la recta y la parabola.

Comencemos pues con el caso de la recta que pasa por los puntos (x,, y,)
y (x,,¥,) y luego con el de la pardbola que pasa por (x,, y,), (x,, ¥,) ¥ (x;, ¥,)-

Como la recta pasara por los puntos (x,, y,) y (x,, y,), consideramos dos
rectas que pasen respectivamente por (x,, 0) y (x,, y) y por (x;, ¥,)
y (x,, 0), a fin de que tenga una raiz conocida. Sus ecuaciones seran en-
tonces, respectivamente: y = A(x-x,) e y=A(x-x,). Para el primer caso, la
rectd y = A (x-x,) debe pasar también por el punto (x,, y,), por lo que el
valor de A se obtiene con la evaluacién y, = A(x,-x,). Asi se tiene para A el
valor A =y /(x,-x,). En el otro caso, A = y,/(x,x,). Asila funcion f es:

X—%, X—%
="y +—1y,
% — Xy Xg = %y

Este polinomio expresa la suma de las dos rectas, tal como lo explicamos
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con las gréaficas. Analizando la férmula podemos extraer informacién im-
portante. Si se quiere que £ (x) pase por (x,, y,) se anula el término que
contiene a y,, es decir f(x) = (x —x,)y, + ¥, De forma analoga, si se
quiere que f(x) pase por (x,,y,) se anula el término que contiene ay,, es
decir f(x) = (x —x,) ¥, + (x —x;)y,. Pero esta funcién no pasa por am-
bos puntos simulténeafnente, por ejemplo para Xx=Xx,
f(x)=(x, —x,)y, . Habria entonces que dividir s6lo ese término (dado
que el otro se anula) entre (x, — x,) Haciendo el calculo para x=x, ten-
driamos que f(x) = (x, —x,)y,, por lo que tenemos que dividir entre
G = %) s

Ahora bien, la ecuacién de la parabola que pasa por los puntos (x,, ¥,),
(x,,y)y (x,,¥,) se construye de manera semejante. Comenzamos con la
forma

Yot Y1t Yo,

si se quiere el punto (x,, y,), se anulan los términos de y, e y, multiplican-
dolos por (x-x,)

f(x) :(x_xo)yz +(x_xo)y1 + Y

Si se quiere el punto (x,,y,), se anulan los términos de y, e y, multiplican-
dolos por (x-x,)

f(x) =(x—x0)(x—x])y2 +(x_xo)y1 +(x_x1)y0

pero cuando x=x,, f(x)=(x, —X,)¥,, asi que tenemos que dividir el
término de y, entre (x, —x,), con lo que tendriamos
(x—x)
(x() T xl)
pero cuando x=x,, f(x) = (x, —x,)y,, asi que tenemos que dividir el
término de y, entre (x, — X, ), con lo que tendriamos

(5—2,) (x—x,)

S =x—x)x—x)y, + g £ 1/

(xl _XO) (xo _xl)

Si se quiere el punto (x,, y,), se anulan los términos de y, e y, multiplican-
dolos por (x-x,)

f(x):(x_xo)(x_xl)yz+(x_x0)y1+ Yo

0

L= e gy B, o QR i)
(xo T x1)

(x, — %) ’
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perosix=x,, f(x)=(x, —x,)(x, — X,)y,,porlo que tenemos que divi-

dir el término de y, entre (x, —x,)(x, — X, ), de donde queda

(x—xp Jx—x, ) (=205 i —25. ) +(x—x1)(x—x2)

(%5 =X )(x, — ;) ’ (x; —x,) I (X —x;) ’

fx)=

Pero para que se siga cumpliendo que la grafica de la funcién pase por
(xy ¥), (x,, ¥,), reestructuramos cada término de forma que nos quede:

(=2 )x—x;) N (xX—%;)x—%,) N (x=x )(x—x,)

(%, = Xo)(x, —X;) ’ (%, = Xp)(x; — ;) 1 (%o —x) (% — ;)

fx)=

0

De aqui podemos obtener analiticamente la suma de las tres parabolas
que construimos graficamente.

Tenemos entonces los siguientes casos:

Polinomio que pasa por dos puntos

2= X 26 2
)= "y + Yo
X — X Xo =X

Polinomio que pasa por tres puntos

(=%, ) —a,) N (=25 )(Xx—%;) N (@=w Jx—=%,)

(xz —XO)()C2 _x1) ’ (x1 _xo)(xl _xz) : (xo '“xl)(xo _xz)

fx)=

0

de tal forma que podemos construir el polinomio que pasa por cuatro
puntos

fx)=

(e —2, 30— X&) (% —xp WX —%; J(x =x,)
(x3 “—XO)(X3 _xl)(x3 '“xz) ’ (xz —xo)(xz —XI)(XZ '—x3) &
s (20— JOr =, X =%,) i (x —x)(x —x,)(x —Xx;)

(3, =X ) (%, —X,)(x; —x;3) l (xg =% )(Xg —%,)(Xy —X;) ’

Con este desarrollo, el patron de comportamiento puede ser claro para
el estudiante y, sobre todo, puede reproducirlo directamente con apoyo
en estrategias visuales. Lo que logramos con este acercamiento es favo-
recer la construccién de un objeto matematico utilizando la visualiza-
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cién. La idea de visualizacién se desarrolla a propdsito de un ejercicio
fundamental, el de desarrollo de pensamiento matematico avanzado y
con ello se logra construir, evolucionar y reforzar aquellas nociones que
con la ensenanza tradicional no se ven favorecidas. El uso de la herra-
mienta tecnolégica juega en este caso, en nuestra opinién, un papel im-
portante en la percepcién de movimientos y la relacién entre las repre-
sentaciones, lo cual constituye el punto de partida del proceso de visua-
lizacion.
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