Ecuaciones lineales. Didactica y perspectiva histérica

J. ). Aparicio Pedreiio

Nota histérica

Los problemas relacionados con las ecuaciones lineales se remontan a
los origenes de las matemaéticas. Aunque ya los babilonios utilizaron pro-
cedimientos de eliminacién de incégnitas, no es hasta el siglo XVIII, cuan-
do este tratamiento llega a ser un método (Gauss, 1777 - 1855), capaz de
hacer posible la discusion y la resolucién en el caso general.

Con anterioridad parece ser un hecho undnimemente reconocido por
los historiadores, la utilizacién por Leibnitz (1646 - 1716) de los determi-
nantes en 1693, (aunque en términos distintos de los actuales), en rela-
cién con los sistemas de ecuaciones lineales. Algo después Cramer (1704
-1752), en su obra «Introduccién al andlisis de las curvas algebraicas»
(1750), publica la regla que lleva su nombre, pese a que realmente fue
descubierta por Colin Maclaurin (1698 - 1746) alrededor de 1729, mien-
tras elaboraba su «Tratado de Algebra». Esta injusticia histérica, como
sefiala humoristicamente C.B. Boyer (Boyer, 1986), se ve compensada
por otra arbitrariedad de la diosa Clio, al atribuir a Mac Laurin la serie que
lleva su nombre, y que Stirling habia sacado a la luz pablica una docena
de afios antes que él, en su «Methodus differentialis».

Matrices y determinantes son objeto de estudio durante el siglo XIX en
relacién con problemas geométricos y algebraicos. Matemaéticos como
Cauchy, Hamilton, Cayley, Kronecker, Smith, Weierstrass, Silvester, etc.
contribuyen a su desarrollo.

Frobenius (1849 - 1917), perteneciente al circulo de Matematicas de Ber-
lin, en el cual se forma, y del que Weierstrass (1815 - 1897) es la figura
mas representativa, establece el concepto de rango de una matriz, y el
Teorema de compatibilidad de los sistemas de ecuaciones lineales, atri-
buido también al matematico francés Rouché (1832 -1910). Bajo la in-
fluencia de L. Kronecker, Frobenius desarrolla la teoria de los divisores
elementales de una matriz, y con independencia del trabajo de Smith,
establece condiciones necesarias y suficientes para la compatibilidad de
un sistema de ecuaciones lineales diofanticas. Para entender el sentido
de trabajos posteriores, algunos de ellos muy recientes, sera preciso de-
tenernos en la formulacién actual de dichas condiciones:
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Se considera un sistema (S) de ecuaciones lineales diofanticas (o con
coeficientes en un dominio de ideales principales R), de la forma
AX = b, donde A es una matriz de orden m x n con coeficientes enR,
llamada matriz de coeficientes del sistema, X=(x,, X,,..., X )' €s la matriz
columna de incégnitas, y b= (bl, o o bm)t es la matriz columna formada
por los términos independientes de (S). Denotamos a la matriz ampliada
al anadir a A la columna b, por (A|b).

El siguiente Teorema establece condiciones necesarias y suficientes de
compatibilidad:

Teorema.- Son equivalentes:
a) El sisterna (S) es compatible.

b) Las sucesiones de factores invariantes de la matriz A y de la matriz
(A]b), son iguales salvo asociados.

c) Para cada entero i > 0, el maximo comin divisor de los menores de
orden i de A coincide con el méximo comun divisor de los menores de
orden i de (A|b) salvo asociados.

d)A (A) =A (A]b) paratodoi>0.

e) rg(A)=rg(A|b) =1,y A (A) =y (A|b)

Si M es una matriz con coeficientes en Ry de orden m xn, A i(M)'repre-
senta al ideal de R generado por los menores de orden i de M, y se llama
i — ésimo ideal determinantal de M. Para i = 0, por convenio se define
A (M) =R, yparai>min{m,n}, A (M)=(0) por ser el ideal generado
por el conjunto vacio igual a (0).

Se llama rango de M, y se representa por rg(M), al mayor entero r, para el
que esA (M) = (0). Si R es un cuerpo, los Gnicos ideales son )y (1), el
apartado e) se reduce a la igualdad entre los rangos de las matrices de
coeficientes y ampliada, y el teorema anterior generaliza al Teorema de
Rouché - Frobenius.

Por otra parte, como en los apartados a), d) y e) no se hace referencia a
la estructura de dominio de ideales principales, podemos preguntarnos
si la triple equivalencia a) < d) < e), o alguna de ellas, sigue cumplién-
dose para anillos conmutativos en general.

Esta biisqueda de una mayor generalidad fue abordada ya (Steinitz, 1912),
al extender los resultados de Frobenius a los sistemas sobre anillos de
enteros algebraicos.
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Para anillos conmutativos arbitrarios no se mantiene la validez de esas
equivalencias, como se puede constatar con ejemplos sencillos:

En R = Z/(10), el sistema:
4x =1
4y=0
es incompatible, a pesar de que cumple la condicién e) del teorema an-
terior, por ser 1g(A) = rg(A|b) = 2,y A ,(A) = ?,(A|b) = (g).

Surge entonces naturalmente la pregunta de saber hasta donde resultan
vélidas las equivalencias anteriores, es decir: (cudl es la méxima genera-
lidad del Teorema de Rouché - Frobenius?

Esta pregunta fue contestada (Camion, Levy, Mann, 1972), al suponer R
dominio de integridad. Posteriormente en (Hermida y Sanchez - Giralda,
1984), se caracterizaron siguiendo métodos distintos, aquellos anillos
conmutativos en general para los que se cumple a) < d).

Mas recientemente se han caracterizado (Aparicio, 2002), siguiendo esen-
cialmente los mismos métodos que en (Hermida y Sadnchez - Giralda,
1984), aquellos anillos conmutativos en general en los que se cumple a) < e).

Estos anillos conocidos como anillos de Priifer, estrechamente
emparentados con los anillos de Dedekind, bien podrian ser también lla-
mados anillos de Frobenius, dado que son el dominio natural en el que
gobiernan las condiciones de compatibilidad (en una versién mas gene-
ral) descubiertas por dicho matematico. Estan también caracterizados
de otras formas (Hermida y Sanchez - Giralda, 1987), una de ellas, por el
hecho de tener dimensién homolégica débil menor o igual que uno.

Diddctica
Discusién y resolucién de sistemas de ecuaciones lineales

En la actualidad, segin la normativa vigente, el estudio de los sistemas
lineales de dos ecuaciones con dos incégnitas, esta incluido en los con-
tenidos del segundo ciclo de la ESO, tanto en tercero, como en ambas
opciones A y B de cuarto. Haremos el planteamiento correspondiente a
tercero, y en las dos opciones de cuarto tratariamos el tema como conso-
lidacion o repaso. En Bachillerato se estudian los sistemas de ecuaciones
lineales en segundo curso de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud, y
en primero y segundo de Humanidades y Ciencias Sociales. Abordare-
mos con diferentes tratamientos en cuanto a rigor, profundidad y exten-
sién la didactica en tercero de la ESO y en segundo del BCNS y del BCCSS.
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Es un tema de gran interés, entre otras razones porque en €l interaccionan
tres lenguajes: el lenguaje verbal con el que se enuncian los problemas,
el lenguaje algebraico, y su traduccién al lenguaje geométrico al inter-
pretar los conjuntos de soluciones como conjuntos de puntos del plano o
del espacio.

Temna: Ecuaciones de primer grado y sistemas lineales de dos ecuaciones
con dos incognitas.

Curso: 3° de ESO
Tiempo: 3 semanas.
Objetivos:

— Saber traducir al lenguaje algebraico las relaciones entre las incégni-
tas de un problema.

— Distinguir entre identidad y ecuacion.

— Resolver ecuaciones de primer grado y sistemas lineales de dos
ecuaciones con dos incégnitas (métodos de sustitucion, igualacion y
reduccion).

— Discutir un problema segiin el conjunto de sus soluciones.

— Interpretar y resolver graficamente sistemas lineales de dos ecuaciones
con dos incégnitas.

Conceptos:

— Identidad y ecuacion.

— Ecuaciones de primer grado con una incégnita.

— Equivalencia de ecuaciones.

— Sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incégnitas.
— Equivalencia de sistemas.

Metodologia:

El alumno debe acostumbrarse a utilizar las notaciones y los simbolos
algebraicos de las expresiones y ecuaciones. Es interesante también que
realice el ejercicio inverso, esto es, en un contexto prefijado, idear un
enunciado que se adapte a una expresion, ecuacion o sistema.

En la resolucién de las ecuaciones y de los sistemas, el alumno debe
conocer perfectamente el manejo de las reglas, que serdn enunciadas
con la mayor claridad y precisiéon. También se procurard el ejercicio del
sentido critico e interpretativo, sobre las soluciones obtenidas, viendo si
se adaptan o no a las condiciones del problema. En consecuencia, entre
los problemas a realizar figurardn algunos que carezcan de soluciones
vélidas, y otros con mas de una solucién. Serd también conveniente la
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interpretacién geométrica de los resultados obtenidos al resolver un sis-
tema, y en este sentido se estudiaran tanto los métodos analiticos como
los aspectos gréaficos en la resolucion.

A destacar también entre los ejercicios, aquellos que contribuyan a afian-
zar el uso correcto de los paréntesis, de los signos y de las operaciones.
Asimismo conviene incluir en el repertorio de los ejercicios, algunos que
contengan aspectos geométricos, para consolidar algunas nociones ba-
sicas de las que muchos alumnos presentan graves carencias.

La experiencia parece indicar que no es un tema de dificil aprendizaje
para el alumno medio, pero conviene tratar de evitar la caida en los as-
pectos rutinarios, fomentando aspectos criticos e imaginativos, a los que
nos hemos referido anteriormente.

En el repertorio de los problemas a realizar son tipicos los relacionados
con numeros, edades, mezclas, aleaciones, grifos, méviles, porcentajes,
figuras geométricas, etc., aparte de los ejercicios en los que predominan
los aspectos operativos.

Sin pretender dar una relacién cerrada de problemas, enumeramos a
continuacién algunos de ellos.

Nota.- Algunos de los ejercicios incluidos en la relacién siguiente, van
acompanados en letra pequefia de una nota explicativa respecto de la
solucién. Se trata, sobre todo, de destacar la intencién didactica con la
que han sido propuestos.

Ejercicios:
1.- Si un nimero esta representado por x, {cOmo se expresaran a partir

de x los siguientes nimeros?:

a) El doble de x

b) La mitad de x

c) El resultado de elevar x al cuadrado y después restarle dos
d)El 25 % de x

e) El resultado de sumar 1 a x y elevar después al cuadrado

f) Otro nimero que, dividido por x, dé 2 como cociente y resto 1
g) La quinta parte del cuadrado de x

h) Un nimero que, al restarle x, dé como resultado la tercera parte de x
mas 2

2.- a) Resuelve analitica y graficamente el sistema:
2x+ 3y =5
2x—y = 1

J- J. Aparicio Pedreiio 7



b) Estudiar si el siguiente sistema tiene solucién
2x + y =1
4x + 2y =1
Interpreta graficamente la respuesta.
¢) Comprueba que el sistema
2.5x — 3.5y = -6
10x - 14y = -24
tiene infinitas soluciones. Interpreta graficamente el resultado.

3.- Mezclamos cierta cantidad de café de Colombia, cuyo precio es de 7
euros el kg con café de Brasil cuyo precio es de 5 euros el kg. {Qué can-
tidad de cada uno debemos emplear para obtener 5 kg de mezcla con un
precio de 6.2 euros el kg?lY si quisiéramos obtener 5 kg de mezcla a un
precio de 4,8 euros el kg? {Cémo deberia ser el precio del kg de mezcla
para que el problema tenga solucion?

Solucién: En el primer caso 3.75 kg de café de Colombia y 1.25 kg de café de
Brasil. En el segundo caso evidentemente no existe solucién. El sistema plantea-
do nos conduciria a una de las cantidades negativa, lo que no tiene sentido. Para
que exista solucién el precio del kg de mezcla deberé estar comprendido entre 5
y 7 euros.

4.- Después de desarrollar y simplificar, resuelve las ecuaciones:
a) (x+1)%:(x-1)2=8 ; b)) (x+2)*>x*=24

5.- En un tridngulo rectangulo la hipotenusa mide 4 cm més que uno de
los catetos, y el otro cateto mide 12 cm. Hallar las longitudes de los lados
desconocidos y el perimetro del tridngulo.

6.- Idear un enunciado de un problema geométrico para cada una de las
ecuaciones:

a) 2x+2(x+3)=26
b) (x+6)*=x2+100

Solucién:

a) Hallar las dimensiones de un rectdngulo cuyo perimetro mide 26 cm sabiendo
que la base es 3 cm mayor que la altura.

b) Uno de los catetos de un tridngulo rectdngulo mide 10 cm. Hallar las longitudes
de los otros dos lados sabiendo que la hipotenusa es 6 cm mayor que el otro cateto.
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7.-Juan dice: “Cada cuaderno cuesta 1.5 euros, y cada boligrafo 0.25 euros.
Entre cuadernos y boligrafos he comprado 7 objetos en total y me ha
costado todo 4 euros”. ¢(Es cierto lo que dice Juan?.

Solucién: No, porque la solucién del sistema planteado es 1.8 cuadernos y 5.2
boligrafos, lo que no tiene sentido.

8.- Idear un enunciado de un problema de mezclas para el sistema:
x +y =30
1.6x + 24y = 30.1.4
A continuacién resolver el problema y criticar la solucién encontrada.

9.- De dos ciudades distantes 270 km parten a la vez dos coches, uno al
encuentro del otro. Uno de los coches circula a 75 km/h, y el otro a 60
km/h (Al cabo de cuénto tiempo se encontrardn? (A qué distancia estard
el punto de encuentro de cada una de las ciudades?

10.- Idear un enunciado de un problema de méviles para el siguiente
sistema. Una vez enunciado, resolver el problema.

x +y =60
x -2y =0

Solucién: De dos ciudades distantes 60 km parten a la vez dos coches, uno al
encuentro del otro. Uno de los coches circula a doble velocidad que el otro. (A
qué distancia estara el punto de encuentro de cada una de las ciudades?

11.- Idear un enunciado de un problema geométrico relacionado con un
tridngulo, que se resuelve con el sistema:

x + 2y =20
2x —y =0
Una vez escrito el enunciado resolver el problema.

Solucién: El perimetro de un tridngulo isésceles mide 20 cm y uno de los dos
lados iguales mide el doble que la base. Hallar sus longitudes.

12.- Nos dicen que en un tridngulo la longitud del lado menor es 6 cm
menor que la del lado mediano, el cual a su vez tiene una longitud 6 cm
menor que la del lado mas grande. También nos dicen que el perimetro
mide 30 cm. Calcula las longitudes de los tres lados y, con ayuda de un
compas, dibuja el tridngulo. ¢Es posible?
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Solucién: Los “lados” miden 4 cm, 10 cm, 16 cm, que no pueden serlo de un
tridngulo por ser uno de ellos mayor que la suma delos otros dos.

13.- a) En un rectangulo la base es 3 cm mayor que la altura y el perime-
tro coincide con la longitud de la circunferencia que tiene a su base como
diametro. Halla las dimensiones del rectangulo y las &reas de las dos
figuras.

b) Plantear y resolver, si es posible, el mismo problema en el caso de que
fuera la altura 3 cm mayor que la base.

Solucién: a) Base = 6.98 cm. Altura = 3.98 cm. Area rectangulo = 27.78 cm?. Area
circulo = 38.26 cm?. b) No tiene solucion.

14.- Alas 16 h dos méviles estan situados en los puntos A y B distantes 70
km. Las velocidades de Ay B son de 60 km/h y 70 km/h respectivamente,
y A corre detrds de B. Hallar a qué hora ambos méviles ocupan la misma
posicion.

Solucién: La solucién t = -7 significa que el encuentro se produjo 7 horas antes,
es decir, a las 9 h.

Actividades con ordenador:

1.- Estudiar gréficamente cada uno de los sistemas:
a) 2x + 2y = a
4x + ay =0
b) x-y=a
ax +y=20
segun los valores de a, utilizando el programa DERIVE for Windous.

2.- Analizar el problema de mezclas cuyo planteamiento es:

x+y=5

1.6x + 2y = 5a
segun los valores de a mediante el programa DERIVE for Windouws.
(Observar que sélo tienen solucién aquellos problemas en los que el punto
de corte esté situado en el primer cuadrante, y que esto ocurre cuando
1.6<a<2)

Termna: Sistemnas de ecuaciones lineales.

Materia: Maternadticas aplicadas a las ciencias sociales II, de segundo cur-
so de Bachillerato de Humanidades y Ciencias Sociales

Tiermpo: 2 semanas
Objetivos:

— Saber utilizar los simbolos y las herramientas del lenguaje algebraico
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para plantear y resolver ciertos problemas.

— Conocer la naturaleza de los problemas en relacién con el conjunto de
sus soluciones.

— Saber discutir y resolver sistemas de ecuaciones lineales utilizando el
método de Gauss.

— Saber distinguir las soluciones validas segtin el contexto de los proble-
mas.

— Interpretar geométricamente el conjunto de las soluciones de los sis-
temas lineales con dos y con tres incégnitas.

Conceptos:

— Sistemas de ecuaciones lineales.

— Soluciones de un sistema.

— Equivalencia de sistemas.

Compatibilidad e incompatibilidad. Sistemas compatibles determina-

dos e indeterminados.

— Ecuaciones de la recta y del plano en el espacio.

Metodologia:

Es conveniente insistir en la utilizacién del lenguaje algebraico para “tra-
ducir” los enunciados de los problemas. Asimismo saber mediante el
método de Gauss no sélo resolver sino también discutir cualquier siste-
ma de ecuaciones lineales (aunque normalmente no pasemos de tres
ecuaciones con tres incdgnitas). Y criticar ademas las soluciones a un
problema, viendo cuales de ellas se adaptan al contexto. :

También llevar al convencimiento a los alumnos (mediante ejemplos,
como planos coordenados, etc.) de que una ecuacién lineal con tres in-
cognitas representa a un plano en el espacio, y de acuerdo con ello inter-
pretar geométricamente el conjunto de las soluciones de los sistemas
con dos o tres ecuaciones y con tres incégnitas.

FEjercicios:

1.- Estudia e interpreta geométricamente el sistema en cada caso:
a) x+y-z=1

2-y-z=0
b) x+y+z=3
2Xx -y-z=20

X —y+ z=1

Solucién: a) Es un sistema compatible indeterminado que corresponde a dos pla-
nos secantes. b) Sistema compatible determinado. La solucién es x = LLy=1z=1,
que corresponde al tinico punto comun de los tres planos.
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2.- Estudia e interpreta geométricamente el sistema en cada caso:
a) 2x-y+z=1

x+y-z=20

2x + 2y — 2z = 1
b) 2x -y =3

x+y=20

x -y =1

Solucién: a) Es un sistema incompatible. Dos de los planos son paralelos y distin-
tos, y el tercero es secante con ambos. b) Sistema incompatible. Las tres rectas
se cortan dos a dos en puntos que forman los vértices de un tridngulo.

3.- Nuestro proveedor de pilas nos cobra por una pequena, dos medianas

y una grande 1.83 euros. En otra ocasién por dos pequenas, tres media-

nas y dos grandes, 3.24 euros.

a) (Cuéanto nos cuestan 5 pequenas, 9 medianas y 5 grandes?

b) (Cudl es el precio de una pila mediana?

¢) {Cuéanto vale una pequefa mas una grande?

d) {Podemos calcular el precio de una pila pequefia?

e) Si afnadimos la condicién de que una pila grande vale el doble que
una pequena, {cudl es el precio de cada tipo de pila?

4.- Discutir, utilizando el método de Gauss, el sistema segun los valores
del parametro a y resolverlo cuando a = -2:

x-y+z=1

X+y+az=2

X—-y-—az =2

Solucién: Si a = -1, sistema incompatible. En todos los demés casos, sistema
compatible determinado. Paraa = -2,esx =2,y =2,z = 1.

5.- Las edades de tres hermanos son tales que el quintuplo de la edad del
primero, mas el cuadruplo de la edad del segundo, més el triple de la
edad del tercero es igual a 60. El cuadruplo de la edad del primero, més
el triple de la edad del segundo, més el quintuplo de la del tercero es
igual a 50. Y el triple de la edad del primero, més el quintuplo de la del
segundo, mas el cuadruplo de la del tercero es igual a 46.

a) Plantear un sistema de ecuaciones que permita determinar las eda-
des de los tres hermanos.

b) Resolverlo.

Solucién: Las edades de los tres hermanos son 9 anos, 3 afos y 1 afo.
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Actividades con ordenador:

1.- Estudiar graficamente la posicién relativa de las tres rectas del plano:

r;ax — y = -1
r, X —ay = a
r, x+y=1

segun los valores de a, utilizando el programa DERIVE for Windows. Indi-
ca también para qué valores de a el sistema es compatible, y halla su
solucién.

Solucién: Para a = 0, las tres rectas son concurrentes en el punto (0,1). Paraa =1,
dos de las rectas son paralelas y distintas, y la tercera secante a ambas. Para
a = -1, dos de las rectas son coincidentes y la tercera paralela. Sélo es compati-
ble para a = 0 con soluciénx = 0,y = 1.

Termna: Sistemmas de ecuaciones lineales.

Materia: Matemadticas II, de segundo curso de Bachillerato de Ciencias de
la Naturaleza y de la Salud.

Tiempo: 3 semanas.
Objetivos:

— Transcribir situaciones reales como sistemas de ecuaciones lineales y

resolverlos cuando sea posible.

Aplicar el Teorema de Rouché - Frobenius al estudio de los sistemas de

ecuaciones lineales.

— Conocer y utilizar diversos métodos de resolucién de sistemas (Gauss,
Cramer, mediante la matriz inversa).

— Expresar con claridad y precisién conceptos y razonamientos.

— Estudiar y resolver sistemas que dependen de uno o mas parametros.

— Eliminar pardmetros cuando las incégnitas dependen linealmente de
ellos. \

— Saber distinguir las soluciones validas segiin el contexto de los proble-
mas.

Conceptos:

— Sistemas de ecuaciones lineales.

— Soluciones de un sistema.

— Equivalencia de sistemas.

— Clasificacion de los sistemas en cuanto al conjunto de sus soluciones.
— Matrices asociadas a un sistema.

— Sistemas homogéneos.

— Sistemas de Cramer

— Teorema de Rouché - Frobenius.
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Metodologia:

Después de haber puesto a prueba con éxito en numerosos ejercicios,
los procedimientos de este tema, seria conveniente proponer algunos
problemas de planteo. Convendria hacer ver en alguno de ellos, la nece-
sidad de complementar los métodos anteriores para tratar adecuadamen-
te ciertas cuestiones (los problemas que requieren soluciones enteras,
por ejemplo), procurando asi despertar la iniciativa de los alumnos en
algunos casos sencillos.

Se pedira un mayor grado de claridad, orden y precisién en la expresion
de los conceptos y de las propiedades.

Ademads de los tipicos ejercicios sistematicos, también seria conveniente
incluir cuestiones de tipo conceptual para clarificar ideas y para funda-
mentar conocimientos. También es interesante la realizacién de ejerci-
cios que muestren la relacion del tema con otras materias, o incluso con
otros temas ya dados, reforzando asi una visién de conjunto y dando nue-
vas perspectivas. La siguiente relacién de ejercicios trata sobre aspectos
complementarios, a tratar una vez conocidas las destrezas y los métodos
especificos del tema.

Ejercicios:

1.- Aplicar el método de eliminacién de pardmetros para obtener las
ecuaciones implicitas de un subespacio.

Ejemplo.- Sea V ¢ R® el subespacio generado por los vectores v,(2,-1,1),
v,(1,2,3). Si (x,y,2)e V, seré (x,y,z)= aU(2,-1,1)+ B(1,2,3). La eliminacién de
oayPnosllevaa x+y-z=0,queeslaecuaciéondeV.

2.- Reciprocamente, dadas las ecuaciones implicitas de un subespacio,
hallar un sistemna de generadores.

Ejemplo.- Sea V subespacio de R® de ecuaciones:
2x +y-z=0
X+y+z=20

Resolviendo el sistema se obtiene x = 2\ , y = -3\, z = A. Entonces
we V= w =2\ ,-3\, A), y el vector (2,-3,1) es un generador de V.

3.- Cdlculo de polinomios de interpolacion.

Ejemplo.- Hallar el polinomio de segundo grado cuya gréfica pasa por
los puntos A(2,1), B(3,9), C(4,21).

Solucién: y = 2x2-2x-3. Es interesante hacer ver que el sistema planteado es
siempre de Cramer, por ser un determinante especial el de la matriz de coefi-
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cientes, llamado de Vandermonde. Y, en consecuencia, siempre existe un tinico
polinomio interpolador de grado menor o igual que n, dados n + 1 puntos.

4.- Estudio de algunos aspectos de ciertas funciones.

El estudio de los sisternas de m ecuaciones lineales con n incégnitas, es
equivalente al estudio de las aplicaciones lineales f:R* — R™. A pesar de
que este dltimo qued¢ fuera del programa de segundo de Bachillerato,
(v ya antes del programa de COU), podemos tratar algunos aspectos, me-
diante los correspondientes sistemas, una vez que se ha visto el trata-
miento general de éstos.

Ejemplo 1.- Averiguar si la aplicacién f:R? — R3, definida por la igualdad:
f(x,y,2) = X-y-2,x+y-2,2x+2y-z),

es una biyeccion.

Dado (a,b,c) € R® arbitrario, se trata de ver que el sistema:

X -y—-2z=a
X+ y-z=D>b
2x + 2y -z =c¢

es de Cramer. |

Ejemplo 2.- Hallar los valores de a para los que la aplicacién f:R® — R3,
definida por la igualdad: f(X,y,z) = (oX+y+z, X+ oy+z, X+y+ oz )
es una biyeccién.

Como en el ejercicio anterior, se trata de ver, dado (a,b,c) € R®cualquie-
ra, para qué valores de a, el sistema:

ox+y+z=a
X+oy+z =D>b
X+y+ oz = ¢

es un sistema de Cramer.
5.- Resolucién de problemnas diofdnticos elernentales.

Ejemplo 1.- Los precios de las entradas de un teatro son: 18 euros las de
patio, 12 euros las de palco y 6 euros las de platea. Gastamos 102 euros
en comprar entradas de las tres clases, de modo que hemos comprado

-tantas butacas de platea como butacas de patio y de palco, y ademas, la
suma de las de palco y platea equivale al triple de las de patio. Estudiar la
naturaleza del problema.
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Solucién: Aunque el sistema es de Cramer, las soluciones son racionales no ente-
ras, y dadas las condiciones del enunciado no tienen sentido. Se trata de un pro-
blema imposible. '

Ejemplo 2.- Establece condiciones suficientes para que un sistema de
ecuaciones lineales diofanticas admita soluciones enteras.

Solucién: Ademés de la igualdad de los rangos, bastara anadir la condicién de que
la matriz de coeficientes tenga algtin menor principal igual a 1 6 a -1, dado que, al
aplicar las férmulas de Cramer, el denominador es el que puede dar lugar a que
s6lo hayan soluciones racionales no enteras.

Ejemplo 3.- Una empresa constructora hace viviendas de uno, dos y tres
dormitorios. {Cuantas de cada clase puede construir si en total hace seis
viviendas y once dormitorios?

Solucién: Supongamos hace x viviendas de un dormitorio, y. viviendas de dos
dormitorios, y z viviendas de tres. Entonces:

xX+y+z=6
X + 2y + 3z = 11

es un sistema indeterminado y con un menor principal igual a 1. Sus solu-
cionessonix =14+ A,y=5-2A,z=A.Comox,vV, ze N, debe ser
AeN1+A20,5-21L>0,esdecir0<A<2.

A=0=x=1y=52z=0
A=l=x=92 y=3, 2z=1
A=2=x=3,y=1,2=2

son las tres posibles soluciones.
6.- Ajuste de reacciones quimicas.

Ejemplo.- En el esquema 4cido + base = sal + agua, consideramos la
reaccion:

xCIH + y(HO)Na — zCINa + tH,0

Contando los distintos &tomos en los dos miembros de la reaccién ten-
dremos:

Clox=1z

Hox+y=2t

O-y=t

Na—->y=1z

sistema cuya solucién es de la forma: x =y =z =t =A.Paral =A:
CIH + (HO)Na — CINa + H,0
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7.- Aplicacién al estudio de circuitos eléctricos.

Ejemplo.- Utilizar la ley de Ohm y las leyes de Kirchoff para hallar las
intensidades de corriente i, en la linea AB, i, en BC, e i, en BE, en el
circuito: E

A : B
5 Chimios “
1 2 7
10y Chimios Chimios
F . : D

sabiendo que entre A y B hay una resistencia de 5 Q, entre B y E otra
resistencia de 2 Q, y que entre Cy D hay otra resistencia de 7 Q. Y que la
f.e.m. proporciona un potencial de 10 V.

Solucion: La primera ley de Kirchoff en el nudo B del circuito nos dice: i, = i, + i,
La segunda key de Kirchoff en el circuito ABEF, nos da: 10 = 5i, + 2i,

La segunda ley de Kirchoff en el circuito ACDF nos da: 10 = 5i, + 7i,
Resolviendo el sistema obtenemos: i, = 90/59 A; i, = 20/59 A; i, = 70/59 A;

Como comentario final, quisiera anadir que en grupos tan heterogéneos
como los de Bachillerato, y mas atin en los de ESO, en donde es frecuen-
te encontrar numerosos alumnos con escasos conocimientos y motiva-
ciones para el estudio en general, y en especial para las Matematicas,
puede que no sea adecuado proponer algunas de las actividades ante-
riores al conjunto de toda una clase. Mas procedente podria ser la utiliza-
cién de las clases de recuperacion, o parte de otras clases, para trabajar
los contenidos minimos con los alumnos que presentan deficiencias y, al
mismo tiempo, proponer a los demés alumnos este otro tipo de activida-
des que requieren algo mas de atencién y de interés.
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