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Resumen

En la investigacién que se describe en este articulo se analiza el tratamiento de la
demostracién matematica que dan los libros de texto de Mateméticas I, de pri-
mer curso de Bachillerato, en el tema de Trigonometria. Esta investigacién forma
parte de una mucho mds amplia que trata de describir los aspectos cognitivos del
aprendizaje de la demostracién matematica por alumnos de ese nivel educativo.
El anélisis se ha llevado a cabo en el marco teérico dado por de Villiers (1993),
Ibafies y Ortega (1997), y Harel & Sowder (1998), y en el mismo ha jugado un
papel fundamental el sistema de categorias de contenido matematico definido
en Ibanes (2001)!.

Abstract

In this study we analyze how Math I textbooks (for 16- or 17-year-old students)
deal with mathematical proofs in Trigonometry. Our paper is part of a much
larger project whose aim is to try to describe the cognitive aspects of learning
mathematical proofs at the age and level of education. The analysis has been
carried out in the theoretical framework proposed by de Villers (1993), Ibafies y
Ortega (1997) and Harel & Sowder (1998); the system of mathematical content
categories laid out by Ibafies (2001) is also a fundamental part of our study.

Introduccion

En el Gltimo cuarto de siglo la demostracién matematica ha sido objeto
de numerosas investigaciones desde el campo de la Did4ctica de la Ma-
tematica y se han producido numerosas publicaciones que, segtin el tema
tratado, se pueden agrupar en cuatro grandes bloques:

— Trabajos generales sobre el aprendizaje de la demostracién: Lakatos
(1978), Kitcher (1983), Arsac (1988), Alibert y Thomas (1991), ... De to-
dos estos autores destacamos a Hanna (1989a-b) que piensa que en la
aceptacion de un teorema juegan un papel mas importante que la exis-
tencia de una demostracion rigurosa, su significado global, la com-
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prension del resultado y los conceptos subyacentes; y, en consecuen-
cia, enuncia una serie de factores para la aceptacién de un nuevo
teorema: comprension, relevancia, compatibilidad, reputacion, y exis-
tencia de un argumento convincente. La misma autora, Hanna (1990),
mantiene que el propio papel que juega la demostracién en matema-
ticas conduce a la conclusién de que la demostracién debe formar
parte de cualquier curriculum.

— Trabajos sobre las funciones de la demostracién: Bell (1976), Hersh
(1993), Reid (1996), ... De estos autores destaca de Villiers (1993) quien,
desarrollando las ideas de Bell, presenta un modelo en el que a las
demostraciones las asigna cinco funciones. Estas se hacen explicitas
mas adelante.

— Trabajos sobre niveles de demostracién: Bell (1979), Van Dormolen
(1977), Usiskin (1986), Balacheff (1987), Van Asch (1993), Ibafies y Or-
tega (1997 a-b), Miyazaki (2000), ... De todas las investigaciones lleva-
das a cabo en este campo, la que mas ha influido en nuestro trabajo
ha sido la desarrollada por Harel y Sowder (1998), de la que se incluye
una breve resefa después.

— Trabajos sobre la demostracion en el aula: Bell (1976), Galbraith (1981)
Fischbein (1982), Martin y Harel (1989), Hanna (1990), Bero (1994), ...
Martin y Harel (1989) describen una experiencia con estudiantes de
magisterio de la Universidad de Illinois (USA) en la que se les solicité
decidir sobre la correccion de verificaciones inductivas y deductivas
de determinadas proposiciones. Estos autores descubrieron importan-
tes deficiencias de los alumnos sobre reconocimiento, distinciéon, ve-
racidad y falsedad de los “esquemas de prueba”.

En la investigacién desarrollada en la Universidad de Valladolid se ha ana-
lizado la evolucién de los esquemas de prueba de los alumnos de primer
curso de bachillerato (Ibafies y Ortega, 2001), las dificultades que tienen
esos alumnos en la identificacién y reconocimiento de los procesos ma-
tematicos (Ibafes y Ortega, 2002-a), y la influencia de las expresiones
matematicas (Ibanes y Ortega, 2002-b) en los esquemas de prueba de
los alumnos. Asimismo, es evidente que los libros de texto influyen de
forma decisiva en los procesos educativos y, por esta razén, se ha revisa-
do buena parte de los manuales de Matematicas I de primer curso de
Bachillerato publicados en castellano, concretamente se han analizado
los de once editoriales, y éstos han sido elegidos por ser los mas conoci-
dos y de mayor difusién —segun las librerias especializadas-.

En este trabajo se describe un andlisis especifico sobre contenidos de
Trigonometria y para ello se han tenido en cuenta algunas de las catego-
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rias de contenido matematico definidas para ese fin en Ibafes (2001). En
concreto se han analizado los siguientes aspectos:

— En cuanto al esquerna de prueba, se observa la clase de justificacién
utilizada, y se sigue la clasificacién de Harel y Sowder (1998), que se
hace mas explicita después.

— Si se trata de una demostracion, se analizan las técnicas empleadas -
método, estilo y modo-. En esta cuestion se sigue la clasificaciéon de
Ibafies y Ortega (1997). Para que no sea repetitivo se describen des-
pués.

— Por lo que se refiere a las funciones de la demostracién (de Villiers,
1993) se observa si los textos valoran, o no, las que posee la prueba
objeto de atencién. Se enuncian un poco mas tarde.

— En cuanto al reconocimiento de procesos, nos fijamos si hace alguna
reflexién sobre ello, o sobre sus consecuencias.

— También se estudian las expresiones que utiliza. En particular, si habla
de hipdtesis y tesis o conclusion, si emplea las expresiones si..., en-
tonces, una condicién necesaria, etcétera, y si explica o no la termino-
logia empleada.

— Finalmente, se tiene en cuenta si hace alguna consideracién global
del proceso seguido, si explica su significado, si distingue claramente
entre el enunciado y la justificacién, si sefiala otras posibles vias de
actuacion, etcétera.

Como ya se ha indicado, el marco teérico que se ha considerado para el
andlisis esta basado en los trabajos de de Villiers (1993), de Ibaries y Orte-
ga (1997a-b), y de Harel & Sowder (1998), y se complementa con las
aportaciones realizadas por Ibaries y Ortega (2001 y 2002a-b). De Villiers
asigna cinco funciones a la demostracién matemaética: Verificacién, con-
cerniente a la verdad de una afirmacién; Explicacién, profundizando en
por qué es verdad; Sistematizacion, la organizacién de varios resultados
dentro de un sistema de axiomas, conceptos fundamentales y teoremas;
Descubrimiento, es decir, el descubrimiento o invencién de nuevos re-
sultados; Cormnunicacion, la transmisién del conocimiento matematico.

Por su parte, Ibafies y Ortega (1997a-b) consideran otros criterios mas
ligados a la resolucién de problemas, y distinguen tipos —atendiendo a la
estructura légica del enunciado-, métodos —atendiendo a los procedimien-
tos légicos que se utilizan en la demostracién-, estilos —atendiendo a los
procedimientos matematicos-, y modos —atendiendo a la forma de expo-
sicién-. En cuanto al tipo, se distinguen los de condicién necesaria o sufi-
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ciente, y el de condicién necesaria y suficiente; si, ademas, se refieren a la
existencia de algun objeto matemético, pueden ser de existencia simple,
de existencia y unicidad, o de imposibilidad. Por lo que se refiere a los
métodos, se consideran los siguientes: silogismo, dermostracion por ca-
sos, reduccién al absurdo, induccién completa, método constructivo, y
demostraciones por analogia y dualidad. Entre los estilos, se citan el
geomnétrico, el algebraico, el de coordenadas, el del andlisis materndtico.
Por tltimo, se consideran dos modos de exposicion: el sintético o directo
y el analitico o indirecto.

Harel & Sowder (1998) tienen en cuenta la etapa cognitiva en el desarro-
llo matematico de los alumnos, consideran que “Esquema de Prueba de
una persona consiste en lo que constituye descubrimiento y persuasion
para esa persona” y el trabajo con alumnos les lleva a distinguir tres gran-
des categorias de esquemas de Esquemas de Prueba: De conviccion ex-
terna (Rituales, Autoritarios, Simbélicos), Empiricos (Inductivos,
Perceptuales), Analiticos (Transformacionales y axiomaticos). Para estos
autores, cada una de las categorias de esta clasificacion representa una
etapa cognitiva en el desarrollo matemaético de los alumnos y que los
esquemas axiomaticos son, epistemolégicamente, una extension de los
transformacionales, de manera que estos Gltimos constituyen una etapa
inevitable para alcanzar los primeros.

Ibaries (2001) e Ibaries y Ortega (2001) analizan los esquemas que tienen
los alumnos y, entre otras cosas, completan la clasificacion de los esque-
mas empiricos y transformacionales de Harel y Sowder segin la tabla
adjunta. En esta clasificacion sélo se ha considerado una evolucion hasta
los esquemas intuitivo-axiomaticos, que estan caracterizados porque los
axiomas que utilizan los alumnos responden Gnicamente a su propia in-
tuicién (que es lo que ocurre en este nivel educativo). Conscientes de la
dificultad de esta empresa tratan de indagar la relacién que existe entre
las creencias de los alumnos y la realidad, qué esquemas creen que uti-
lizan y cudles estan usando, y cudl es la evolucién de los mismos en los
alumnos. Para hacer estas indagaciones se considera la siguiente tipologia:

Esquema declarado. Esquema de prueba que un alumno declara que
ha utilizado.

Esquema utilizado. Esquema de prueba que un alumno ha utilizado.

Esquema aceptado. Esquema de prueba que acepta un alumno en el
transcurso de una secuencia didactica.

Esquerna adherido. Esquema de prueba que acepta un alumno, con re-
chazo de los anteriores, en el transcurso de una secuencia didactica.
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Esquema inicial. Esquema de prueba que se estima posee un alumno
al iniciar una secuencia didactica.

Esquema final. Esquema de prueba que posee un alumno al finalizar
una secuencia didactica.

Experimentales Transformacionales
Estdticos Dindmicos Estdticos | Dindmicos
De Inductivos Particulares| Generales
conwiccion P
externa Falsos Auténticos Incompletos| Completos
De un caso | De varios casos
No Sistemdticos| Sistemdticos Intuitivo-Axiomndticos

La investigacién desarrollada, ademds, pone de manifiesto que los alum-
nos de este nivel se encuentran en un estado de transicion bajo la in-
fluencia de distintos esquemas, no siendo plenamente conscientes ni de
sus diferencias ni de sus limitaciones; y, por consiguiente, utilizan uno u
otro segin las peculiaridades de lo que se les propone, o, incluso, em-
plean varios al mismo tiempo. Asimismo, los alumnos pueden evolucio-
nar hacia los intuitivo-axiomaéticos con una instruccién adecuada.

El reconocimiento de procesos y las expresiones que utilizan los alum-
nos son aspectos a tener en cuenta, y también han sido objeto de inves-
tigacién de Ibanies y Ortega (2002a-b), y tienen su importancia en el ana-
lisis que nos ocupa, ya que, por una parte, los alumnos tienen que reco-
nocer lo que constituye demostracién frente a aquello que no lo esy, por
otra, deben saber interpretar el lenguaje propio de los procesos de de-
mostracién, formalismos que, en general, no se interpretan adecuada-
mente. Nuestra tesis es que los libros de texto, como manuales que son
para el uso del alumno, debieran contemplar los aspectos estudiados
por los autores anteriores, que son los que conforman el marco teérico
en el que debe ser analizada la demostracién en matemaéticas. Por tanto,
no hay duda de que, hablando en términos comparativos, un texto hace
un tratamiento de la demostracién mejor que otro si incorpora todos es-
tos aspectos.

Analisis realizado

En particular, se han estudiado las justificaciones que dan los textos para
los siguientes resultados de Trigonometria: relaciones fundamentales entre
las razones trigonométricas; razones trigonométricas de angulos nota-
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bles; férmulas trigonométricas para la suma y diferencia de dngulos, el
angulo doble y el &ngulo mitad; el teorema de los senos; y, el teorema del
coseno. No obstante, por razones de espacio, aqui s6lo presentaremos lo
que concierne al “teorema del coseno”. Ademas, para facilitar la com-
prension de cémo se ha realizado este andlisis, a continuacién se rese-
fan las distintas categorias antes citadas, acompanadas de unas tablas
en las que se muestran las justificaciones que presentan las once edito-
riales consideradas (Anaya, Brurio, ECIR, Edebé, Edelvives, Epigono,
Everest, Hespérides, McGraw-Hill, Santillana, S.M.),. Sin embargo, las re-
flexiones y consideraciones son globales y hacen referencia al andlisis
completo de las once editoriales y de todos los tépicos analizados.

Clase de justificacion utilizada y técnicas empleadas.
Estos aspectos se reflejan en la tabla 1.

Editorial Clase de Técnica empleada
Justificacion Método Estilo Modo

Anaya Demostracién | Casos/Silogismo | Geométrico/Algebraico |  Analitico
Brufio Demostracion | Casos/Silogismo | Geométrico/Algebraico |  Analitico
ECIR Demostracion | Casos/Silogismo | Geométrico/Algebraico |  Analitico
Edebé Demostracion | Casos/Silogismo | Geométrico/Algebraico |  Analitico
Edelvives Demostracién | Casos/Silogismo | Geométrico/Algebraico |  Analitico
Epigono Demostracion Silogismo Geométrico/Algebraico |  Analitico
Everest Demostracion Silogismo Geométrico/Algebraico |  Analitico
Hespérides Demostracion | Casos/Silogismo | Geométrico/Algebraico |  Analitico
McGraw-Hill | Demostracién | Casos/Silogismo | Geométrico/Algebraico |  Analitico
Santillana Demostracién | Casos/Silogismo | Geométrico/Algebraico |  Analitico
SM. Demostracién | Casos/Silogismo | Geométrico/Algebraico |  Sintético

Tabla a 1. Clase de justificacién utilizada y técnicas empleadas en el teo-
rema del coseno.
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Funciones de la demostracion. Ninguno de los libros de texto consultados
incluye comentarios acerca de las funciones que cumplen las demostra-
ciones expuestas.

Reconocirniento de procesos. El tratamiento que dan estos textos a este
aspecto se resume en la tabla 2.

Editorial Reflexiona sobre el ¢Se refiere a sus consecuencias?
procedimiento?
Anaya Lo titula “demostracion” Si, a la resolucion de tridngulos.
Ademis, da un ejemplo

Brufio No 81, a la resolucion de tridngulos.
Ademds, da ejemplos y propone ejercicios

ECIR Lo titula “demostracion” Si, a la resolucion de tridngulos.

Ademds, da un ejemplo y propone ejercicios
Edebé Lo califica de “demostracién” 81, a la resolucion de tridngulos.
Ademds, da un ejemplo y propone ejercicios
Edelvives | Lo califica de “demostracion” Si, a la resolucion de triangulos.
Ademds, propone ejercicios
Epigono | Lo califica de “demostracion” Si, a la resolucion de tridngulos.
Ademds, da un ejemplo
Everest Lo titula “demostracion” St, a la resolucién de tridngulos.
Ademds, da un ejemplo y propone un ejercicio

Hespérides |Lo titula y se refiere al proceso Si, a la resolucion de tridngulos.
como una “demostracion” | Ademds, da ejemplos y propone ejercicios

\McGraw-Hill | Lo titula “demostracion” Si, a la resolucién de tridngulos.
Ademds, da ejemplos y propone ejercicios
Santillana | Lo califica de “demostracién” | No, aunque da un ejemplo de resolucién

de tridngulos y propone ejercicios

SM. No No, aunque propone ejercicios

de resolucion de tridngulos

Tabla 2. Reconocimiento de procesos en el teorema del coseno.
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Expresiones que utiliza. Las expresiones propias del lenguaje matemati-
co que los textos examinados utilizan en la demostracion de este teore-
ma se especifican en la tabla 3.

Editorial Expresiones ¢Explica su significado?
Anaya “en un tridngulo cualquiera” No
Brufio El enunciado incluye sélo la férmula -

= No
ECIR “en todo tridngulo” -

= No
Edebé “en un tridngulo” No

Edelvives “en un tridngulo” No

= No

Epigono “en un triangulo” No
Everest “en un triangulo” No

= No

Hespérides “en un triangulo” No

= No
McGraw-Hill |  El enunciado incluye solo la formula -
Santillana “en todo tridngulo” -
SM. “en todo tridngulo” -

Tabla 3. Expresiones del lenguaje matemético utilizadas en el teorema
del coseno.
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Consideraciones globales: La vision global del proceso se recoge en la
siguiente tabla 4.

Editorial | (Explica YComenta su| <Distingue ¢Seriala otras vias posibles
\globalmente|significado?|  entre el de justificacion?
el proceso? enunciado y la
Justificacion?
Anaya No St St Sugiere distintas relaciones
entre 4? y & +¢ para
distintas clases de tridngulos
Brufio No No No. Ademas
el enunciado
es incompleto No
ECIR No S Si No
Edebé No St St No
Edelvives No St Si No
Epigono No No St No
Everest No St S No
Hespérides No St St Sugiere distintas relaciones
entre 4’ y b°+c? para distintas
clases de tridngulos
McGraw-Hill  No St Si, pero el No
enunciado es
incompleto
Santillana No No St No
SM. No Si No No

Tabla 4. Consideraciones globales en el teorema del coseno.

Para completar el andlisis, interesa sefialar que ninguno de los once li-
bros de texto consultados dedica un tema especifico para iniciar a los
alumnos en la demostracién matemaética. Solamente tres editoriales in-
cluyen un breve comentario referido a las demostraciones dentro de un
capitulo que destinan a la resolucién de problemas.

Reflexiones generales

A continuacién se hace una referencia de las reflexiones que son conse-
cuencia del andlisis completo que se ha llevado a cabo (relaciones fun-

Marcelino J. Ibaiies y Tomas Ortega 27



damentales entre las razones trigonométricas; razones trigonométricas
de angulos notables; férmulas trigonométricas para la suma y diferencia
de angulos, el 4ngulo doble y el &ngulo mitad; el teorema de los senos; y,
el teorema del coseno). Son estas:

1. Clase de justificacién utilizadas y técnicas ernpleadas.

Casi siempre se trata de demostraciones més o menos completas y
rigurosas. S6lo en alguna ocasién no se justifica un resultado. Parece
que seria conveniente proponer también, con todas las garantias, otras
justificaciones alternativas para que los alumnos apreciaran las ca-
racteristicas de los distintos procesos.

No se emplea otro método que el de silogismo (aunque, a veces, se
consideran casos). Esto parece razonable, dado que los alumnos es-
tan iniciAndose en las demostraciones.

Los estilos son uniformes en cada teorema, lo que es consecuencia
de las limitaciones propias del nivel de ensefianza con que tienen que
trabajar los autores.

Donde hay més variedad es en el modo de exposicién, puesto que se
han encontrado tanto el sintético como el analitico. Entendemos que
el predominio del modo analitico constituye un acierto de los autores,
puesto que este modo de exposicién estd més proximo de las claves
del descubrimiento del resultado que el sintético.

2. Funciones de la demostracion. Los libros de texto consultados no ha-
cen ningdn comentario sobre este aspecto.

3. Reconocimiento de procesos.

No hay comentarios explicitos con el fin de llamar la atencién sobre
la clase de razonamiento que se hace, sus caracteristicas, y sus efec-
tos, o para distinguirlo de otras posibles justificaciones.

La muestra mas clara, en este sentido, que se encuentra en los textos,
es la referencia al proceso, o su titulacién, como una “demostracién”.

En muchos casos ni siquiera se califica el procedimiento empleado.

4. Expresiones que utilizan.

28

En los enunciados de los teoremas considerados que se refieren a
férmulas —los tres primeros-, evidentemente no incluyen las expresio-
nes especificas del lenguaje matematico que se estudian en este tra-
bajo. Pero, conviene destacar que algunos textos incluyen el simbolo
=, v, al leerlo, habr4 que utilizar alguna de esas expresiones; por lo
tanto, en estos casos lo que sefalamos es la ausencia de una expre-
sién adecuada.

Un andlisis del tratamiento de la demostracion
matematica en los libros de texto de Bachillerato




— Enlos teoremas de los senos y del coseno, aparecen las expresiones

“en un tridngulo”, “en un tridngulo cualquiera”, “en todo tridngulo”,
cuya incidencia se estudia en el capitulo II de Ibafies (2001).

—. En otros teoremas, sobre todo los referidos a funciones, los textos exa-
minados contienen algunas de las expresiones que se estudian en el
capitulo IV de Ibanes (2001): “condicién necesaria”, “condicién sufi-
ciente”, “si, y sOlo si”, etcétera. La utilizacién de estas expresiones se

hace general en los libros de texto de 2° de Bachillerato.
5. Consideraciones globales.

— En ningiin caso se ha encontrado una explicacién global del proceso,
es decir, ninguna explicacién de las lineas generales que se han se-
guido, lo que resulta fundamental para su comprension.

— Enmuchos casos también falta un comentario acerca de lo que signi-
fica el teorema, de las relaciones que establece, y de su utilidad.

— También se ha podido observar que, muy frecuentemente, no se se-
para con claridad el enunciado del teorema de su demostracion, lo
que puede dificultar la distincién del papel que juega cada uno de
ellos. -

— Los autores se limitan a dar una demostracién para cada teorema
estudiado. Podria ser interesante presentar también otro tipo de justi-
ficaciones y alguna demostracién mas.

— Otra clase de justificaciones, como comprobaciones o explicaciones,
pueden ayudar a preparar el terreno, por ejemplo, contribuyendo al
convencimiento de que la proposicion es cierta.

— Ademads, presentar dos o mas demostraciones con distintos estilos,
resulta muy ilustrativo. Por ejemplo, el teorema del coseno puede de-
mostrarse de muchas maneras —algunas estan recogidas en Esteban,
Ibaries y Ortega (1998), paginas 192 a 195-. La del estilo vectorial es
muy adecuada para que fuera expuesta, o propuesta, en el capitulo
de vectores; sin ernbargo, ninguno de los libros consultados lo hace.

6. De los anteriores puntos se deduce que los autores de los textos se
preocupan de demostrar los teoremas que enuncian para cumplir con
un tramite obligado y no ser acusados de falta de rigor (paradoja de in-
adaptacién a la exactitud, Brousseau 1998, pagina 74), pero emplean po-

cos recursos en hacer comprensibles esas demostraciones, en resaltar

sus caracteristicas, en detenerse en sus razonamientos, en reconocer sus
técnicas, en destacar sus funciones, y en potenciar su utilizacién.

7. Esta ausencia de intencién didactica que se observa en el tratamiento
que dan los libros de texto a la demostracién, que se concreta en la uni-
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formidad de métodos y estilos, en el silencio sobre sus funciones, en las
casi inexistentes reflexiones sobre la naturaleza del procedimiento, en la
ausencia de explicaciones sobre las expresiones que se utilizan, en la
uné&nime carencia de explicaciones sobre el sentido global del procesoy
de sus lineas maestras, y en el nulo interés por indicar otras vias de jus-
tificacién para establecer afinidades y contrastes, deberia ser tenido en
cuenta para remediarla en lo posible.
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