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Resumen

Este estudio tiene como objetivo validar un instrumento construido para evaluar el
desarrollo de la comprensién de la divisibilidad en N desde la perspectiva de la
teoria APOS. Se ha realizado un andlisis de las actividades y problemas que presen-
tan los diversos libros de texto y una revisién de las investigaciones previas sobre la
comprensién de la divisibilidad con el objetivo de elaborar un cuestionario que
recoge el desarrollo curricular que se realiza en la ensefianza media. Posteriormen-
te, se ha efectuado un analisis psicométrico del indice de dificultad del cuestionario
y se ha validado a través de la realizacién de entrevistas clinicas basadas en tareas.
Este andlisis ha permitido determinar la validez de los ftems para discriminar las
diferentes formas de comprender las nociones de divisibilidad de los estudiantes
de ensefianza media.
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Abstract.

The aim of this study is to validate an instrument built to evaluate the development
of the comprehension of the divisibility in N from the APOS theory perspective. An
analysis of the activities and the problems that different text books present has been
made and also a revision of the previous research on the comprehension of the
divisibility in order to prepare a questionnaire which includes the mathematical
content of the secondary school curriculum. A subsequent psychometric analysis
has followed about the index of difficulty of the questionnaire and it has been
validated by clinic interviews. This analysis has allowed us to determine the item
validity to discriminate the different ways students of secondary school understand
the notions of divisibility.

1. Introduccion

Los cambios que afectan a la enserianza de las mateméticas escolares obli-
ga a formular propuestas y desarrollar investigaciones que proporcionen
una mayor comprension del aprendizaje de las nociones matematicas. Este
trabajo se sittia en el campo de Pensamiento Numéricoy tiene como obje-
tivo analizar la comprension de la divisibilidad en el conjunto de los nime-
ros naturales, en estudiantes de primer curso de Educacién Secundaria Obli-
gatoria (alumnos de 12 afos). La informacién obtenida puede ayudar ala
planificacién y desarrollo de la ensefianza de este contenido matematico.
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En los curriculos de ESO, la divisibilidad aparece explicitamente en el pri-
mer ciclo de la etapa, dentro del bloque de Aritmética yAlgebra, en el punto
«Divisibilidad», y en segundo curso, en el punto: «Relacién de divisibilidad.
Mcdximo comiin divisor y minirmo corniin muiltiplo de dos niimeros naturales».

Como una primera aproximacion al tema se describié el desarrollo de los
contenidos de divisibilidad en distintas editoriales. Se examinaron diez li-
bros de texto, elegidos entre editoriales de gran difusion y otras de menor
difusién. Los libros de texto consultados pertenecian al nuevo curriculo de
Primer Curso de Educacién Secundaria Obligatoria. En el estudio se encon-
tr6 un elevado nivel de coincidencia tanto en los contenidos de divisibilidad
como en el desarrollo de los mismos y que esqueméaticamente se concreta
en los siguientes contenidos: miltiplos de un niimero natural, divisores de
un nimero natural, propiedades de los mdltiplos y divisores, criterios de
divisibilidad (por 2, por 3, por 4, por 5, por 6, por 7, por 8, por 9, por 10, por 11,
por 25, por 100 y/o 1000, etc.), niimeros primos y compuestos, construc-
cién de tabla de nimeros primos, factorizacién de un ndmero, célculo de
todos los divisores de un nimero, maximo comun divisor y minimo comin
muiltiplo. En los textos se trata la divisibilidad en el conjunto de los niimeros
naturales, consolidando y ampliando los diversos conceptos que el alumno
ha trabajado en la educacién primaria y.tratahdo otros conceptos como los
de minimo comun muiltiplo y maximo comun divisor, y los algoritmos co-
rrespondientes para su obtencion, asi como la aplicacién de los conceptos
y algoritmos en la resolucién de problemas de caracter practico, real y proxi-
mo, que no suponen la continua aplicacién mecénica y algoritmica de los
~ contenidos estudiados. Fl estudio de los contenidos que presentan, el de-
sarrollo curricular que realizan y las actividades planteadas nos ha permiti-
do realizar un cuestionario sobre el tema de la divisibilidad, basado funda-
mentalmente en las propuestas de actividades y problemas que presentan
los diversos libros y su ampliacién, y comparacion, con estudios como los
de Zazkis y Campbell (1996), y Brown, Thomas y Tolias (2002).

2. Modelo de comprension APOS y divisibilidad
2.1. Teoria APOS so:bre la comprension

El estudio que presentamos se ha realizado desde el punto de vista del
marco teérico de APOS (Accién, Proceso, Objeto, Esquema). Para Dubinsky

(1991, 2000) y Zazkis y Campbell (1996) las construcciones mentales de los
individuos involucradas para obtener significados de los problemas y situa-
ciones maternaticas se denominan acciones, procesos, objetos y esque-
mas. Los mecanismos para realizar dichas construcciones son:
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interiorizacion, coordinacién, inversién, encapsulacion, desencapsulacién
y tematizacion, entre otros. Una accién es cualquier manipulacion fisica o
mental que transforma los objetos de alguna manera. La accién se interioriza
en un proceso, por ejemplo, cuando en la actividad de dividir la accién es
pensada pero no realizada. Nuevos procesos pueden ser construidos invir-
tiendo o coordinando los procesos existentes. Cuando el proceso se ha trans-
formado por alguna accién, decimos que se ha encapsulado en un objeto.
Cuando lareflexion sobre la comprensién de un esquema hace que éste se
observe como «un todo» se dice que ha sido ternatizado en un objeto. Un
esquerna es una coleccion de acciones, procesos, objetos y otros esque-
mas que estan relacionados, consciente o inconscientemente, en una es-
tructura coherente en la mente del individuo, que puede ser evocada para
tratar una situacion problemaética de esa &rea de la matematica (DeVries,
2001).

En este modelo de comprension, una descomposicién genética de un con-
cepto es una detallada descripcion, realizada por el investigador, de las cons-
trucciones mentales que un individuo puede realizar para comprender un
concepto matematico concreto. Sirve como una posible guia del camino
que puede recorrer un aprendiz para aprender un determinado concepto
(esta descomposicién no tiene porque ser tnica). Desde esta perspectiva
tedrica, el andlisis de los datos de una investigacién pueden ratificar una
primera descomposicién genética de un concepto, o bien conllevar la rea-
lizacion de revisiones y cambios (Clark y otros, 1997). De Vries indica que la
descomposicién genética es el primer paso del andlisis teérico de un con-
cepto matematico en términos de las construcciones mentales que un apren-
diz puede hacer en orden a desarrollar la comprensién del concepto.

2.2. La divisibilidad desde el marco tedrico APOS.

El marco tedrico APOS ha sido usado en estudios sobre la comprension de
la divisibilidad. Por ejemplo, Zazkis y Campbell (1996) basaron su trabajo en
entrevistas clinicas a 21 estudiantes para profesores de primaria sobre los
conocimientos de divisibilidad en el conjunto de los nimeros naturales,
tales como la factorizacién, descomposicién en factores primos, el Teore-
ma Fundamental de la Aritmética o las reglas de divisibilidad por 2, 3, 5 y 9.
Zazkis y Campbell (1996, p.562) concluyen que «existen fuertes evidencias
de que los estudiantes para profesor concebian la divisibilidad en términos
de multiplicacion y divisioén. Es decir, por lo que se refiere a la divisién, a|b
(a divide b) si, y solo si, b: a = d, dénde d es un niimero natural; y por lo
que se refiere a la multiplicacion, a|b si, y sélo si, existe un niimero natural
d tal que a X d = b. Parece que conexiones insuficientes entre estas dos
definiciones son una fuente de discordia cognoscitiva para muchos de los
participantes en este estudio. Un acercamiento pedagégico progresivo con
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respecto a esta relacion inversa pareceria ser muy viable, resaltaria la equi-
valencia de factores y divisores, y corno consecuencia su descormposicion
en factores primos». Este resultado indica que la apropiada encapsulacion
de la «divisibilidad por n», donde n es un nimero natural, necesita de un
conocimiento profundo de la relacién inversa entre las operaciones de
multiplicacién y division. Por otra parte, estos autores sefialan que la cons-
truccién de la conexién entre la divisibilidad y la descomposicién en facto-
res primos parece contribuir enormemente a la comprensién de la
divisibilidad como un esquema. Los autores emplazan a una ensefianza
que favorezca la comprension conceptual de la aritmética y la teoria ele-
mental de niimeros, para que el desarrollo del conocimiento conceptual
en algebra tenga éxito.

Por otra parte, Brown, Thomas y Tolias, G. (2002) analizan como estudian-
tes para profesor resuelven problemas sobre la divisibilidad. Este estudio
combina la teoria APOS con el <modelo de fases» adaptado de Piaget (1978)
(citados en Brown, Thomas y Tolias, G. (2002) ). En opini6n de los autores,
y siguiendo el estudio de Zazkis y Campbell (1996), la comprensioén de los
conceptos de la estructura multiplicativa requiere la comprension de lades-
composicién tnica de los nimeros naturales como producto de factores
primos, y asf poder justificar las relaciones de divisibilidad. Se destaca la
relacion inversa existente entre las operaciones de dividir y multiplicar, su-
brayando su importancia en la construccién del esquema de la estructura
multiplicativa que tienen los estudiantes universitarios. Las conclusiones
del estudio de Brown, Thomas y Tolias sugieren el papel fundamental que
juega la relacion inversa entre la multiplicacién y la division en la compren-
sion de la divisibilidad como proceso. La coordinacién de las relaciones: «a
es divisible por b»; «a es un multiplo de b» ; «b es un factor de a»,y «b esun
divisor de a» (p.78), viéndolas como equivalentes, forman parte de la con-
cepcién de la idea de divisibilidad como un proceso. La segunda idea que
se destaca es la importancia de la descomposicién en factores primos de
los niimeros naturales.

Para obtener informacion sobre el papel desempefado por la comprension
de la descomposicion en factores de los nimeros naturales en la compren-
sion de la divisibilidad, Zazkis y Campbell (1996) presentaban divisores que
fueran factores primos y también compuestos. Por su parte Brown, Thomas
y Tolias (2002) también utilizaron en su investigacién preguntas similares o
idénticas, tomadas del estudio de Zazkis y Campbell (1996).

2.3. Una descormnposicién genética de la divisibilidad en N

Zazkis y Campbell (1996) proponen la siguiente descomposicién genética
de la divisibilidad.
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a.

La construccién de la divisibilidad como un objeto comienza con ejem-
plos especificos de divisores. Los primeros ejemplos de divisores son
numeros pequenos tales como 2, 3,4y 5.

. b.1. Inicialmente, por ejemplo, la divisibilidad por 3 es una accién. Un

alumno tiene que realizar la divisién y obtener el cociente (sin resto)
para concluir a posteriori que el nimero es divisible por 3.

b.2. La accién de dividir puede ser interiorizada como un proceso, en
que la accién se piensa pero realmente no se realiza. El estudiante ha
comprendido la idea de que el propio procedimiento de la divisién es el
que determina si un namero entero satisface o no el criterio de
divisibilidad.

. Pueden coordinarse o invertirse procesos de divisibilidad de ntimeros

particulares para crear nuevos procesos de divisibilidad. Asi,

() cuando la divisibilidad por 2 y 3 se usa para inferir la divisibilidad por
6, se coordinan dos procesos, y

(i) sabiendo que la suma de los digitos de un ntimero entero es divisible
por 3 implica que el propio nimero también es divisible por 3 puede
invertirse y construir nimeros divisibles por 3.

d. La encapsulacién de la divisibilidad como un objeto podria llevar a en-

3.

tender el concepto de divisibilidad como una propiedad esencial de los
nameros enteros, independiente de los procedimientos de la divisién. El
concepto de divisibilidad es visto como propiedad de los niimeros ente-
ros, en términos de dicotomnia, «si 0 no».

. Cuando la divisibilidad se relaciona con otras estructuras cognoscitivas

tales como la factorizacién y la descomposicién en factores primos, di-
riamos que la divisibilidad ha sido tematizada para formar un esquema.

Cuestiones de investigacion

El objetivo de nuestra investigacion es validar un instrumento construido
para evaluar el desarrollo de la comprension de la divisibilidad en N desde
la perspectiva de la teoria APOS. Para ello, nos planteamos las siguientes
preguntas de investigaciéon:

{Cuadles son los niveles de dificultad que presentan los items que confor-
man el instrumento? A

¢En qué medida las caracteristicas de los iterns ayudan a discriminar las
formas de conocer de los alumnos los elementos matematicos de la
divisibilidad?
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4. Método
4.]. Poblacion

32 alumnos de 1° de ESO de un instituto publico participaron en este estu-
dio. Los alumnos habian estudiado el tema de divisibilidad en el conjunto
de los nimeros naturales antes de participar en la investigacion. Se trata de
alumnos que tienen 12 afos o acaban de cumplir los 13. La prueba se rea-
liz6 en el horario habitual de los estudiantes, en una clase de 55 minutos. Se
habl6 previamente con los profesores implicados, acordando la hora'y el
procedimiento de aplicacién. Los alumnos no sabian que se les iba a pre-
guntar sobre divisibilidad. A cada estudiante le fue otorgado un cédigo alea-
torio de identificacién para el tratamiento posterior de los datos, asi como
para la eleccion de los estudiantes que serian entrevistados.

4.2. Instrumentos

Se disefi6 un cuestionario y un guién de entrevistas. Una vez analizados las
respuestas alos cuestionarios, se realizaron 6 entrevistas clinicas, seleccio-
nando alumnos en los diversos cuartiles de respuestas correctas, y conside-
rando las posibilidades de hacer emerger conocimientos que permanecie-
ran ocultos en las respuestas dadas a los cuestionarios y determinar la po-
tencialidad de los diferentes ftems para permitirnos describir diferentes ma-
neras de conocer los conceptos de divisibilidad.

4.2.1. El Cuestionario
Para el disefio del cuestionario se consultaron:
e libros de texto,

e problemas olimpicos de la Sociedad Matematica de la Comunidad Va-
lenciana,

e materiales curriculares sobre nuimeros y divisibilidad en la ensehanza
secundaria de la Conselleria de Cultura i Educacié de la Comunidad Va-
lenciana, y

e cuestiones usadas en la investigacién de Zazkis y Campbell (1996), y de
Brown, Thomas y Tolias (2002),

lo que permiti6 realizar una seleccién, aproximadamente 100 ejercicios.
Desde esta coleccion se seleccionaron los problemas que iban a constituir
el cuestionario de manera que pudiera ser contestado en el transcurso de
una de las clases habituales de un instituto. Se debati6 el nimero y las ca-
racteristicas de las cuestiones de modo que el cuestionario proporcionara
informacién sobre la compresion de los alumnos de los elementos mate-
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maticos de las nociones de divisibilidad identificados en la descomposicién
genética inicial y considerando los resultados de las investigaciones (Zazkis y
Campbell (1996); Brown, Thomas y Tolias (2002)). Como resultado de este ana-
lisis previo se elabor6 una prueba de 46 items, distribuidos en 10 preguntas. Se
propusieron 4 problemas de reserva, distribuidos en dos bloques, para que
aquellos alumnos que finalizaran los 10 primeros con suficiente tiempo respon-
dierany eligieran dos de ellos de uno de los bloques.

El cuestionario se centraba en las ideas de muiltiplo y divisor, en las relacio-
nes entre las operaciones de multiplicacion y divisién, en la expresién de
nimeros naturales en factores primos y relaciones de divisibilidad, en la
aplicacién de los criterios de divisibilidad de 2 y 3, y la coordinacién de
estos, relaciones entre «a es divisible por b»; «a es un miltiplo de b» ; «b es
un factor de a» , y «<b es un divisor de a» , en la descomposicién factorial, y
en los conceptos y aplicacién de minimo comtn multiplo y maximo comutn
divisor. Se permiti6 a los alumnos el uso de calculadora cientifica, puesto
que concebiamos que podia facilitar sus respuestas, evitando tediosos cal-
culos, reforzando su confianza en la solucién, ademas de permitirnos ob-
servar la necesidad del célculo o la habilidad de la discusién y propuesta en
las diferentes cuestiones.

4.2.2. Las entrevistas

Las entrevistas clinicas son un elemento necesario para obtener informa-
ci6én detallada (Goldin, 2000; Clement, 2000). La realizacion de las entrevis-
tas pretende obtener mayor informacién sobre las respuestas que ofrecen
los estudiantes. El guién de la entrevista siguié las cuestiones del cuestiona-
rio y tuvo como objetivo obtener aclaraciones y justificaciones de las res-
puestas dadas en el cuestionario. Las preguntas de la entrevista versaron
sobre los aspectos de contenido que no habian quedado claros y preten-
dian descubrir detalles ocultos sobre la comprensién de los estudiantes
que no se habian mostrado en los cuestionarios. Se realizaron un total de
seis entrevistas clinicas. Se llevarori a cabo después de ser analizados los
cuestionarios. Las entrevistas duraron cuarenta minutos y se realizaron
aproximadamente seis semanas después de la realizacién del cuestiona-
rio.

4.3. Andlisis realizado

Se utiliz6 una metodologia cualitativa y cuantitativa a fin de poder realizar
un estudio de las cualidades psicométricas del cuestionario. Para el estudio
cuantitativo se ha utilizado el paquete estadistico del programa SPSS (ver-
sién 11.5) Las respuestas se codificaron 0 6 1, siendo el rango de puntua-
cién de cada cuestionario entre 0y 46:
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a) Valoracién 0: La respuesta es incorrecta. Se ha dado un resultado inco-
rrecto o no se ha contestado.

b) Valoracién 1: La respuesta es correcta. Se ha utilizado el procedimiento
adecuado, u otro procedimiento no totalmente adecuado pero que pro-
duce una respuesta correcta; se ha operado y alcanzado la respuesta
correcta; realiza una justificacién correcta con resultado correcto; da el
resultado correcto sin justificar; el procedimiento, justificacién o respuesta
son totalmente correctas en funcién de lo que «esperamos» como pro-
fesores.

Por otra parte, las entrevistas fueron transcritas y se aplicé un andlisis de
contenido intentando identificar evidencias de las construcciones de los
estudiantes utilizando para ello las caracterizaciones de la descomposicion
genética considerada inicialmente. El andlisis de las entrevistas se bas6 en
la identificacién de caracteristicas de la comprensién de los diversos as-
pectos de divisibilidad que desarrollaron los estudiantes, siendo interpreta-
dos desde la teoria APOS. Este andlisis permitié determinar la validez de los
diferentes items para discriminar las diferentes formas de comprender las
nociones de divisibilidad de los estudiantes.

Resultados

La tabla 1 muestra las medias clasificadas distribuidas en cuatro intervalos.
Se observa que tnicamente el 22% de los alumnos estudiados obtiene un
resultado que se encuentra a partir del tercer cuartil. La media global del
cuestionario fue de 0,3533. :

Intervalo [0, 0°25] [0°25, 0’50] [0°’50, 0’75] [075, 1]
N° Alumnos 10 15 6 1
% 313 46’9 18’8 31

Tabla 1. Cuartiles

Fl coeficiente de consistencia interna o de Cronbach, que indica la fiabili-
dad del cuestionario, es 0,8762, lo que indica que la fiabilidad del cuestio-
nario es buena, es decir, que el grado o precisién con que el cuestionario
mide la competencia del alumno en divisibilidad es alto.

La tabla 2 muestra los estadisticos descriptivos para cada item: media, des-
viacién tipica y el nimero de alumnos que han respondido al iftem. Las
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medias estdn comprendidas entre 0,6563 del item 1a3 ({Es 21 muiltiplo o
divisor de 7?) y0,0313 de los iterns 4d (¢Es 3%x5°x7°x13'¢ muiltiplo de 3°x5°x7?)
y 8b2 (Tenemos tres cuerdas que miden 1980 crn, 990 crm'y 756 cm, y quere-
mos cortarlas en trozos de igual longitud.{Cudntos trozos se han consegui-
do?). La mayor desviacion tipica, 0,5080, corresponde a los items 1a4 (¢Es
25 muiltiplo o divisor de 625?) y 4b5 (¢ Es 3°x5°x7 divisible por 2? ).

Aplicamos el célculo del Indice de Dificultad definido por Garcia y Pérez
(1989) como «el nimero de respuestas correctas del item dividido por el
namero de sujetos que han intervenido, LD = A/n, (donde A es el nimero
de respuestas correctas, y n el nimero de sujetos que la hanrealizado)». La
tabla 3 aporta la informacién sobre el indice de dificultad de los items.

En primer lugar, observamos en la tabla 3 que ninguno de los 46 items
puede ser considerado como «Muy fdcil». Los items que han resultado
«Fdciles» se pueden agrupar en dos grupos.

e En el primer grupo se incluyen los items que discriminan las relaciones
«a es divisor de b» o «b es miiltiplo de a», cuando se aplican a nimeros
pequerios (items: 1al, 1a2, 1a3, 1bl,.1b2, 1cl).

Del anélisis de las respuestas cabe inferir que estos items solo exigen a los
alumnos conocer estas relaciones como procesos [segun la descomposi-
cién genética planteada]. Se pone de manifiesto que los estudiantes aso-
cian divisor con la operacién de dividir, miltiplo con la operacién de multi-
plicar pero sélo piensan en el procedimiento. En el siguiente protocolo des-
de las entrevistas, podemos observar esta asociacion:

Pedro: Muiltiplo de un ntirero es ofro niimero que se obtiene rultipli-
cdndolo por otro. Por ejemplo 8 es miltiplo de 2.

Patricia: El numero 21 es rmuiltiplo de 3, puesto que 3 x 7 es 21. Y de
divisor, mm. (piensa), 25 es,..., 25 es divisor de 5 puesto que da
exacta la division.

E: (Puedes indicar qué es un divisor de un niimero?

Victoria: ~ Es un numero que al dividir a ofro da un resultado exacto.

e Un segundo grupo de items psicometricamente «fdciles» incluye items
que hacen referencia a «la relacion entre los divisores de un numero
natural y la descomposicién factorial de dicho nirmero, expresados me-
diante factores sencillos y exponentes pequerios»(4a, 4b1, 4b2, 4b3, 4b4).
El tamano de los exponentes de la descomposicién factorial simple ha
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permitido, en una gran parte de los casos, la operatividad con la calcula-
dora y discernir la divisibilidad mediante la obtencién del nimero y su
"divisién por el posible divisor, mostrando, en este caso, una concepcion
accién de la idea de divisor al tener que realizar la operacion de dividir.
Evidencias al respecto las encontramos en las entrevistas realizadas.

E: Indicas que el niimero M =3*x5°x 7 es divisible por 7, y lo has
hecho operando [multiplicando los factores de M] y dividiendo.
(Podrias hacerlo de otra forma?

Pedro: No, no se me ocurre ninguna, sélo operar.

Estos items permiten identificar, por lo menos, aquellos procedimientos de
resolucién que se apoyan en una comprensién de los elementos matema-
ticos «divisor» o «muiltiplo» como procesos y «descormnposicion factorial»
como accion.

Los ftems considerados de «Dificultad media» hacen referencia a «la dis-
criminacién entre divisor y mdltiplo y la relacién que existe entre estos
términos»(1a4) y ala «relacion entre los divisores de un nirnero natural y la
descormposicién factorial de dicho niimero» (4b5), que estan directarnente
relacionados con los items del apartado anterior pero aqui los niimeros son
mayores. Creemos que el mayor grado de dificultad viene motivado por

(i) el tamano de los nimeros implicados, lo que dificulta el calculo. Por
ejemplo, en el item 1a4 (¢25 es muiltiplo o divisor de 6257) y

(i) por tratarse de un nimero compuesto como es 15 y un nimero des-
compuesto en factores primos, 4b5 (¢33 x5?x 7 es divisible por 157?).
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RELIABILITY ANALYSIS - SCALE (ALPHA)

Samuel David Bodi Pascual, Julia Valls y Salvador Llinares

Mean StdDev Cases Mean StdDev Cases

1. lal ,5625 ,5040 32,0 | 24. 4d ,0313 ,1768 32,0
2. la2 5938 ,4990 32,0 | 25. b5a L1875 ,3966 32,0
3. la3 6563 ,4826 32,0 | 26. 5b ,1250 ,3360 32,0
4. lad ,5000 ,5080 32,0 | 27. 5c ,1250 ,3360 32,0
5. 1bl  ,5938 ,4990 32,0 | 28. 5d ,1563 ,3689 32,0
6. 1b2 ,6250 ,4919 320 | 29. 6 ,2500 ,4399 32,0
7. lel 5938 ,4990 32,0 | 30. 7a ,0038 ,2961 32,0
8. 1c2  ,4063 ,4990 320 | 31. 7b ,2500 ,4399 32,0
9. 1c3 3125 ,4709 32,0 | 32. T7c ,3125 ,4709 32,0
10. 1c4 3750 ,4919 32,0 | 33. 7d ,3750 ,4919 32,0
11. 2 ,0625 ;2459 32,0 | 34. T7e ,3125 ,4709 32,0
12. 3al ,1563 ,3689 32,0 | 35 7f 2813 4568 32,0
13. 3a2 3125 ,4709 32,0 | 36. 8&a 2813 ,4568 32,0
14. 3a3 ,2813 ,4568 32,0 | 37. 8bl ,0625 ,2459 32,0
15. 3a4 ,1563 ,3689 32,0 | 38. 8b2 ,0313 ,1768 32,0
16. 3b , 3125 ,4709 32,0 | 39. 9a ,3750  ,4919 32,0
17.  4a ,6250 4919 32,0 | 40. 9b ,4063  ,4990 32,0
18. 4bl 5938 ,4990 32,0 | 41. O9c 3125 ,4709 32,0
19. 4b2 5625 ,5040 32,0 | 42. 10a ,4063 ,4990 32,0
20. 4b3 5625 ,5040 32,0 | 43. 10b  ,4063 ,4990 32,0
21. 4b4 5938 ,4990 32,0 | 44. 10c ,3750 ,4919 32,0
22. 4b5 ,5000 ,5080 32,0 | 45. 10d ,3750 ,4919 32,0
23. 4c 4063 ,4990 32,0 | 46. 10e ,3750 ,4919 32,0

Tabla 2. Estadisticos descriptivos univariados



Nimero de

Tipo | Valores| Ne (.. ¢ (oo Flementos matematicos
,de quelos| de | ionde y relaciones
item limitan items dificultad)
e Inversién de la nocién de multiplo.
e Relacién entre la nocién de
Muy 4d, 8b2, multiplo y la descomposicién
difici- | <025 | 11 2, 8bl, 7a, factorie}l» y o
les 5b, 5c, Coordinacion de criterios de
3al. 3a4 divisibilidad (6)»
’ : «Diferentes descomposiciones de
5d,5a un ndmero natural y la nocién de
divisor y multiplo»
«IM.C.IML»
Las relaciones entre «ser multiplo
6, 7b, 3a3, de», «ser divisible por» y «ser divi-
7f, 8a, sores de» de un determinado nu-
mero»
1c8, 302, Criterios de divisibilidad por 3 y por
3b, 7c, 5 aplicados a nimeros en los que
Difici- | 0.25a 7e, 9c, algtin digito era una letra.
les 0.44 22 1c4, 7d, Relacién nocién de muiltiplo y di-
9a, 10c, visor de un nimero y la descom-
10d. 10 posicién factorial de dicho niime-
! ! ro, y su representaciéon como
lc2, 4c, suma de un producto de factores
9b, 10a, primos y un niimero natural»
10b, «m.c.d. ym.c.m.»
«La discriminacién entre divisor y
. muiltiplo y la relacién que existe en-
Difi- | Odsa | . p 1a4, 4b5 tre estos términos»
culta.d 0.54 «Relacion entre los divisores de un
media nimero natural y la descomposi-
cién factorial de dicho nimero»
lal, 4b2, «aes divisor de b» 0 «b es multiplo
4b3, 1a2, de a»
Féci- 055 a 1bl, 1cl, «Larelacion entre los divisores de
les 0.74 11 4b1. 4b4 un ndmero natural y la descom-
’ 1b2’ 4 ’ posicién factorial de dicho nime-
1% ro, expresados mediante factores
la3 sencillos y exponentes pequenos»
Muy 1 Soza| o
faciles

14

Tabla 3. Categorias de dificultad de los items
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Los items clasificados como «Dificiles» hacen referencia a cuatro grupos
de elementos y relaciones matematicas. En el primer grupo se incluyen las
relaciones entre «ser multiplo de», «ser divisible por» y «ser divisores de» de
un determinado ntmero (items: 1¢2, 1c3 y 1c4). Este resultado induce a
pensar en cierta confusion de los términos respecto a su significado. Los
estudiantes justifican sus respuestas (acertadas o no) mediante las opera-
ciones de dividir o multiplicar, lo que indica que los estudiantes estaban
mostrando una comprensiéon como accién de estas relaciones. Observe-
mos las siguientes respuestas:

E.

(Podrias indicarrme un niimero que fuera divisible por 24?

Rebeca:  Por ejemplo, enire 2.

E: Es decir, 2 es divisible por 24.
Rebeca:  Si.
E: Indica ahora un niimero por el que 24 es divisible.

Rebeca: Mmm, (prueba con la calculadora) entre 6.

E.

En el segundo grupo de items considerados cormo dificiles se incluyen
«Criterios de divisibilidad por 3 y por 5» aplicados a niimeros en los que
algun digito era una letra. Asi, por ejemplo, en los items 3a2, «Indica un
valor de b para que 2b45 sea divisible por 3», 3b, «Indica unvalor de ay b
para que el nirmero 19a9b sea divisible por 3», y 3a3, «Indica un valor de
b para que 2b45 sea divisible por 5», los estudiantes utilizan el ensayo y
bisqueda de un nimero que cumpla las condiciones dividiendo, o apli-
cando criterios de divisibilidad. Se puede decir entonces que este grupo
de items permite discriminar entre conocer como acciony conocer como
procesos la idea «ser divisible por» aplicado al caso 3 y 5. Los alumnos
en ocasiones aplican el criterio de divisibilidad (proceso), pero en otras
lo desconocen y dividen (acci6n) por lo que el hecho de que haya digitos
en forma de letras dificulta su resolucién al exigir una comprensién de la
idea de «divisibilidad por ...» mayor que simplemente una accion. Vea-
mos algunos extractos de entrevistas que muestran este hecho.

Has dado el 2445.

Rebeca:  Si, es un numero divisible por 3, por 5, por 6 y por 2.

E.

({Cémo sabes que es divisible entre 2?

Rebeca:  Porque lo comprobé.

)% (Y para que 2b45 sea divisible por 3?

Luis: Unl

E: (Unicamente?

Luis: No, varios niimeros (suma las cifras y piensa)
E: {Qué estas buscando?
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Luis: Un nimero para que al sumarlos todos de un ntimero divisible por 3
E: ¢Y para qué sea divisible por 5?
Luis: Cualquier niimero, {no?, acaba en 5.

e Otro grupo de items considerados como dificiles hacen referencia a la
«Relacion entre las nociones de miuiltiplo y divisor (ser divisible) de un
niimero y la descomposicién factorial de dicho numero». En el item
4c ((3*x 5 x 7P es un miiltiplo de 3° x 5% x 77), procedente de la investigacion
de Brown et al (2002), las respuestas producidas ponen de manifiesto la
comprension de la relacién anterior como una accién. Los alumnos,
usando la calculadora, obtienen los nimeros representados en el siste-
ma decimal y, a continuacién, dividen, para comprobar si la divisién ge-
nera un namero entero. Las entrevistas aportan informacién sobre la
necesidad de los alumnos de convertir el niimero 3*x 5 x 72y el niimero 3°
x5?x 7 en su representacion decimal candnica.

E: En el tercer apartado, te preguntaba si el niimero dado [3*5x7°]
es muiltiplo de M [3°x5°x7]. Has contestado que no.

Alejandro: No sé si es muiltiplo si no lo compruebo. Tengo que realizar la
multiplicacion.

El siguiente protocolo muestra la posible influencia de los exponentes en
los factores de la descomposicion del niimero en la forma de conocer la
nocién de multiplo.

E: En el apartado c, ¢el niimero es muiltiplo del inicial?
Luis: Si, porque tiene los mismo niimeros.

E: Si, pero {los exponentes no tienen ninguna influencia?
Luis: Si, ..., no sé. Tendria que calcularlo.

La respuesta de Luis muestra la «inestabilidad» con la que en estos mo-
mentos comprenden larelacién entre la idea de multiplo y la descomposi-
cién factorial del nimero y la idoneidad del formato del item para mostrar
las caracteristicas de la comprension de la relacién entre la nocién de
muiltiplo y la descomposicién en factores del niimero.

Por otra parte, la relacién entre la idea de «ser divisible y la descomposicién
en factores primos se muestra en el siguiente protocolo procedente del
item 9a, «(1001 = 7x11x13 es divisible por 77?», y 9b, «(91 no es divisor de
1001 ?». La dificultad puesta de manifiesto por estos items puede ser debida
a la expresioén de los nimeros, lo que incide en el papel que desempena la
representacion del niimero en la comprensién de las relaciones entre los
elementos matematicos del esquema de divisibilidad. En este sentido, los
items que inciden sobre la comprension de la relacién entre «ser divisible
por», «ser multiplo de» y «la descomposicién en factores» y que varien la
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representacién de los nimeros permiten discriminar diferentes formas en
las que los estudiantes comprenden estas relaciones. En los siguientes ejem-
plos mostramos algunas evidencias que apoyan esta interpretacion:

E: (Podrias decirme si 77 es divisor de 10017
Luis: Mmm, 77, 1001, ..., tendria que operar.

L (Y sin operaciones?

Luis: Sin operar, puede ser (risas), ....., no lo sé.

La necesidad de una comprension de las relaciones anteriores como obje-
to se pone de manifiesto en la resolucién del item «2002 no es miltiplo de
13 7 cuando se dispone de 1001 expresado mediante su descomposicion
factorial, mostrando el 13 como uno de sus factores. Asi, tenemos:

E: (2002 es muiltiplo de 13? Dime si la descomposicion factorial de
arriba sirve para algo.

Victoria:  Para algo servird, sino no tiene sentido que lo digan. Ahhh, cla-
ro, lo que queda es lo que nos da en el resultado de la divisién.
Elll el l3.

E: Volvamos a la pregunta, (2002 es muiltiplo de 13?.Vedrnoslo por
partes, (2002 estd relacionado con 1001?

Victoria: ~ No.

E: Indica si 2002 es multiplo de 13.

Pedro: Tengo que operar.

La idea de «ser divisible» utilizada para coordinar varios procesos se pone
de manifiesto en los items en los que se proporcionan los nimeros ana-
diendo una suma (por ejemplo, K = 22x 3 x 5 x 11 + 3). El uso de esta
representacion del nimero en los items permite identificar la coordinacién
de las relaciones «divide a» para tomar decisiones. En este sentido, el uso
de esta forma de representar el nimero permite identificar como los estu-
diantes pueden crear nuevos procesos a partir de la coordinacion de proce-
sos previos. En este caso, como ocurre con los items 10a, 10b, 10c, 10d y 10e,
«Es 2x3x5x 11 + 3divisible por 5, 2, 4, 3 0 6», permite ver como los estudian-
tes manejan la coordinacién entre «si p divide a q y p divide a k, entonces p
divide a g+k». Las respuestas obtenidas en estos ftems mostraban una com-
prensién accion de la idea de divisor (p divide a q) ya que los estudiantes
multiplicaban y dividian, y una comprensién proceso cuando multiplica-
bany aplicaban los criterios de divisibilidad. Los protocolos siguientes mues-
tran este hecho.

E: Has tenido que obtener elvalorde K = 22x3x5x11 + 3
Rebeca:  Si, he realizado las operaciones, he dividido y he contestado.
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E: Has utilizado la calculadora. (Podrias indicarme alguna otra
forma de responder a la pregunta sin necesidad de operar?
Rebeca: No, no sabria ninguna otra.

En otro caso, la respuesta de Alejandro indica como realiza la coordinacién
de estos procesos.

E: Por tanto si le sumamos 3 tendremos K. (K serd par?

Alejandro: No, porque entonces serd impar. No serd divisible por 2.

E: &Y serd divisible por 4?

Alejandro: No. Pero yo lo que hice fue obtener el niimero K.

E: (K es divisible por 3?

Alejandro:  Si, porque la suma de sus cifras es muiltiplo de 3.

E: ¢Y de otramanera sabrias decirlo? Observando los dos surnan-
do deK.

Alejandro: Mmm, la primera parte si tiene un tres, por tanto serd miuiltiplo
de 3, y la segunda le sumarnos 3, pues si serd muiltiplo de 3.

E: ¢Y por 6 serd divisible?
Alejandro: Creo que no, porque si es de 6 serd de 2 yde2no lo es.
E: ¢Y divisible por 15?

Alejandro: Lo he operado y el resultado no es exacto, por tanto no.

Finalmente, otro grupo de ftems que aparece en el nivel de «dificiles» es-
tan centrados en la Relacion entre el concepto y procedimientos de obten-
cién del mdximo cornun divisor y minimo comiin muiltiplo de dos ntirneros.
(items: 7b, 7c, 7d, 7e y 7f).

E: ¢Qué es el minimo cormun miiltiplo? (Y el mdximo comuin divi-
sor? '

Victoria:  Realizas la descomposicién factorial y tomas el mds pequerio.
Para el mdximo comun divisor tomas el mds grande..

E: En las contestaciones de los dos dltirmos apartados contestas el
m.c.d cormo 30 x 50, y el otro no lo has contestado. (No recuer-
das hacer el minimo?

Victoria:  Si, si, haces la descomposicién y tornas el corntin.

La aparicién en este grupo de la Aplicacién a problernas concretos en situa-
ciones reales (iterns. 6 y 8a) puede tener otra interpretacién vinculada a la
capacidad de modelizar situaciones reales por parte de los estudiantes a
través de la idea de maximo comiin divisor. Esta situacién volvera a repetir-
se en los items clasificados como «Muy dificiles» desde una perspectiva
psicométrica Por ejemplo:

E: Tu dices que se encontrardn de nuevo después de tres sema-
nas.

El andlisis del desarrollo del esquema de divisibilidad en N.
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e e e

Victoria: ~ He hecho la descomposicion factorial y el niimero corniin que
aparecia en los dos lo he dado.

E: Has dado bien el resultado, pero pones que es el m.c.m. En el
gjercicio 8 tienes que dividir las cuerdas.
Luis: No lo sé, es que lo confundo, pero lo he hecho dividiendo.

Por ltimo, los ftems clasificados como «Muy dificiles» hacen referencia a
«la inversién de la nocién de miuiltiplo» (es decir, dados los multiplos encon-
trar el nimero), «la coordinacién de criterios de divisibilidad» y «la relacién
entre la descomposicién factorial». Por ejemplo, el item 2»hallar un nime-
ro del cudl se conocen 4 de sus miiltiplos consecutivos (464, 493, 522y 551)»,
exigia que los alumnos establecieran la relacion «Si a es muiltiplo de b, en-
tonces b es divisor de a» conociéndola como objeto y desencapsulandola
para hacerla efectiva. Para desencapsular este proceso el estudiante debe-
ria tener en cuenta que podia obtener un divisor comun mediante la des-
composicién factorial, observar la diferencia entre términos sucesivos y/o
realizar la divisién para comprobar que la diferencia obtenida es un divisor.
La necesidad de desencapsular la idea de multiplo (conocida como obje-
to) para usarla como proceso en la resolucién de este item implica el nivel
de dificultad observado. La entrevista confirma esta dificultad:

E: Has dado como respuesta que no existe dicho nimnero, {podias
indicarme por qué?

Pedro: No sabria decir, es un problema dificil.

E: Se solicita el niimero que sea divisor de una serie dada, {por qué
has indicado que la respuesta es 29?

Luis: Por que si restas da 29, pero ahora no me acuerdo muy bien ....

E: Pero {puedes afirmar que los niimeros de la serie son multiplos
de 29?

Luis: No sé, bueno al multiplicar o dividir por 29 da exacto, pero...

E: Das como respuesta el valor de 1, puesto que no lo encuentras
probando.

Alejandro: No encontraba otro, pues al dividirlos, no encontraba ninguno
que estuviera en todos.

E: Es decir, estds buscando un divisor. Pero, {puedes obtenerlo?

Alejandro: Realizaré divisiones con la calculadora.

e Otros items pertenecientes a este nivel de dificultad son los que se cen-
tran en la «Relacién entre los divisores de un niimero natural y la des-
composicién factorial de dicho niimero» En el item 4d, «(3x 5° x 7 x 13'8
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es un muiltiplo de 3°x 5?x7 ?», el tipo de nimero utilizado (exponente 18)
hacia dificil la operatividad de la calculadora, de ahi que se necesitase
maés que una comprension acciéon de la idea de divisor. De los estudian-
tes que contestaron a esta cuestion, la mayoria recurrieron a la opera-
cién en la calculadora y Ginicamente 2 dieron la respuesta correcta. Por
ejemplo:

E: _ (Asi con todos? (Y para los dos tiltimos?

Pedro: Si, con todos. Pero el tiltimo no cabe en la calculadora. No, no
Sé.

E: Y 3*x 5% x 7° x 13'8 es un maliiplo de 33 x 52x7?

Alejandro: Podria ser, tendria que operar y probarlo.

» Finalmente, la coordinacién de los criterios de divisibilidad para obtener
otro criterio es el origen de la dificultad de algunos items. Por ejemplo,
«Criterios de divisibilidad por 2 y coordinacién del criterio de divisibilidad
por 6». Enlos items 3al y 3a4 se pide hallar una de las cifras desconoci-
das del namero 2b45, para que este nimero sea divisible por 2 o por 6,
respectivamente. La dificultad del ftem 3al (divisibilidad por 2) radica
en que el nimero propuesto acaba en 5 y no conocen el criterio de
divisibilidad por 2. Los 11 alumnos que contestan el item 3a4 determi-
nan que el nimero propuesto no es divisible por 6 mediante la divisién,
no utilizan la coordinacion para pasar de la accién al proceso. Veamos
algin de ejemplo:

E: ¢Significard algo que 6 sea miiltiplo de 2 y de 3?

Alejandro:  Pues.., creo que no. A ver, el niimero 6 es muiltiplo de 3 y de 2.
De 3 si tenemos, pero de 2.... No , no lo sé.

E: ¢Y para que 2b45 sea divisible por 6?

Luis: Mmm, tendria que utilizar la calculadora.

e Las diferentes descomposiciones de un niimero natural como las utiliza-
das enlos items 5a, 5b, 5¢cy 5d, tratan la descomposicién del nimero 100
en dos, tres, maximo nimero de factores o factores primos, inciden otra
vez en la influencia de la representacion del niimero en la determina-
cién de la comprensién por parte de los estudiantes de los diferentes
elementos y relaciones matemaéticas del esquema de divisibilidad. Los
protocolos desde las entrevistas muestran como influye las diferentes
representaciones de los niimeros en la comprensién de las relaciones
anteriores.

E: Asi por ejerniplo, en tu respuesta, {podrias indicar los factores
de 100 para descomponerlo en dos factores?
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Pedro: Si, en el primer caso 2y 2.

E: Has contestado que puedes descornponer 100 en dos factores
en la forma 5(°. Pero ¢(al operar da 100?
Luis: Si, pero, no, no da, tendria que ser 50+50.

Por dltimo, cabe resefiar que en el trabajo de Brown, Thomas y Tolias
(2002) se pregunta explicitamente por los conceptos de muiltiplo y divi-
sor con el objetivo de poder observar la concordancia entre los concep-
tos y las respuestas dadas por los alumnos. Con similar objetivo, se plan-
tearon los items de nuestra investigacién para los conceptos de minimo
comun multiplo y méximo comtin divisor. En el item 7a se pregunta por
el concepto de minimo comun multiplo. De las respuestas obtenidas, se
desprende, por una parte, desconocimiento del concepto y, por otra,
confusién del concepto con el procedimiento.

E: Has obtenido el m.c.m., {por qué?
Pedro: Porque es una forma de hacerlo.
E: (Estds seguro de que el valor 60 obtenido es el correcto? ({Por
qué no puede ser por ejemplo 30?.
Pedro: Si estoy seguro. Porque, ......, si porque con sucesivos 12 no se
‘ puede formar 30. El 12 no es divisor de 30.

E: Indica qué es el minimo comun miiltiplo de dos niimeros.
Pedro: El minimo comun miiltiplo es cuando dos niimeros multiplica-
dos por un mismo niimero dan do el mismo valor.

E: Pero cuando te indican la notacién m.c.m. lo respondes correc-
tamente, realizando la descomposicion factorial.
Pedro: Si, pero.... es por que se hace asi, no?

Finalmente, entre los items muy dificiles aparecen también los centra-
dos enla aplicacién del mdximo comiin divisor de tres niimeros natura-
les en situaciones reales». (ltems 8bl y 8b). Ambos items tratan sobre la
particion de tres cuerdas, en trozos de igual longitud, lo mayor posible y
de cuéntos trozos se pueden conseguir, respectivamente. La dificultad
de éstos radica en que, al tratarse de tres longitudes 1980, 990 y 756 cm,
realizar cdlculos sencillos de ensayo y error, dividir o efectuar célculos
mentales supone mayor complejidad.

En tu contestacion indicas que es 6, porque es el mdxirno co-
miin divisor. Y en el segundo has realizado la descomposicién
factorial, pero en el primero no.
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Alejandro: En el primero lo hice mentalmente, porque los niimeros son
muds fdciles, pero en ambos es el mdximo corniin divisor.

Discusion
Los resultados de este estudio indican que el cuestionario construido nos
ha permitido discriminar diferentes formas de comprensién de los elemen-

tos matemnaticosy sus relaciones que constituyen el esquema de divisibilidad
en N desde la perspectiva APOS. De los resultados obtenidos, destacamos:

1. Los items del cuestionario permiten discriminar

(i) diferentes formas de conocer los conceptos de divisibilidad. Asi, los
fterns muestran como los estudiantes para tomar decisiones recu-
rren al uso de la division o multiplicacién; sienten necesidad de ope-
rar para obtener la representacién en el sistema de numeracion deci-
mal de los nimeros descompuestos en factores primos. Los alum-
nos entrevistados muestran como principal forma de conocer la ac-
cioén, realizando en la mayor parte de ocasiones la multiplicaciény la
divisién para justificar sus respuestas.

(i) a los alumnos con distinta comprension, al no poder resolver aque-
llos items que exigen una comprension objeto del elemento mate-
matico al que hacen referencia y la desencapsulacién de éste para
poder usarlo como proceso en la resolucién de estos items.

Estas dos caracteristicas se han manifestado a través de la formas en las
que los estudiantes usaban las diferentes maneras en las que se les repre-
sentaban los niimeros para manejar los elementos matemaéticos y sus rela-
ciones en el esquema de la divisibilidad.

2. Las caracteristicas de algunos items permiten identificar cuando los es-
tudiantes coordinan procesos para generar nuevos procesos. La dificul-
tad de la coordinacién de procesos y la relacién con las caracteristicas
de los items utilizados se ponia de relieve cuando los estudiantes, atin
teniendo resultados previos que les podian permitir realizar esta coordi-
nacion, realizaban acciones para fundamentar su respuesta.

3. El cuestionario permite identificar el papel que desempefia la compren-.
sién de la descomposicién factorial de un niimero natural como produc-
to de factores primos, las caracteristicas de la estructura multiplicativa y
el Teorema Fundamental de la Aritmética en la encapsulacién de la
divisibilidad como un objeto. Zazkis y Campbell (1996), sefialan la impor-
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tancia de la descomposicién en factores primos de un niimero para la
tematizacién de la divisibilidad en un esquema.

4. Los items en los que hay que utilizar los conceptos de divisor o multiplo
resultan «faciles» al establecer asociaciones firmes entre divisor y la ope-
racion de dividir y multiplo con la operacién aritmética de multiplicar.
Sin embargo, en los items en los que se debe usar la equivalencia y rela-
ciones entre «multiplo», «divisor», «ser divisible por» aumentan la dificul-
tad mostrando que el cuestionario permite identificar la encapsulacion
de la divisibilidad como un objeto.

Desde los resultados obtenidos podemos asumir que el cuestionario ha
cumplido los objetivos para los que fue elaborado, habida cuenta que la
categorizacién de los items segtn su nivel de dificultad y las caracteristicas
de los mismos nos ha permitido discriminar las formas en las que los alum-
nos conocen los elementos matematicos y sus relaciones del esquema de
divisibilidad. La revisiéon de estos items con otras poblaciones debera pro-
porcionarnos informacién sobre cémo diferentes items ayudan a identifi-
car diferentes formas de conocer.
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