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Resumen: Desde hace unos cuantos afios, en el Area de Didactica de la Matematica
de nuestra Universidad, se viene desarrollando un Proyecto de Investigacién sobre
la Demostracién Matematica, en el nivel de bachillerato (alumnos de 16-17 afios). El
trabajo que aqui se explicita forma parte de ese proyecto y en él se estudian cuatro
dimensiones de la demostracién matematica: histdrica, epistemolégica, social y
cognitiva. Asimismo se frata de dar respuesta a las siguientes preguntas: (Qué es la
dermostracion en matemadticas? ¢Para qué sirve? ({Doénde estd su valor? (Cémo se
aprende?’

Abstract: Itis a long time since the Area of Didactic of Mathematics in our University
has been developing a Research Project on mathematics proof in high School level
(pupils between 16-17 years old). The work here presented is a part of it, and it is
articulated in four dimensions of mathematics proof: historic, epistemological, so-
cial and cognitive. This analysis tries to give an answer to the following questions:
What is the mathematics proof? What does it serve for? Where is its value? How is
it learned?

Introduccién

La demostracion matematica ha despertado un interés creciente en Didéc-
tica de la Matematica y no son pocos los autores, tanto de esta disciplina
como de las propias Matematicas, que coinciden en senalar a la demostra-
cion matematica como el procedimiento mas importante de las matemati-
cas, el motor que ha permitido el desarrollo de esta Ciencia. El trabajo de
investigacion que venimos desarrollando en nuestra universidad nos ha
permitido establecer cuatro dimensiones de la demostracién, que estan
relacionadas con las cuestiones formuladas (que no son exclusivas), pero
que sin duda contribuyen a una mayor aproximacién y a una mejor inter-
pretacion de este procepto desde la Didactica de la Matematica. En la di-
mension historica se va a explicitar una brevisima descripcién de los aspec-
tos mas relevantes de la demostracién desde la época clasica. En la dimen-

' sién epistemoldgica se tratan aspectos relativos a la fundamentacién y a los

meétodos del conocimiento cientifico relativos a la demostracion matemati-
ca. En la dimension social se hace un andlisis de las funciones propias de la
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demostracién desde el punto de vista de la matematica educativa. En la
dimensi6n cognitiva se describe un marco de modalidades de esquemas
de prueba que ayudan a descubrir el estado en el que se encuentran los
alumnos. Finalmente se presentan las conclusiones del trabajo.

Dimensién histérica

Para hacernos una idea de lo que supone demostrar y de su necesidad, y
con el fin de aplicarlo después a su ensefianza, proponemos una breve
descripcién de la presencia de la demostracion en la historia de las mate-
méticas. Los historiadores coinciden en que en las civilizaciones anteriores
ala griega no se encuentran teoremas ni demostraciones formales, pero si
algunas explicaciones acerca de la validez de los resultados que aplicaban
(Boyer, 1987, 37-67), y que deben considerarse como una forma de prueba
o demostracién en un sentido amplio (Gheverghese, 1996, 183), de manera
que Wilder (1944, 156) considera que las ideas ya estaban suficientemente
maduras para que hicieran su aparicién los teoremas y las demostraciones.
Y, esto sucede en Grecia (Kleiner 1991, 293), ya sea por la estructura de su
sociedad, o por la aspiracién de la filosofia griega de encontrar las Gltimas
causas, (Kleiner 1991, 293) o por la intencién pedagégica de los recopiladores
del saber geométrico. En opinion de Boyer (1999, 111), resulta razonable
sefalar que el punto de partida de la forma racional deductiva de la mate-
matica se produjo en el siglo V a. C. -descubrimiento de segmentos incon-
mensurables, paradojas de Zenén... -, aunque fuera Eudoxo de Cnido el
que primero fundamenté esta organizacién deductiva sobre un sistema
explicito de axiomas (Kline 1992, 81), ademas de aplicar distintos rmétodos
de demostracién reduccién al absurdo, exahuscion, etc.- y de utilizar de
distintos modos de exposicion -analitico, sintético-. Una vez establecido el
método hipotético-deductivo y de que éste fuera consolidado por Euclides,
los matematicos griegos posteriores, como por ejemplo, Arquimedes y
Apolonio, utilizaron este método como forma de exposicion de sus investi-
gaciones en geometria.

Con todo rigor se puede considerar que en esta época también se funda-
mento la Didactica de la Matemética, ya que buena parte de los tratados
que se escribieron tenian como fin la ensefianza de esta Ciencia. Desde
esta perspectiva se pueden destacar a los Pitagéricos, a Platén, a Zenény a
una lista interminable de la que sin duda hay que destacar a Euclides, por
sus Elernentos, y a Arquimedes, porque en su Método nos describe las ideas
que le llevaron a probar sus descubrimientos. Sin embargo, durante el pe-
riodo greco-romano, en Alejandria se produce un resurgimiento de la arit-

20 Dimensiones de la demostracién matematica en bachillerato




meética y del dlgebra, se desarrollan independientemente de la geometria y
poco a poco se va abandonando el método hipotético-deductivo.

Otras civilizaciones, como los hindtes o los drabes, avanzaron en estas
materias, pero optaron por desarrollar los algoritmos en lugar de buscar
una Fundamentacién de sus conocimientos, por lo que no se interesaron
especialmente por las demostraciones. Volviendo a occidente, durante la
Edad Media se produce una despreocupacion por el mundo fisico, centran-

dose el interés intelectual en la espiritualidad, por lo que se produce un
abandono del conocimiento matematico. Es a partir del siglo XII cuando

resurge el interés por una explicacién racional de la naturaleza, y comien-
zan a traducirse obras &rabes y griegas, reinicidndose asi la actividad mate-
matica en Europa. En la Alta Edad Media, Paris y Oxford son los centros del
sabery se producen los primeros avances significativos: en el Merton College
se construye por primera vez una grafica funcional en un sistema cartesia-
no; Nicole de Oresme, hacia el afno 1365, logra verificar geométricamente
el cambio uniforme de velocidad y es el primero que consigue sumar la
serie armoénica. El descubrimiento de los niimeros complejos y de los
logaritmos en la primera mitad del S. XVI dieron otro impulso y abrieron la
posibilidad de considerar nuevos estilos a las demostraciones, pero fue la
introduccién de un simbolismo adecuado -Viéte, Descartes, Leibniz- 1o que
resulté fundamental para el desarrollo de las demostraciones. Este permi-
ti6 el descubrimiento de nuevas relaciones y produjo la inversion en la de-
pendencia del dlgebra respecto de la geometria, pues a partir de entonces
se resolvieron problemas geométricos mediante procedimientos
algebraicos. Ademas, se introducen nuevos métodos de demostracién -in-
duccion completa o descenso infinito-.

En estos tiempos comenzo también a desarrollarse el analisis matemaético.
Sus creadores -Cavalieri, Barrow, Newton, Leibniz, Saurin y otros- se lanza-
ron abiertamente al descubrimiento de nuevos resultados siguiendo mode-
los de razonamiento influenciados por la termodinédmica y por la dinamica
de fluidos, y descuidando los aspectos de rigor. Los conceptos sobre los
que se basaron —indivisibles, infinitésimos, diferenciales, etc.- eran muy
imprecisos y, como describe L. A. Sainz (2004) en su trabajo de tesis, no
fueron bien formulados ni entendidos. Esta situacién hizo que surgieran
fuertes controversias y criticas a los nuevos métodos (C. Huygens, O. Gherli,
M. Rolle), y que en el siglo XVIII (L. A. Sainz 2004, Kline 1992, 567-577) surjan
intentos de fundamentacién mas rigurosa; los matematicos ingleses tratan
de hacerlo sobre la geometria y la mecénica, mientras que los continenta-
les prefieren apoyarse en el algebra. Entre estos tltimos cabe citar a Euler,
D’Alambert y Lagrange. A finales de este siglo, la matemética se caracteri-
zaba por su dependencia de la fisica, la supremacia del razonamiento
inductivo, la confianza en las operaciones formales y la indiferencia respec-
to al rigor.
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En el siglo XIX comienza una época en la que los matematicos revisan los
conceptos y métodos que se han utilizado en los dos siglos anteriores, dan-
do paso a un periodo de reflexién y fundamentacién. Gauss vuelve al rigor
de la Geometria y lo aplica a todos sus descubrimientos; Cauchy establece
el concepto de limite, basandose en él defini6 otros fundamentales —conti-
nuidad, derivada, integral- y dedujo los teoremas basicos del andlisis. Esta
preocupacion por el rigor es compartida por otros mateméaticos: Bolzano,
Abel, Dirichlet, etc. No obstante, como senala Kleiner (1991, 299-300), la
respuesta de Cauchy a la falta de rigor de los matematicos del siglo XVIII
genera otros problemas, como el relacionado con la mezcla de estilos que
utiliza. Esta dificultad fue abordada por los matematicos relacionados con
la «Escuela de Berlin» (Weierstrass, Kronecker, Dedekind y Cantor, princi-
palmente), que se propusieron demostrar los teoremas del analisis de una
forma puramente aritmética, dando lugar asi a lo que se conoce como
aritmetizacion del andlisis (Dedekind, 1963, 2). Puesto que la base de todo
el andlisis se encuentra en los niimeros reales, estos matematicos encami-
naron sus esfuerzos en definir aritméticamente los niimeros reales, cons-
truyéndolos a partir de los naturales. De esta manera, lo que faltaba era dar
una fundamentacién a los nimeros naturales. Peano lo hace definiéndolos
axiomdticamente. Esta misma técnica es empleada por Hilbert para definir
los niimeros reales, lo que suscita las protestas de Russell (Kline 1992, 1308).

Por otra parte, Cantor desarroll6 la feoria de conjuntos y la de los cardinales
transfinitos, que constituye un tratamiento sistemético del infinito actual y
contiene resultados muy sorprendentes en su época. Segiin de Lorenzo
(1977, 131-136), Cantor ofreci6 ingeniosas y complicadas demostraciones
que precisaron las técnicas matematicas mas refinadas, y esto supuso un
cambio en el modelo demostrativo. La correspondencia que Cantor man-
tuvo con Dedekind, (Cavaillés 1962), pone de relieve la importancia de la
demostracién como comunicacién de conocimiento matematico.

En geometria, hasta mediados el siglo XIX, y a pesar de algunas objeciones
de sus numerosos comentaristas, los Elernentos de Euclides fueron consi-
derados como un modelo de rigor matemaético, pero las investigaciones en
las geometrias no euclideas fomentaron el espiritu critico de los mateméti-
cos ante las demostraciones que aquellos contenian y se emprendi6 la la-
bor de la fundamentacién de la geometria euclidea. Esta culminé con los
Grundlagen der Geometrie de Hilbert y a finales del S. XIX, los axiomas de
Euclides, que eran idealizaciones de la realidad fisica y se consideraban
como verdades evidentes que no necesitan demostracion, dieron paso a
axiométicas que no pretenden que los axiomas sean verdaderos ni eviden-
tes, sino simplemente proposiciones relativas a los términos primitivos que
se toman como punto de partida. Por otra parte, como resalta Kleiner (1991,

22 Dimensiones de la demostracién matematica en bachillerato




304), el método axiomaético moderno constituye una herramienta de des-
cubrimiento de nuevos resultados, de manera que las actividades de des-
cubrimiento y demostracion, tantas veces opuestas, coexisten en el méto-
do axiomatico.

El dlgebra, la logica, o el calculo de probabilidades experimentan también
transformaciones muy profundas, y a comienzos del siglo XX todas estas
areas estan fundamentadas axiomaticamente. Sin embargo, no tardan en
aparecer grietas: Hilbert no habia podido demostrar la independencia de
sus axiomas para la geometria euclidea, la consistencia de ésta quedaba
condicionada a la de la aritmética, y empezaron a surgir las primeras para-
dojas en la teoria de conjuntos, lo que impulsé nuevos intentos de
axiomatizacion que dejaron abierto el problema de la consistencia de esta
teoria. Simultaneamente, la preocupacién por dar una base mas sélida a
las matematicas dio lugar a diferentes corrientes en la fundamentacién de
las matematicas: logicisimo, formalismo e intuicionismo. De éstos Gltimos,
interesa aqui dejar constancia de su insistencia en que las demostraciones
debian ser constructivas y, en consecuencia, no admitieron el método de
demostracién por reduccion al absurdo. En este estado de cosas, Godel -en
1931- enuncia su teorema de incomplelitud: Una teoria axiomndtica gue in-
cluya la aritmética no puede ser a la vez consistente y completa. Este sor-
prendente teorema echa por tierra el sistema de axiomas para la légica de
Whitehead y Russell, la axiomatizacién de la teoria de conjuntos de Zermelo
y Fraenkel, y la de Hilbert de la teoria de nimeros. Todos estos hechos pro-
dujeron un estado de divisién entre los matemaéticos —-més en el plano teé-
rico que en el practico- respecto a lo que debe considerarse una demostra-
cion, que fue muy patente hasta mediados del siglo XX.

En el dltimo tercio del siglo XX ha recibido un impulso especial la matema-
tica aplicada y la aplicacion de los medios informéticos se ha extendido ala
justificacion de algunos teoremas, sobrepasando una funcién de simple
auxiliar de generacion o comprobacién de datos para jugar un papel méas
esencial -demostracién del problerna de los cuatro colores, por de Appel y
Haken en 1976-, lo que ha llevado a plantear la necesidad de una reflexién
sobre el significado y la funcién de las demostraciones en matematicas. Se
han opuesto diferentes razones a las pruebas realizadas mediante un orde-
nador: no es posible realizar una revision completa, puesto que se basan en
programas no publicados; tanto el hardware como el software estan suje-
tos a error; estas demostraciones no explican por qué el resultado es ver-
dad, lo que para de Villiers (1993) empobrece las funciones de la demostra-
cion; ete. De esta forma surge una nueva idea de «demostracién», una cla-
se de prueba casi-empirica no infalible, de tal forma que los teoremas ma-
teméaticos no pueden establecerse con certeza absoluta. Ademnas, esta falta
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de seguridad en la validez de un teorema se puede extender a los demos-
trados segtn los canones tradicionales, ya que segtn Davis y Hersh (1988,
33), citando a Ulamn, cada ano se publican mas de doscientos mil teoremas,
algunos de los cuales son enormemente largos y complicados, lo que hace
muy dificil la tarea de su revisién. Esta es acometida por un nimero relati-
vamente reducido de personas y, por tanto, es posible que después del
examen permanezcan errores o lagunas.

Hanna y Jahnke (1996, 880-884) y Hanna (1996, 3-4) hacen referencia a las
pruebas probabilisticas, en las que la rectitud de una proposicion se deter-
mina con un cierto margen de error —expresado en términos de probabili-
dad-, y a otras ideas de demostracién como las zero-knowledge proofs, las
holografics proofs, etc., que no siguen los canones tradicionales. Un punto
de vista diferente es el de Lakatos, quien estima que las demostraciones
informales -llamadas pre-formales- deben ser sometidas a examen conti-
nuamente, ya que pueden ser objeto de falsacién (Lakatos 1981, 96).

Este breve recorrido histérico sobre las ideas que han rodeado a la demos-
tracién matematica —desde la propia disciplina- nos permite hacer algunas
reflexiones, cuya consideracion puede ser 1til en su ensenanza:

— No existe un modelo de demostracién independiente de la época ni de
las personas que han construido el conocimiento matematico.

- Las exigencias de rigor en la argumentacién matematica han ido varian-
do a lo largo de la historia.

— Elrigor absoluto es inalcanzable. Nunca se ha podido conseguir una cer-
teza total en los resultados obtenidos, y no debemos pensar que la idea
actual de demostracién va a ser la tltima.

— No ha habido siempre un total acuerdo entre los matematicos en cuanto
a que los conceptos y procedimientos utilizados fuesen las mas adecua-
dos.

— Resulta enriquecedora la bisqueda de distintas fundamentaciones para
una teoria, diferentes explicaciones para un resultado, y distintos estilos
y métodos para una demostracion.

— Esta diversidad propicia también la coexistencia plural de las funciones
de la demostracion.

Dimension epistemologica

En la dernostracién se utiliza una clase de argumentacion tipica de las Ma-
tematicas. Y, esto es asi porque los procedimientos de verificacion que se
utilizan en otras areas del saber son de distinta naturaleza. Asi, los de las
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ciencias experimentales se basan en la evidencia empirica de los hechos,
los de la economia en la evidencia estadistica de los resultados, y los de la
historia en la evidencia de los datos y de los documentos. No obstante, el
término demositracién se utiliza en diversos contextos, aunque con distin-
tos significados —como muestra Martinez Recio (1999)-. Centrandonos en
las matemaéticas, podemos pretender una definicion eserncial. En este caso
esta claro que dicha definicién dependeria del lugar y del momento histoéri-
co. Incluso en épocas en las que ha primado la presentacién axiomatica de
las teorias matematicas el concepto de demostracion tendria matices dife-
rentes, como se ha puesto de manifiesto en la comparacion de la axiomatica
griega con las del siglo XIX. Una fuente, relativamente reciente en este sen-
tido, es Bourbaki (1970), que para definir lo que entiende por demostracion
comienza con una serie de conceptos previos. En concreto, establece lo
que son los signos de una teoria matematica, lo que se entiende por
emsambladura y, finalmente, cémo se caracteriza a una construccién
formativa de una teoria.

Seguidamente, Bourbaki da una ilustracion extensiva del término y expone
que un fexto demnostrativo de una teoria T comprende:

1°. Una construccion formativa auxiliar de relaciones y términos de T.

2°. Una dernosiracion de T, es decir, una sucesion de relaciones de T inclui-
das en la construccién formativa auxiliar, tales que, para cada relacion R
de la sucesion, se verifica al menos una de las condiciones siguientes:

a,) R esun axioma explicito de T,

a,) Rresulta de la aplicacién de un esquema de T a términos o rela-
ciones incluidos en la construccién formativa auxiliar;

b) enlasucesién hay dos relaciones Sy T', que preceden a R, tales
que T'es S=R.

Otra orientacion diferente a ésta es la que dan Bouvier y George (1984) que
explicitan las significaciones de la dermostracion formal del cdlculo de pre-
dicados y de la demostracién formal del cdiculo de proposiciones.

Pero, esta claro que tales demostraciones forrmales pueden interesar a un
investigador en légica o en fundamentos de las matemaéticas, pero no se
trata de la clase de pruebas que se consideran en el &mbito de la ensefnan-
za secundaria —o universitaria-, y ni siquiera se trata del sentido que tiene la
demostracion para un matematico profesional. Nosotros consideramos la
demostracién en un sentido no formal. En este sentido, los investigadores
en Didactica de la Matemadtica distinguen distintos niveles de demostra-
cién. Por ejemplo, Van Dormolen (1977) distingue tres niveles de demostra-
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cién correspondientes a los niveles de abstraccién en los que trabaja el
alumno: nivel cero el estudiante limita su pensamiento a objetos especifi-
cos; primer nivel, en el que se trabaja con objetos como representantes de
una clase; segundo nivel, en el que se producen razonamientos generales.
Bell (1979) distingue otras tres dimensiones en la comprension y el uso de
las demostraciones: el grado de regularidad o de racionalidad esperado
por los alumnos, la cualidad explicativa de la respuesta y el nivel de sofisti-
cacién de las técnicas de dernostracién disponibles para el alumno. Semadeni
(1984) propone una via de ensefianza intermedia entre la explicacion intuitiva
y la demostracién formal que denomina dernosiracién accion. Balacheff
(1987) distingue entre pruebas pragmadticas, pruebas intelectuales y demos-
traciones. La distincién viene dada en funcién del confrato diddctico esta-
blecido con los alumnos, que se manifiesta por el cambio de funcion de la
actividad matematica en el aula. Las primeras son efectuadas por el propio
alumno —por ejemplo, en la geometria practica, la de reglay compas- con el
fin de establecer la validez de una proposicién. Cuando no es posible acce-
der a su realizacién préactica —por ejemplo, en geometria deductiva-, las
validaciones son intelectuales. Entre las pruebas pragmaticas y las intelec-
tuales el autor sitGa distintos niveles:

— El primero es el del empirismo ingenuo. Se trata de concluir la veracidad
de una proposici6n a partir de la realizacién de un nimero reducido de
Casos.

— La experiencia crucial es un procedimiento de validacion en el que un
individuo plantea explicitamente el problema de generalizacion, y lo re-
suelve mediante la realizacién de un caso que considera lo menos parti-
cular posible.

— El ejemplo genérico consiste en la explicacién de las razones de validez
de una proposicién mediante la realizacién un caso que se considera
representativo de una clase de individuos.

— La experiencia mental. No se lleva a cabo la experiencia, sino que sim-
plemente se imagina su realizacion.

Van Ash (1993), que intenta responder a la cuestién de como se puede tra-

tar de justificar un teorema. Este autor considera tres niveles de demostra-

cion:

— Demostraciones formales: Las demostraciones «rigurosas» que se inclu-
yen en los textos de matematicas universitarias.

— Pruebas mediante dibujos o ejemplos: Las pruebas sin palabras.

— Demostraciones pre-formales: Segin van Ash «By a pre-forral proof we
understand a line of reasoning which can be formalized to a formal proof,
but in which the essential idea is already preserit».
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Para van Ash esta clase de pruebas se adapta mejor a la capacidad intelec-
tual de los estudiantes y son argumentos matematicos correctos. Sin em-
bargo, advierte que no se trata de probar experimentalmente una proposi-
cion, que no deben estar basadas integramente en argumentos visuales y
que no se trata de simples comprobaciones en casos particulares, aunque
pueden incluir acciones concretas. Este autor recomienda la utilizacién de
este tipo de pruebas en la docencia, como paso previo a las demostracio-
nes formales o como sustitucién de estas tiltimas.

Hay bastantes mas autores que definen niveles de demostracién, pero aqui
sOlo citaremos a Miyazaki (2000) que establece seis niveles entre las prue-
bas inductivas y las dernostraciones algebraicas, en el ambito de la lower
secondary school en Japén (13-15 arios). Miyazaki considera que las «prue-
bas» y «demostraciones» comparten actores, objetos y objetivos, pero di-
fieren en los contenidos y en la representacion. En el &mbito de contenidos
considera diferencias fundamentales en el razonamiento légico, en los pro-
cedimientos ~induccién frente a deduccién y analogia- y el punto de parti-
da al considerar una casuistica frente a otras proposiciones ya admitidas.
En cuanto a la representaciéon entiende que la demostracion tiene un len-
guaje funcional, mientras que las pruebas pueden utilizar dibujos y objetos
manipulables. La combinacién de contenidos y representaciones da lugar
a seis categorias de «procesos de prueba», pero este autor sélo senala cua-
tro niveles basicos en los procesos de prueba en funcion de las diferencias.
Son estas cuatro: diferencian las «demostraciones» de las «pruebas», los
contenidos y las representaciones. En el eje de los contenidos define dos
categorias: razonamiento inductivo y lenguaje funcional, razonarniento de-
ductivo y lenguaje funcional, razonamiento inductivo y lenguaje no funcio-
nal, razonarmiento deductivo y lenguaje no funcional.

Otra posibilidad de delimitar cémo son las demostraciones y a qué dan
validez, y que en cierto modo enlaza con Mayazaki, consiste en hacer un
estudio de tipo descriptivo. Para ello, basta con observar detenidamente los
enunciados de los teoremas y las demostraciones que figuran en los textos
de Matematicas de bachillerato y universitarios y aislar las caracteristicas
que presentan. En este sentido, Ibafies y Ortega (1997) revisan las formas
de demostracién mas usuales en la matematica elemental (bachillerato y
primeros cursos de universidad) y proponen una clasificacién de las técni-
cas de demostracion relacionandolas con los enunciados de los teoremas y
teniendo en cuenta distintos criterios a la vez. La clasificacién de las de-
mostraciones que proponen estos autores es la siguiente:

— La estructura légica del enunciado del teorema da lugar a demostracio-
nes de los tipos: de condicién necesaria, de condicion suficiente, de con-
dicién necesaria y suficiente.
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— Cuando en la estructura légica se hace alguna referencia a la existencia
de algiin objeto matematico la demostracién puede ser: de existencia
simple, de existencia y unicidad, o de imposibilidad.

— Si se atiende a los procedimientos lgicos, hay que considerar distintos
métodos de demostracion: por silogismo, demostracion por casos, por
reduccién al absurdo, por induccién completa, por un método constructi-
vo, y demostraciones por analogia y dualidad.

— Los procedimientos matematicos que se utilizan en el establecimiento
de la prueba se traducen en los estilos de la demostracion: el geométri-
co, el algebraico, el de coordenadas; el del andlisis matemdtico, etc.

— Los procedimientos de exposicion dan lugar a los modos de demostra-
cion: el sintético o directo y el analitico o indirecto.

Ibaries y Ortega indican que los dos primeros casos presentan multiples
formas de enunciados equivalentes, y las diferentes formas dependen de
como se construya la conexién entre la hipétesis y la tesis (H implica 7, la
condicién necesaria para que se cumpla H es que se cumpla 7, la condi-
ci6n suficiente para que se cumpla T es que se cumpla H, si se cumple H
forzosamente se tiene que cumnplir 7, si H entonces P, etc.). Ademas, estos
autores indican que todos los enunciados de los teoremas se pueden escri-
bir en la forma si H entonices P, y esta forma, segtn Ibaries y Ortega (2002b),
es la mas adecuada para que los alumnos distingan la hipétesis de la tesis y,
como consecuencia, sepan qué es lo que se tiene que demostrar.

La exposicién que se acaba de realizar pone de manifiesto que la
fundamentacién de la demostracion es muy variada, depende del campo
de aplicacién y de sus fines y da lugar a conceptualizaciones muy diferen-
tes. Asi, por ejemplo, las concepciones bourbakista y 16gica utilizan repre-
sentaciones muy distintas entre si, y que no tienen nada en comun con las
que proceden del area de Didactica de la Matematica.

Por otra parte, los métodos del conocimiento cientifico relativos a la de-
mostracién materéatica también son muy diferentes y, de hecho, cada uno
de los autores citados valora aspectos muy diferentes relativos ala forma, al
propio discurso y a los aprendizajes de los alumnos.

Dimension social

Tradicionalmente se ha considerado que el fin primordial de la demostra-
ci6én consistia en verificar la proposicién objeto de estudio. Sin embargo,
desde el campo de la Didactica de la Matematica hay bastantes autores que
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contemnplan otros fines. Bell (1976) advierte tres significados de la demos-
traci6bn matematica:

— Verificacion o justificacion, concerniente con la verdad de la proposicién.

— [flurninacién, de tal forma que se espera que una buena demostracién °
proporcione ideas de por qué la proposicion es cierta.

— Sisternatizacién, esto es, la organizacion de los resultados en un sisterna
deductivo de axiomas, conceptos principales y teoremas, asi como los
resultados derivados de éstos.

De Villiers (1993) desarrolla las ideas de Bell y critica duramente la posicién
tradicional. Comienza su anélisis con testimonios personales de mateméti-
cos ilustres que consideran la funcién de la demostracién exclusivamente
en términos de verificacién, y presenta un modelo en el que distingue las
siguientes funciones:

Verificacién, concerniente a la verdad de una afirmacién. Para demostrar
que el enunciado del teorema es verdad.

Explicacion, profundizando en por qué es verdad.

I

Sisternatizacion, la organizacién de varios resultados dentro de un siste-
ma de axiomas, conceptos fundamentales y teoremas.

Descubrimiento, es decir, el descubrimiento o invencién de nuevos re-
sultados.

Comnunicacion, la transrnisién del conocimiento matematico.

A continuacion, el autor pasa a comentar detalladamente cada una de es-
tas funciones. Al referirse a la verificacion, de Villiers sostiene que la demos-
tracién no es un requisito para la conviccion, sino que, frecuentemente,
sucede lo contrario: mediante el razonamiento inductivo se llega al con-
vencimiento de que el resultado es verdad, lo que proporciona una motiva-
cién para demostrarlo. Ademas, afirma que la certeza absoluta en matema-
ticas es inalcanzable, resultando que la conviccién personal depende de
varios factores: intuicién, verificacién cuasi-empirica, o demostraciones no
necesariamente rigurosas. No obstante, el autor afiade que no se debe qui-
tar importancia a la demostracién como método de verificacion, especial-
mente en el caso de resultados no intuitivos o dudosos. Cuando los resulta-
dos son evidentes o se ha llegado al convencimiento de que son ciertos
empiricamente, esta claro que falta una explicacion satisfactoria de por qué
es asi y no de otra manera. En este punto, una demostracion puede propor-
cionar la explicacion requerida, aunque —como recuerda de Villiers- no to-
das las demostraciones contribuyen de la misma manera a este proposito.
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Para la sisternatizacién cita las siguientes posibles contribuciones: ayu-
dar a identificar inconsistencias, razonamientos circulares y suposicio-
nes implicitas; verificar y simplificar teorias matematicas; proporcionar
una perspectiva global de cada tema; ayudar a las aplicaciones; dar lu-
gar a sistemas deductivos alternativos. También ataca la idea seguin la
cual la actividad matemaética se divide en dos fases: una inventiva y otra
demostrativa; en opinién del autor, la historia de las matematicas nos
proporciona abundantes ejemplos en los que se descubrieron nuevos
resultados basandose en demostraciones. Y, en lo que se refiere a la
funcién de comunicacion, resalta que la demostracion es una forma de
comunicar resultados matematicos entre profesionales, entre profeso-
res y alumnos, y entre éstos mismos.

Finalmente, de Villiers hace algunos comentarios sobre la ensenanza dela
demostracién, y en ellos insiste en que la conviccién no se obtiene dnica-
mente mediante la demostracién, ni es la tinica funcién de éstas, y resalta
el valor de la funcion de explicacién en este terreno.

La reciente creacién de programas de ordenador de geometria dinamica —
como CABRI-, que permiten investigar facil y rdpidamente si una determi-
nada conjetura es cierta o no, traslada atin mas el interés de utilizar demos-
traciones en la ensenanza hacia otras funciones distintas de la simple veri-
ficacion. En de Villiers (1995) se exponen tres ejemplos de proposiciones
geométricas en las que un andlisis cuidadoso de su demostracion conduce
al descubrimiento de nuevas propiedades. Mas ejermplos se encuentran en
Schumann y de Villiers (1993). En este mismo sentido se insiste en Ibarnes
(2001-b), que descubre ciertas propiedades sobre cuadrilateros. Que la con-
viccién en la verdad de un teorema, previa a la demostracion deductiva, se
pone de manifiesto en de Villiers (1997), que también resalta otras funcio-
nes de la demostracién; ademas, el autor presenta algunas contribuciones
personales a la geometria dinamica. Finalmente, en Ortega (2004) se des-
cubre como la demostracién dada por Fischer (1983) sobre el teorema fun-
damental del célculo integral también establece una generalizacion del teo-
rema del valor medio del calculo integral en el sentido de que en esa de-
mostracion también se prueba que «existen n nodos del intervalo [a, b/, a,
By @ 2 arbitrario) para los que el método de los rectangulos, con paso

b 1
constante Ax, tales que J- f(x)dx =z f(a)Ax »
o 1

Ente otros trabajos de investigacion sobre las funciones de la demostracion
destacamos los siguientes: Hersh (1993) se preocupa de la actitud de los
estudiantes en clase frente a las demostraciones matematicas y sostiene
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que la principal misién de las demostraciones es clarificar por qué un teore-
ma es verdad. Reid (1996) pretende conciliar los puntos de vista de los estu-
diantes y de los profesores sobre la demostracion matematica y destaca
que ambos estamentos coinciden en senalar que la demostracion juega un
papel social muy importante en la aceptacion de resultados el papel social.
Van Asch (1993), ya citado, contrasta las opiniones de los profesores y de los
alumnos sobre si se deben hacer demostraciones o no y sostiene que la
ensefnanza de la demostracion tiene unos objetivos muy generales sobre
los aprendizajes de los estudiantes, destacando los siguientes:

— Los estudiantes aprenden a formular, encontrar, analizar argumentos.

— Los estudiantes aprenden a detectar y criticar formulaciones incorrec-
tas.

— Los estudiantes desarrollan habilidades para expresarse correctamente.

— Los estudiantes aprenden cudl es el papel de las hipétesis, de las deduc-
ciones y de los contraejemplos.

— Los estudiantes aprenden a distinguir la demostracion de otros procesos
verificativos. '

— Los estudiantes aprenden a aplicar generalizaciones, particularizaciones
y analogias.

Hanna (1995) distingue entre las propias matemaéticas y la educacién ma-
tematica y, seglin que se centre en un campo o en otro, asigna distintas
funciones a la demostracion. En el primer campo, da mayor relevancia a la
verificacion, mientras que en el segundo destaca que la principal funcién
es la explicacién, razén por la que ensalza a las demostraciones que expli-
can frente a otras que sélo prueban. Por otra parte, esta autora piensa que
en la aceptacién de un teorema es mas importante el significado global de
la demostracién y la comprensién del resultado que el rigor de la misma, y
enuncia una serie de factores, cuya aprehension lleva consigo la acepta-
cién de un nuevo teorema. Son éstos: comprension, relevancia, compatibi-
lidad, reputacién y existencia de un argumento convincente.

En la investigacién llevada a cabo por Ibanes y Ortega (2002a) sobre reco-
nocimiento de procesos, se describe como los alumnos que se fijan en el
tipo de razonamiento implicito en el procedimiento son los que tienen es-
quemas de prueba mas avanzados, y son los que mejor reconocen a las
demostraciones y las discriminan de otros procesos, identificando a las
demostraciones tanto en casos afirmativos como en otros negativos.

Desde otro punto de vista, en la investigacion que se ha desarrollado (traba-
jando con alumnos de 16-17 afios) se ha constatado que el principal valor
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que éstos conceden a la demostracién procede de su funcién de explica-
cién. Los alumnos valoran muy positivamente las demostraciones que son
explicativas frente a otras que no lo son, y para ellos es la funcion de expli-
cacién la que en mudltiples casos les ayuda a distinguir las demostraciones
de otros procesos y a identificarlas cuando estan en presencia de alguna de
ellas. Lo que guarda una estrecha relacién con el estado de transicion de
los esquemas de prueba que tienen los alumnos, hechos que ya han sido
dados a conocer en Ibanes (2001), Ibafies y Ortega (2001) e Ibanes y Ortega
(2002). Estos mismos autores en relacién con los textos argumentativos,
Ibaries y Ortega (2001), consideran que la funcién explicativa es una com-
ponente importantisima, sin la cual las argumentaciones carecerian de una
de sus caracteristicas fundamentales, la persuasion.

En resumen, aunque tradicionalmente se ha considerado que la demostra-
cién matematica juega un papel social muy importante en la aceptacion de
resultados, teniendo en cuenta las investigaciones aqui relacionadas y otras
mas, se puede indicar que en Didactica de la Matematica no se considera
que la demostracién matematica sea el procedimiento exclusivo de valida-
cién de un teorema. En muchos casos, ésta puede ser sustituida por otro
tipo de pruebas y, sin duda, es mas importante la comprension global del
proceso. Esto es particularmente importante en educacién matematica
donde la comprensién de una demostracién por parte de los alumnos esta
intimamente relacionada con los esquemas de prueba que posesan y con
su estado de transicién. Por otra parte, la demostracién matematica tiene
muiltiples funciones, y numerosos investigadores coinciden en sefnalar que
la principal es la explicacion.

Dimensién cognitiva
Desde nuestra experiencia docente e investigadora, enriquecida con las
valiosas aportaciones de otros investigadores, varios de los cuales ya han

sido citados, y que ha dado lugar a numerosas publicaciones, nos permiti-
mos sehalar, algunas fases en la comprension de las demostraciones:

1. Fase de interpretacion, que incluye:

— Entender el problema y la clase de solucién que requiere (esquernas de
prueba).

— Comprender los términos matematicos empleados.

— Interpretar las proposiciones logicas, las expresiones usuales, las pala-
bras de enlace, la notacién utilizada, etcétera.

— Identificar el proceso como una demostracion.
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2. Fase de andlisis, en la que se puede distinguir:

— Recordar resultados anteriores y relacionarlos oportunamente conla pro-
posicién objeto de estudio.

— Revisar la correccién del razonamiento.

3. Fase de sintesis, que lleva consigo:

— Identificar las lineas maestras y las ideas clave de la demostracion.
— Comprender globalmente el proceso.

4. Fase de profundizacion, en la que la atencion se centra en:

— Estudiar la necesidad de las hipétesis.

Reconocer el significado del teorema.

Identificar el tipo de enunciado y los métodos, estilos y modos emplea-
dos.

Valorar las funciones que cumple la demostracién estudiada.

La investigacion y desarrollo de todos estos aspectos resulta una inmensa
tarea imposible de abordar en un solo trabajo de investigacion, por lo que
“en Ibaies (2001) se ha partido de lo que nos parece més basico y constituye
la raiz de toda la cuestién: los esquemnas de prueba de los alumnos. El
estudio de este aspecto nos condujo, de forma natural, a la consideracién
de otros dos: el reconocimiento de procesos y la interpretacién de enuncia-
dos, pero es evidente que siguen quedando muchos otros como proble-
mas abiertos para nuevas investigaciones.

Los autores que mas han influido en nuestra investigacion han sido Harel y
Sowder (1998). Estos autores definen: «A person’s proof squerne consist of
what constitutes ascertaining and persuading for that person», y clasifican
estos esquernas de prueba en: esquemas de conviccion externa, empiricos
y analiticos. Y a cada uno de ellos lo subdividen en varias clases, las princi-
pales de las cuales se citan en la tabla 1.

Esquemas de prueba
De conviccién externa Empiricos Analiticos
Rituales Inductivos Transformacionales
Autoritarios e
Perceptuales Axiorndticos
Simbélicos

Tabla 1. Principales esquemas de prueba, segiin Harel y Sowder (1998).
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Segtin estos autores, en los esquemas de conviccion externa las dudas se
despejan mediante el ritual de la presentacion, la palabra de una autoridad
(profesor, texto), o la forma simbdlica de un argumento. En los esquemas
empiricos las conjeturas se validan o se rechazan en virtud de hechos fisi-
cos o experiencias sensoriales. Si el estudiante comprueba o trata de con-
vencer a otros de la validez de una conjetura mediante una evaluacion cuan-
titativa en uno o mas casos particulares, dicho estudiante posee un esque-
ma de prueba inductivo. En opinién de los autores, las observaciones
perceptuales se hacen por medio de imagenes mentales rudimentarias,
imagenes que consisten en percepciones y coordinacion de percepciones,
pero que carecen de capacidad para transformar o para anticipar los resul-
tados de una transformacién. Un caso tipico se da cuando un alumno obtie-
ne conclusiones generales a partir de un dibujo concreto, en el que los
distintos elementos guardan relaciones que, en general, no son ciertas. Lla-
man analiticos a los esquemas en los que la validacién de las conjeturas se
efectiia por medio de la deduccién légica. A su vez, los dividen en
transformacionales y axiomdticos. Consideran que las relaciones observa-
das inductiva o perceptualmente son estaticas; y que, por el contrario, las
observaciones transformacionales incluyen transformaciones de imagenes
por medio de la deduccién. Estas operaciones se realizan con una inten-
ci6n predeterminada de forma que pueden anticiparse y compensarse sus
efectos. Cuando una persona entiende que una demostracién matematica
debe partir de términos no definidos y de axiomas, esa persona, segun los
autores, posee un esquema axiorndtico. Ahora bien, si los axiomas que
utiliza responden tGinicamente a la propia intuicion de la persona, entonces
se trata de un esquema infuifivo axiomdtico. Definen un esquema esfruciu-
ral como un esquema de prueba axiomaético en el que se piensa en las
conjeturas y en los teoremas como representaciones de relaciones en dife-
rentes modelos que comparten una esfructura matematica comun. Este
esquema constituye un requisito cognitivo para el esquema axiomatizante,
en el que la persona que lo posee es capaz de investigar las implicaciones
de variar el conjunto de axiomas, o de axiomatizar una determinada teoria.

En Ibafies (2001) se pone de manifiesto que el concepto de esquema de
prueba no debe presentarse exclusivamente en términos de verificacion -
como hacen Harel y Sowder-, sino que deben tenerse en cuenta otras fun-
ciones de la demostracién (de Villiers). Ademas, se obtiene, en primer lu-
gar, que los alumnos de primer curso de bachillerato se encuentran en un
estado de transicién entre los esquemas inductivos ylos intuitivo-axiomdticos,
estado de transicion que se pone de manifiesto por la dependencia del es-
quema respecto de la tarea propuesta, por la coexistencia de varios esque-
mas en una misma persona y porque los alumnos se encuentran en un

34 Dimensiones de la demostracién matematica en bachillerato




estado de evolucion progresiva desde los esquemas inductivos a los intuitivos
axiomaticos. En segundo lugar, la dependencia respecto de la tarea nos
llevé a considerar y definir diversas rmodalidades de esquema de prueba
que resultaron ser muy Utiles a la hora de investigar el estado de los alum-
nos. Para ello se consideran los siguientes esquemas de prueba:

Declarado. Es el esquema de prueba que creen haber utilizado y asi lo
indican.

Utilizado. Es el esquema de prueba que utiliza un alumno en una se-
cuencia didactica.

Aceptado. Es el esquema de prueba que acepta un alumno en una se-
cuencia didactica.

Adherido. Es el esquema de prueba que acepta un alumno en una se-
cuencia didactica con rechazo de los anteriores.

Inicial. Es el esquema de prueba que se estima que posee un alumno al
iniciar una secuencia didactica.

Final. Es el esquema de prueba que 'posee un alumno al finalizar una
secuencia didactica.

Y, en tercer lugar, fue necesario introducir nuevas categorias de esquemas
de prueba para explicar la transiciéon de los alumnos de los esquemas expe-
rimentales a los intuitivo-axiomaticos, estableciéndose la clasificaciéon que
se muestra en la tabla 2.

Esquemas de prueba
Empiricos Analiticos
Experimentales (E2) Transformacionales (E4)
De Estiticos Dindmicos Estiticos | Dindmicos
conviccion
externa Inductivos (E3) Particulares | Generales
E1) Falsos Auténticos Incompletos | Completos
De un caso (E3.1) |De varios casos (E3.2) T amp—
No Sistemdticos | Sistemdticos (E3.3) (E5)

Tabla 2. Esquemas de prueba propuestos en Ibaries.
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En resumen, las fases de la demostracién que se han descrito resultan de-
masiado amplias para desarrollarlas en una investigacién. En principio ésta
se centra en el concepto de esquema de prueba acunado por Harel y
Sowdery y se descubre que estos esquemas se manifiestan en los alumnos
de una forma mucho mas dinamica, mas versatil y mas rica que como
aparecia al comienzo de la investigacion, que era el marco creado por los
autores citados. En efecto, el estado de transicién detectado lo ha converti-
do en un concepto dinamico, que va evolucionando en el transcurso de la
investigacién y que se va enriqueciendo con la ampliacion de categorias de
analisis y con la aportacion de la teorfa de las funciones de la demostracion
de de Villiers. La introduccién de las distintas modalidades ha permitido
descubrir el estado de cada alumno y cémo ha ido evolucionando el esta-
do de transicién, lo que implica que la idea de demostracion dependa del
sujeto receptor. El marco de Harel y Sowder ha ganado en versatilidad al
enriquecerse con las modalidades consideradas, dando lugar a un marco
que se puede aplicar con mayor rigor. El propio concepto de esquema de
prueba se ha enriquecido porque el convencimiento y la persuasion han
adquirido otro estatus con méas matices.

Conclusiones

Después de a exposicién que se acaba de hacer, los autores no pueden dar
una respuesta cerrada a la pregunta: (qué es la demostracién en matema-
ticas?, ya que desde la dimensi6n histérica se ve cémo la demostracion ha
sido algo cambiante con la época, con las personas, con el rigor, etc. Asi-
mismo, desde la epistemologia tampoco se puede, ya que la
fundamentacion y los métodos cientificos también han ido evolucionando.
La dimension social aporta otra vision funcional diferente y, por otra parte,
la dimensién cognitiva incluye una percepcién subjetiva que obliga a hacer
interpretaciones diferentes.

Desde la perspectiva histérica, la respuesta a la segunda pregunta, {para
qué sirve?, tendrfa multiples respuestas, ya que los modelos de demostra-
cién, el rigor y la adecuacion de los modelos ha sido cambiante.
Epistemolégicamente también tendria respuestas multiples, ya que, si bien
es cierto que sirven para dar validez a los teoremas, no es menos cierto que
dicha validez se consigue por multiples procedimientos menos rigurosos
que las pruebas formales. La dimension social aporta el valor de las funcio-
nes de la demostracion, sobre todo por la funcién explicativa y, finalmente,
la dimensién cognitiva considera que el valor de la misma depende del
esquema de prueba propio del usuario.
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La respuesta mas directa a la tercera pregunta, {dénde esté su valor?, pro-
cede de la dimension social. Aqui se destaca el valor de las funciones que
le son propias, sobre todo el asociado a la explicacién; el caracter formativo
de la demostracion, que esté implicito en los objetivos que se han descrito;
las caracteristicas propias del razonamiento universal, que esta implicito en
los procesos demostrativos.

La cuarta pregunta, {cémo se aprende?, tiene su respuesta en la dimension
cognitiva, en la que se indica como los alumnos se encuentran en un esta-
do de transicién entre los esquemas experimentales y los intuitivo-
- axiornaticos y, como consecuencia de esta fransicion, la demostracion, como
tal, se aprende de forma progresiva, los alumnos van evolucionando a es-
quemas mas ricos en razonamientos deductivos.
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