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Introduccion

En este documento presentamos el trabajo realizado por los profesores participantes en el
proyecto El andlisis de contenido matematico como herramienta para la construccion de modelos
pedagogicos: El caso de la funcion cuadratica (Gomez y Carulla, 1998) en su fase de anélisis
de instruccién. En esta fase del proyecto, los profesores, habiendo realizado el analisis de
contenido de la funcién cuadrética con base en los sistemas de representacion y los
mapas conceptuales, se dieron a la tarea de analizar y codificar en esos mapas la manera
como se ensefia este contenido matematico en la secundaria. Para ello, entrevistaron a
colegas, describieron su propia experiencia y analizaron documentos oficiales y libros de
texto. Su trabajo quedd plasmado en una codificacion en sus mapas conceptuales y en
algunos textos que profundizaban sus hallazgos. Nosotros, los asesores, hicimos una
nueva codificacién y analizamos los resultados. Estos resultados muestran una situacién
en la que el trabajo se centra en la ecuacion cuadrética y en los procedimientos para su
resolucidn; el analisis simbdélico se restringe casi que exclusivamente a la forma estandar;
el analisis gréfico tiende a identificar algunos de los elementos de la gréfica, pero no esta-
blece conexiones funcionales con los otros sistemas de representacion; el sistema de
representacion numeérico sirve principalmente de puente entre el sistema de representa-
cion simbdlico vy el sistema de representacién gréfico; y el sistema de representacién de
aplicaciones sirve, en algunos casos como motivacion y, en la mayoria de los casos como
finalizacion, aunque su utilizacidén parece restringirse a fenébmenos que se pueden mode-
lar con la ecuacion cuadrética.

En este documento comenzamos describiendo la manera como surgio este estudio,
como parte de un programa mas amplio, para después presentar las principales herra-
mientas conceptuales utilizadas en él. Con base en estas ideas re-formulamos el problema
y presentamos los procedimientos utilizados para recoger, codificar y analizar la informa-
cion. En seguida presentamos y analizamos los resultados. Finalmente, sugerimos algunas
conclusiones.
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Motivacion

El estudio que se reporta aqui surge como consecuencia natural del proyecto del que hace
parte y que se mencioné en el apartado anterior. Ese proyecto se encuentra descrito en
(Gémez y Carulla, 1998) y en el reporte de investigacion sobre las concepciones de los
profesores sobre la funcion cuadratica (Gémez y Carulla, 1999). A continuacién lo descri-
bimos brevemente para efectos de delinear el contexto del estudio objeto de este reporte.

El proyecto marco surgio de varias experiencias que los autores tuvieron en programas
de formacion permanente de profesores de matematicas. En estos programas hemos veni-
do utilizando los mapas conceptuales, los sistemas de representacién y el analisis didacti-
co como herramientas didacticas cuya utilizacion por parte de los profesores tiene como
propdsito hacerlos més conscientes de la complejidad del contenido matematico a ense-
fiar, de la complejidad del proceso de aprendizaje de ese contenido matematico y de la
complejidad del proceso de ensefianza. No obstante, aunque al finalizar los programas de
formacién teniamos la sensacion de que éstos tenian éxito con respecto a los objetivos ex-
puestos arriba, no podiamos asegurar la validez de esos resultados. Por esa razén, decidi-
mos disefiar un proyecto de investigacion en el que se explorara de manera sistematica el
papel que pueden jugar estas herramientas didacticas en las concepciones de los profeso-
res, en particular en su consciencia de la complejidad del contenido matematico a ensefiar,
de su aprendizaje y de su ensefianza.

Reunimos a un grupo de 30 profesores de matematicas de secundaria de colegios ofi-
ciales del Distrito Capital. Algunos de estos profesores habian ya participado en uno o mas
de nuestros programas de formacion permanente de profesores. Otros habian participado
en otros programas de formacion permanente ofrecidos por “una empresa docente” con
esquemas diferentes de los mencionados arriba y otros trabajaban con nosotros por prime-
ra vez. Organizamos los 30 profesores en grupos de por lo menos dos y maximo seis pro-
fesores y desarrollamos un esquema de interaccion estructurado en tres modulos: analisis
de contenido, analisis de instruccion y analisis cognitivo. Cada médulo, que durdé un mes,
estaba compuesto de un seminario inicial, una interaccion intermedia y un seminario fi-
nal. En el seminario inicial nosotros presentabamos las ideas basicas del proposito del mo-
dulo y las tareas que esperabamos que ellos realizaran durante el mismo. En la segunda
mitad de ese seminario los grupos de profesores realizaban un primer borrador de esa ta-
rea. Dos semanas mas tarde, cada uno de los grupos nos visitaba en nuestras oficinas y rea-
lizdbamos una entrevista individual por grupo en la que el grupo nos presentaba el avance
de su trabajo y nosotros reaccionabamos al mismo. Dos semanas mas tarde nos reuniamos
en el seminario final en el que cada grupo presentaba el resultado final de su trabajo a los
compafieros. De esta forma, recogimos, para cada grupo tres producciones (seminario ini-
cial, entrevista, seminario final) por médulo. En total, nueve producciones.

Estas producciones tuvieron a la funcion cuadratica como tema matematico. Las tareas
de los profesores consistieron en producir el anélisis de contenido (la descripcion de la
funcion cuadratica como contenido matematico a ensefiar), el analisis de instruccion (la
manera como este tema se ha ensefiado) y el analisis cognitivo (la descripcion de la mane-
ra como este tema se aprende). Estas descripciones debian hacerse utilizando una herra-
mienta de andlisis y organizacion, por un lado, y una herramienta de representacion por
el otro. La herramienta de andlisis y organizacién eran los sistemas de representacion: los
grupos de profesores debian hacer sus descripciones teniendo a los sistemas de represen-
tacién como elemento organizador. La herramienta de representacién eran los mapas con-
ceptuales: los grupos de profesores debian hacer sus descripciones utilizando mapas
conceptuales. Los grupos de profesores podian ademas presentar ensayos que profundi-
zaran en las ideas que proponian en sus mapas conceptuales y nosotros registramos la in-
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formacién que surgid de la interaccion que tuvo lugar en las entrevistas y en los
seminarios. Nuestra principal fuente de informacién fueron, en todo caso, los nueve ma-
pas conceptuales (tres por cada modulo) que presentaron cada uno de los cinco grupos.

Como se aprecia en la descripcién anterior, el andlisis de instruccion era uno de los tres
modulos que conformaron el esquema de interaccion entre los profesores participantes y
nosotros como investigadores. Con el propdsito de motivar a los profesores participantes,
dado que ellos no recibian ningun beneficio formal por su participacion (e.g., créditos para
el escalafén), y teniendo en cuenta que se buscaba hacer un analisis de la manera como se
ensefia el tema en la escuela, el proyecto preveia que el anélisis de instruccion fuera reali-
zado por los mismos profesores. Les propusimos entonces que, en este modulo, ellos se-
rian los investigadores y nosotros seriamos pares que reaccionariamos a su trabajo. Esta
propuesta los motivo mucho y permitio que el médulo se realizara de acuerdo a lo previs-
to. Adicionalmente y para efectos del trabajo realizado con el analisis de contenido, el es-
tudio y analisis de la manera como el tema se ensefia en las matematicas escolares,
partiendo de diversas fuentes de informacién, les permitié a los profesores contrastar el
trabajo previo que habian hecho en su mapa de contenido y complementarlo.

Para comprender la manera como los profesores realizaron su trabajo y la forma como
nosotros codificamos y analizamos la informacién producida por ellos es necesario pro-
fundizar, al menos parcialmente, en los temas de mapas conceptuales, sistemas de repre-
sentacion y funcion cuadratica. Hacemos esta presentacion en el siguiente apartado.
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Marco conceptual?

M APAS CONCEPTUALES

Introduccion

Los mapas conceptuales son una técnica para representar visualmente la estructura de la
informacion. Es decir, los mapas conceptuales son un sistema de representacion cuyas
normas son relativamente sencillas (Lanzing, 1998): “los conceptos se representan por
nodos a los que se les da una etiqueta por medio de una palabra o una frase corta que
indica el concepto. Las relaciones se representan por lineas (enlaces) que conectan los
nodos” (p. 2).

Aungue esta técnica de representacion ha sido utilizada desde la Edad Media, se con-
sidera que Joseph D. Novak de la Universidad de Cornell fue el pionero en la utilizacion
de los mapas conceptuales en la educacién. El desarrolld esta técnica para determinar
como ocurren los cambios en la comprensidn conceptual de los estudiantes (Novak, 1990,
p.937, citado en McGowen, 1998, p. 38).

Los mapas conceptuales se han utilizado de manera sistematica en la educacién, par-
ticularmente como herramienta para describir el curriculo y como herramienta de la ins-
truccion.

Existe una técnica, relacionada a los mapas conceptuales, llamada “mapas mentales”.
Esta técnica registrada por Buzan, requiere que los mapas conceptuales tengan una jerar-
guia: “un mapa mental consiste en una palabra o concepto central, alrededor del cual se
dibujan de 5 a 10 ideas principales que se relacionan con esa palabra. Este proceso se pue-
de después repetir para cada una de las palabras hijas, tantas veces como se quiera” (Bu-
zan, 1995, citado por Lanzing, p. 4). Williams (1998) llama a estos mapas los “mapas
arafa”.

Como sistema de representacién, los mapas conceptuales tienen dos ventajas impor-
tantes:

= Permite descripciones no lineales del objeto.
= Al tener un caracter gréafico, permite observar la estructura de la descripcién.

Estas dos cualidades son muy importantes para la descripcion de objetos matemaéticos y
su correspondiente discurso matematico. La estructura matematica no es lineal. Un mis-
mo concepto (u objeto) esta relacionado con muchos otros conceptos (u objetos). Y hay ob-
viamente una nocion de estructura que describe la manera como los conceptos se conectan
unos con otros. Aunque estas son caracteristicas bien conocidas de los objetos matemé-
ticos y su correspondiente discurso, este Gltimo se hace, en general, dentro de un texto.
Esto implica, por un lado, que la descripcidn tiene que ser lineal, y, por el otro, que no es
posible ver “graficamente” la estructura del discurso. Hay que deducirla de la lectura del
texto. En consecuencia, en contraposicion con la descripcion textual, los mapas conceptua-
les resultan muy potentes para la descripcion del discurso matematico y, como veremos
maés adelante, cuando se conjugan con la nocidn de sistema de representacidn, esta poten-
cia se multiplica.

Mapas conceptuales como herramienta de investigacion
En este estudio nos interesan los mapas conceptuales como herramienta de investigacion.
Esta no es una utilizacién innovadora de esta herramienta. De hecho los mapas concep-

L presentamos aqui un version parcial del marco conceptual propuesto en (Gémez y Carulla, 1999).
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tuales se han utilizado frecuentemente de esta manera como medio para representar
externamente las estructuras cognitivas de los individuos. Los reportes de McGowen
(1998) y Williams (1998) enumeran una gran cantidad de estudios en matematicas en los
gue se ha utilizado esta herramienta. Ademas, estas dos investigadoras arguyen, con
base en los resultados de estos estudios, que ésta es una herramienta eficiente para estos
propositos.

SISTEMAS DE REPRESENTACION

Introduccion

En esta seccion presentamos algunas reflexiones sobre la nocién de sistema de represen-
tacion. Consideramos, en primera instancia, las diversas definiciones que existen sobre
ella y asumimos nuestra posicion para efectos de concretar el significado que le damos al
término dentro del estudio. En seguida, analizamos la manera como pueden interactuar
los sistemas de representacion y los mapas conceptuales en la presentacion del discurso
matematico y de las actividades de las matematicas escolares cuando se utilizan para
describir un objeto matematico particular.

Significados de “sistema de representacion”

El término “sistema de representacion” tiene diferentes significados en la educacion
matematica. El grupo de trabajo sobre este tema en el PME ha producido cuatro posibles
definiciones del término (Goldin y Janvier, 1998, pp. 1-2):

= una situacion fisica externa estructurada, o un conjunto de situaciones estruc-
turadas en un ambiente fisico que pueden ser descritas matematicamente o
pueden interpretarse en el sentido de involucrar ideas matematicas;

= un entorno lingdistico o un sistema de lenguaje, donde se formula un pro-
blema o se discute matematicas, enfatizando las caracteristicas sintacticas o
semanticas;

= un constructo matematico formal, o un sistema de constructos, que pueden
representar situaciones a través de simbolos o sistemas de simbolos y que
generalmente satisfacen ciertos axiomas o se adaptan a definiciones precisas,
incluyendo constructos matemaéticos que pueden representar aspectos de
otros constructos matematicos;

< una configuracién cognitiva interna individual, o un sistema de tales configu-
raciones, que se deduce a partir de actuaciones o introspeccion, y que descri-
ben aspectos de los procesos de pensamiento matematico y de resolucion de
problemas.

La utilizacion que le daremos al término “sistema de representacion” se acerca a las pri-
meras tres definiciones?. Buscamos utilizar los sistemas de representacion para representar
diferentes facetas de un objeto matematico y trabajamos con los sistemas de representa-
cion bajo el supuesto de que se cifien a un conjunto de reglas que se encuentran condicio-
nadas por las matematicas en general y por el objeto matematico especifico, en particular.
Por estas razones, consideramos que la definicion de Kaput (1992) sobre sistema de nota-
cion se adapta a nuestras necesidades. De acuerdo a esta definicién, “un sistema de nota-

2 Es evidente que estas tres primeras definiciones no son necesariamente coherentes entre si. Es por esta razén
que utilizamos, como eje central, la definicion de Kaput (1992). No obstante, estas tres definiciones complemen-
tan la propuesta de Kaput. En particular, la primera definicion permite introducir como sistema de representa-
cién al conjunto de fenémenos reales cuyo analisis puede requerir de un objeto matematico particular. Este no
seria, en el sentido de Kaput, un sistema de representacion, pero se acoge a la primera definicion. Se podria lla-
mar el sistema de representacion de las aplicaciones. Nosotros lo hemos llamado (tal vez erréneamente) sistema
de representacién verbal. No nos referimos a la descripcion verbal del objeto matematico, sino a la descripcion
de los fenémenos que involucran al objeto matematico en cuestion.
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cion es un sistema de reglas para (i) identificar o crear caracteres, (ii) operar en ellos y (iii)
determinar relaciones entre ellos (especialmente relaciones de equivalencia)” (p. 523). Esta
definicién, que se acerca al segundo significado de Goldin y Janvier, le permite a Kaput
describir las actividades matematicas que tienen lugar en las matematicas escolares, con
base en la nocién de sistemas de representacion:

= transformaciones sintacticamente restringidas dentro de un sistema particu-
lar, con o sin referencia a otros significados externos;

= traducciones entre sistemas de notacion, incluyendo la coordinacion de accio-
nes a través de sistemas de notacion;

= construccién y verificacion de modelos matematicos, lo que es equivalente a
la traduccion entre aspectos de una situacion y conjuntos de notaciones; y

= la consolidacion o cristalizacion de relaciones y procesos en objetos concep-
tuales o “entidades cognitivas” que pueden ser usadas en relaciones y proce-
sos de un orden mas alto de organizacion.

DISCURSO MATEMATICO, MAPAS CONCEPTUALESY SISTEMAS DE
REPRESENTACION

Las matematicas son un discurso acerca de las caracteristicas de los objetos matematicos
y de sus relaciones. Este discurso se debe expresar en un lenguaje. Este lenguaje se basa
en general en uno o mas sistemas de representacion. Esta es la razén por la cual la nocion
de sistema de representacion es trascendental en la descripcidon de los objetos matema-
ticos y sus relaciones y por la cual esta nocion puede constituirse en el eje organizador de
los esfuerzos de descripcién de estos objetos. El hecho de que la mayoria de las activida-
des matematicas de la escuela pueda ser descrita en términos de sistemas de representa-
cion corrobora la potencia de esta nocién.

En general, no es posible representar toda la complejidad de un objeto matematico en
un Unico sistema de representacién. La utilizacion de una variedad de sistemas de repre-
sentacion simultaneamente permite apreciar esta complejidad.

Introducimos entonces la nocion de elemento dentro de un sistema de representacion
cuando se esta describiendo un objeto matematico. Un elemento es

< una forma de representar un objeto matematico (e.g., una forma simbolica de
la funcion cuadrética, un representante grafico de la parabola, una descrip-
cion de una forma de construir geométricamente la pardbola, una categoria
de fendmenos que involucran la cuestion cuadratica) o

= una parte de esa forma de representar al objeto (el parametro h en la forma
candnica, el vértice en la representacion gréafica).

Cuando el objeto matematico se representa en un mapa conceptual, un elemento puede
estar identificado por una caja 0 un conjunto de cajas. En otras palabras, un elemento es
un submapa que tiene significado matematico propio. En ese tipo de representacion, los
elementos estan relacionados:

= con otros elementos dentro de la forma particular o dentro del sistema de
representacion en el que se encuentran;

= con otra representacion de ese mismo elemento en otro sistema de representa-
cion;
< con un fenédmeno que lo involucra; o

= tienen papaés e hijos dentro de la estructura de relaciones.
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La relacion o conexién de elementos dentro de un mismo sistema de representacion repre-
senta la transformacidn sintactica de la primera actividad de Kaput. Estas transformacio-
nes sintacticas permiten hacer la conexién entre dos o mas elementos pertenecientes a un
mismo sistema de representacion. La relacion entre un mismo elemento en dos sistemas
de representacion se refiere a las traducciones entre sistemas de representacion a las que
se refiere Kaput en su segunda actividad matematica. La relacién de un elemento con un
fendmeno tiene que ver con la tercera actividad matematica propuesta por Kaput. Final-
mente, las actividades matematicas a las que se refiere Kaput tienen que ver con estas re-
laciones o conexiones entre elementos. La relacidon de familia, insinda la materializacion
gue €l menciona en su Ultima actividad. Es la estructura la que muestra cémo un procedi-
miento (que transforma elementos) hace parte de una estructura mas compleja. Desde la
perspectiva de esta estructura mas amplia, ese procedimiento se puede mirar como perte-
neciente a un concepto y ese concepto puede ser el objeto de otro procedimiento. En otras
palabras, es posible considerar la problematica de la dualidad entre conceptos y procedi-
mientos con base en los sistemas de representacion y los mapas conceptuales.

FUNCION CUADRATICA

Justificacion

Debemos diferenciar el término “funcién cuadréatica” del término “cuestiéon cuadratica”.
El primero impone la visién funcional del objeto en cuestion, mientras que el segundo
permite ampliar el objeto de estudio a aquello en lo se involucra el proceso de “elevar al
cuadrado”. Desde esta perspectiva, la cuestion cuadréatica aparece en multiples ocasiones
en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas escolares. No obstante, este objeto
matematico asume una presencia clara cuando se trata la ecuacion cuadratica y la proble-
matica de su resolucion. Alli aparece uno de los temas clasicos de las matematicas de la
secundaria: la férmula cuadratica. Otro lugar “clasico” en el que se trata la cuestion cua-
drética es el teorema de Pitdgoras, donde se hace necesario elevar al cuadrado y sacar
raiz cuadrada. Hay otros momentos importantes en los que la cuestion cuadratica apa-
rece en las matematicas escolares. Por ejemplo, cuando se consideran las cénicas y sus
graficas. Finalmente, la funcion cuadratica tiene también un lugar preponderante, en
segundo lugar Unicamente con respecto a la funcion lineal. En resumen, la cuestién cua-
dratica es un tema que permea por una buena parte de las matematicas de la educacion
media. ;Cémo describir, en términos de Ruiz (1993), las invariantes esenciales de este
objeto matematico desde la perspectiva de las matematicas escolares?

Para describir un objeto matematico es necesario asumir una posicion con respecto a la
“ventana” que se quiere utilizar para hacerlo. En nuestro caso, hemos escogido dos di-
mensiones que determinan nuestra posicién: los sistemas de representacion y la aproxi-
macidn funcional. En un apartado anterior ya justificamos la utilizacién de los sistemas de
representacion como eje organizador de la descripcién de los objetos en las matematicas
escolares. Aqui podemos mencionar Unicamente que esta dimensién permite introducir
“orden” en la multiplicidad de elementos y relaciones que caracterizan un objeto matema-
tico. Por el otro lado, utilizamos la visién funcional porque se ha reconocido a la nocién de
funcién como eje conductor de las matematicas del Gltimo ciclo de secundaria (Leindhardt
etal., 1990). La aproximacion funcional no restringe el tipo de presentacién que se puede
hacer del objeto en cuestion. Sencillamente obliga a “ubicar” los elementos en una posi-
cion diferente de la que podrian tener si se utilizara otra aproximacion (por ejemplo, las
diversas manipulaciones simbdlicas involucradas en la resolucion de la ecuacién cuadra-
tica aparecen en diversos lugares de la descripcién de la cuestion cuadratica, dependiendo
de la vision que se asuma para hacer esta descripcion).

Comenzamos entonces por identificar cinco sistemas de representacion relevantes
para la descripcion de la funcion cuadratica: simbélico, grafico, geométrico, numérico y
verbal. En el sistema de representacion simbolico encontramos cuatro formas simbdlicas
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(estandar, candnica, multiplicativa y de foco). Cada una de estas formas involucra una se-
rie de parametros que determinan caracteristicas particulares de la funcién. Los parame-
tros se encuentran relacionados entre si. La cuestion cuadratica, y en particular los
conceptos y procedimientos relacionados con la ecuacién cuadratica, aparecen en una de
las formas simbolicas. Todas las caracteristicas graficas de la funcién cuadréatica encuen-
tran obviamente su expresion en el sistema de representaciéon simbdlico.

En el sistema de representacion grafico se hacen patentes otras caracteristicas de la fun-
cion cuadratica. Alli aparecen diversos elementos (puntos de corte con los ejes, eje de si-
metria, directriz, vértice, crecimiento, concavidad, etcétera) que permiten apreciar el papel
de los parametros mencionados en el parrafo anterior. Algunos de estos elementos de la
representacion grafica adquieren ain mas significado cuando se considera el sistema de
representacién geomeétrico. En este sistema de representacion, es posible apreciar caracte-
risticas de la funcidn cuadratica desde la perspectiva de la construccién geométrica de la
parabola. Esta construccion se puede hacer en el plano o en el espacio, siendo ésta Ultima
la construccion que da origen a todas las conicas. En este sistema de representacion se
identifican otros elementos que aportan a la descripcion del objeto.

Aunque la representacion numérica es muy utilizada en las matematicas escolares, su
caracter discreto restringe la descripcion de un objeto visto desde la dimension funcional.
En todo caso, en esta representacion es posible apreciar algunas de las caracteristicas y ele-
mentos identificados en las representaciones simbolicas, graficas y geométricas. Por el
otro lado, el sistema de representaciébn verbal nos permite introducir el andlisis
fenomenoldgico de la funcién cuadratica®. Esto es, la diversidad de fenémenos en los que
este concepto esta involucrado. Alli se encuentran fendmenos propios de la fisica (como la
caida de cuerpos y la optimizacién de areas), de la ingenieria (como las antenas parabo-
licas, las lamparas y los lentes) y propias de lo numérico.

La descripcion anterior muestra el alto nivel de complejidad de la funcién cuadratica
como objeto de ensefianza en las matematicas escolares. Su tratamiento simbdlico involu-
cra diversas formas; su tratamiento grafico es rico en elementos y relaciones; su tratamien-
to geométrico presenta diversas aproximaciones a su construccion; y es un objeto que se
encuentra involucrado en gran nimero de fenédmenos de diversos tipos. Toda esta riqueza
se multiplica cuando se tiene en cuenta que cada elemento de un sistema de representa-
cion se encuentra relacionado con otros elementos en otros sistemas de representacion, y
gue existen multiples conexiones dentro de cada uno de estos sistemas.

MAPA CONCEPTUAL DE LA FUNCION CUADRATICA

En este apartado introducimos el mapa conceptual que nosotros, como investigadores,
realizamos de la funcién cuadratica. Iniciaremos con la descripcion de la manera como
los sistemas de representacion ayudaron a caracterizar las categorias organizadoras del
mapa conceptual y terminaremos con la presentacion del mapa.

Sistemas de representacion

Dada la funcién cuadratica tomamos en cuenta para su descripcion aquellos conceptos
gue aparecen en el saber escolar colombiano. Por lo tanto, no tuvimos en cuenta concep-
tos como transformaciones geométricas en el plano, ni teoremas y resultados generales
comunes a todas las funciones polindmicas (aunque muchas de las caracteristicas de la
funcién cuadrética estan ligadas a ellas), ni tuvimos en cuenta el concepto de compara-
cién entre funciones, por considerarlo de caracter general y no especifico a la funcién

3.En una nota de pie de pagina anterior ya hicimos algunas aclaraciones sobre este sistema de representacion.
Lo presentamos como un sistema de representacion de caracter diferente a los demas (dado que no es posible
identificar las normas que lo rigen en el sentido de Kaput (1992)). Por otro lado, el nombre que le hemos dado a
este sistema de representacion es un poco desafortunado. Debimos llamarlo “aplicaciones” o algo similar. No
hemos cambiado el nombre porque éste fue el que utilizamos en la interaccién con los profesores y sus produc-
ciones lo denominan de esta manera.
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cuadratica. Tampoco incluimos descripciones relacionadas con el calculo diferencial e
integral. Una vez identificados los conceptos que ibamos a tener en cuenta para el mapa,
definimos cinco categorias para su descripcion. Cada categoria posee un lenguaje propio
con una sintaxis propia que provienen de unos campos matematicos especificos. Estas
categorias son los sistemas de representacion y cada una de ellas sera un submapa. A
continuacién presentaremos las caracteristicas principales de la funcidn cuadratica y
definiremos cada uno de los cinco sistemas de representacion.

Simbdlico (S)

El lenguaje utilizado, en este sistema de representacién, es el propio del campo alge-
braico y las reglas que lo sustentan son las de la estructura algebraica de los nameros rea-
les. Este sistema de representacidn se organizo de acuerdo con las 4 formas simbélicas
gue representan la funcién cuadratica (estandar, candnica, multiplicativa y foco). Para
cada una de ellas se analiz6 el significado de cada uno de los parametros con el fin de
describir las caracteristicas de la funcién. Los parametros nos permiten describir aspectos
como crecimiento, decrecimiento, concavidad, puntos criticos, maximos, minimos y rai-
ces. Por otro lado se describi6 la relacion de equivalencia entre las diferentes formas sim-
bolicas explicitando los procesos algebraicos (traducciones sintacticas) que permiten
transformar unas expresiones en otras. Por ejemplo, para pasar de la forma estandar a la
candnica se utiliza la completacién de cuadrados.

Gréfico (GR)

Cuando hablamos del sistema de representacion grafico, hacemos referencia a la repre-
sentacion en el plano cartesiano. Por consiguiente, el lenguaje y las reglas sintacticas son
las del plano cartesiano. En el mapa se encontraran graficas y frases que hacen referencia
a lo gréafico. Aqui no se incluyen representaciones como la recta numérica o balanzas o
mufiecos que para otros temas matematicos pueden jugar un rol importante y habria que
especificarlos. Este sistema cuenta con dos submapas, uno que describe los elementos
gréaficos de la funcidn cuadratica y sus caracteristicas como foco, directriz, segmento
focal, pardbola y gréafica. El otro que, a partir de la nocién de familia, describe el rol de los
parametros con respecto a la gréfica de la funcién en donde se hace una conexién impli-
cita entre los parametros de las formas simbdlicas y sus efectos en las gréficas.

Geométrico (G)

El lenguaje que se utiliza en este sistema de representacion es el de la geometria. Los con-
ceptos aqui descritos son geométricos. Aunque en este sistema de representaciéon también
se pueden hacer gréficos, se diferencia con el anterior porque no estamos dotando al
plano del sistema de referencia cartesiano. Como se puede ver en el mapa, tanto en el sis-
tema grafico como en el geomeétrico se encuentran descritas caracteristicas geomeétricas
pero en lenguajes diferentes. Esta representacion tiene dos submapas, uno que describe la
construccion de la parabola en el plano de tal manera que se puede ver el rol del vértice y
la directriz en la construccion de la parabola y el otro que describe la construccion en el
espacio presentando la pardbola como una cénica.

Numérico (N)

En este sistema de representacion hablamos de los valores numeéricos de la funcidn. Se
pueden representar los valores de diferentes formas. Por un lado, valores especificos para
un x determinado; y, por el otro, agrupaciones en tablas para diferentes valores de la fun-
cion. Al dar valores a la funcion estamos en una representacion discreta. Nuestro mapa se
divide en dos submapas. Uno en el que se describe, en términos generales, lo que es una
tabla de valores para la funcién cuadratica, y otro en que se destacan los valores especia-
les de la funcidn cuadratica. Estos valores especiales son, por ejemplo, aquellos donde se
anula la funcion, la imagen de cero o la imagen de h.
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Verbal (V)

El significado que dimos a este sistema tiene que ver con la manera como, a partir del len-
guaje comun, podemos representar situaciones tanto del mundo real como del mundo de
las matematicas, para las cuales el modelo que las describe es la funcién cuadratica o con-
ceptos ligados a ella. Estas situaciones pueden ser modeladas en cualquiera de los otros
sistemas de representacion.

El mapa
La construccion del mapa tuvo diferentes etapas. En la primera se identificaron los siste-
mas de representacion y se determiné lo que los caracterizaba junto con los elementos
gue deberian ir en ellos. En la segunda etapa se fue describiendo la funcién cuadratica y
discutiendo sobre la mejor manera de organizar la informacién. El trabajo con los maes-
tros y sus mapas fueron de gran ayuda para este proceso. Aunque en algunas versiones
intermedias figuran elementos de los mapas de los maestros, que en su momento nos
parecieron importantes, la versién final presenta esa informacién pero organizada de
manera diferente. Es el caso por ejemplo de una tabla de relacion entre parametros que
hizo uno de los grupos y que en un principio incluimos en nuestro mapa pero que des-
pués termind siendo el submapa de las relaciones entre las diferentes formas simbélicas.

El mapa quedo organizado por los cinco sistemas de representacion anteriormente
descritos. Por otro lado, nuestro mapa presenta diferentes tipos de conexiones. Dado que
el mapa completo no lo podemos poner en una sola hoja, se codificaron las uniones del
mapa mediante una caja marcada con la inicial del sistema de representacién y el numero
de la uniodn. Las conexiones implicitas se ven cuando, por ejemplo, en el sistema de repre-
sentacion numérico o en el gréafico utilizamos los parametros de las formas simbélicas. Las
conexiones entre diferentes sistemas de representacion se presentan en cajas de forma no
rectangular con flechas. La caja lleva el nombre de la inicial del sistema de representacion
de donde sale la conexion y la inicial de Otros para indicar la conexién con otros sistemas
de representacion (SO, GO, GRO, VO o NO). Cuando la conexién es interna, ésta se codi-
fica con la doble inicial del sistema de representacion de donde ella sale y entra (SS, GG,
GRGR, VV 0 NN).

Los mapas de referencia mencionados en este apartado se encuentran en el anexo 2de
este documento.
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Problema

El problema al que enfrentamos a los profesores consistia en describir la manera como se
ensefa el tema de la funcidn cuadratica en las matematicas escolares. Ellos debian hacer
este trabajo basdndose en una serie de herramientas didéacticas que venian utilizando
dentro del proyecto. En particular, se esperaba que ellos utilizaran sus mapas conceptua-
les como herramienta de codificacién de la informacion. Recordemos, por otro lado, que
estos mapas conceptuales del contenido matemético estaban organizados con base en los
sistemas de representacién. Los profesores tenian la posibilidad de complementar esta
codificacion con textos adicionales.

Acordamos con los profesores reducir a un minimo la complejidad de esta codificacion
y descripcién. Por esa razon, les sugerimos que se centraran en la identificacion de la se-
cuencia con la que los elementos de su mapa (o del mapa complementado) eran vistos por
cada una de las fuentes de informacidn y en la manera como esa fuente manejaba los sis-
temas de representacion.

Por nuestra parte, nuestro problema, como asesores de este proceso, consistia en reco-
ger la informacién producida por los profesores, codificarla y analizarla, con el propésito
de caracterizar la ensefianza de la funcion cuadrética en las mateméticas escolares.

A continuacion describimos el procedimiento utilizado por los profesores y por noso-
tros, como asesores, para llegar a los resultados que se presentan mas tarde.
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Procedimientos

TRABAJO DE LOS PROFESORES

Como describimos en un apartado anterior, el médulo de instruccién era el segundo
madulo de los tres que conformaron el esquema de interaccion con los profesores. Des-
cribimos a continuacion la organizacion general de este proceso?.

Esquema de interaccion y trabajo con los profesores

Dado que este no era un programa formal de desarrollo profesional, la inscripcion de los
profesores en el proyecto no siguié el esquema tradicional que utilizamos para estos efec-
tos. Contactamos a los profesores que han participado recientemente en nuestros progra-
mas de formacidn permanente de profesores de matematicas y los invitamos a una
reunién. En esta reunién les describimos los propositos y el esquema de trabajo que pen-
sdbamos desarrollar. En esta descripcién se insistio en que el proyecto no era de desarro-
llo profesional, sino de investigacion y que ellos serian la principal fuente de informacién
para el estudio. Por lo tanto, los profesores no recibirian beneficios formales (como crédi-
tos en el escalafén docente). El principal beneficio de su participacion era la vivencia de
la experiencia misma y lo que ésto les podria aportar. Motivamos a los profesores indi-
candoles que éste seria un proyecto de investigacion conjunto en el que, ademas de ser
fuente de informacidn, ellos también asumirian el papel de investigadores en una de las
fases del estudio.

El compromiso que los profesores debian asumir era importante. Por un lado, se
comprometian a asistir a los seis seminarios que duraban cuatro horas cada unoy alas tres
entrevistas por grupo, de una hora cada una. Por el otro, se comprometian a trabajar du-
rante los tres meses, reuniéndose en grupos y produciendo los documentos que se les pe-
diria en cada ocasién. Se necesitaba ademas que los directivos de su institucion escolar
estuvieran de acuerdo con su participacion en el proyecto. Logramos conformar un grupo
de 30 profesores que estaban interesados en ser parte del proyecto.

Esguema de trabajo
Dados los propésitos del estudio, nosotros buscamos que el esquema de trabajo con los
profesores “simulara” los principales aspectos de nuestros programas de formacion per-
manente de profesores. Estos aspectos se refieren a dos dimensiones: el contenido y la
interaccion. La dimensién de contenido se debia caracterizar por centrarse en un tema
matematico especifico (en este caso, la funcién cuadratica); por tratar ese contenido mate-
matico con la aproximacion del analisis didactico (analisis de contenido, analisis de ins-
truccion y analisis cognitivo); por tomar los sistemas de representacién como eje
organizador del tratamiento del contenido matematico; y por utilizar los mapas concep-
tuales como herramienta descriptiva. La dimensidn de interaccidon se debia caracterizar
por buscar que los profesores produjeran su trabajo en grupo; por crear espacios de socia-
lizacion de las producciones de los profesores; y por crear espacios de interaccién indivi-
dual entre los grupos de profesores y nosotros, como investigadores. Con base en estos
principios, el esquema de trabajo se realiz6 como se tenia previsto en el disefio original.
Lo describimos brevemente a continuacion.

Los profesores se organizaron en grupos de acuerdo a sus afinidades y a la facilidad
con que ellos podrian reunirse periédicamente para realizar el trabajo. Algunos grupos te-
nian varios profesores de una misma institucion. Cada uno de los grupos tuvo que realizar

4 Esta es la misma descripcidn que se presenta en (Gémez y Carulla, 1999)

REPORTE CUADRATICAS Al 12



una serie de actividades relacionadas con el andlisis didactico de la funcién cuadratica. Es-
tas actividades buscaban crear un espacio de trabajo en el que se produjera una serie de
documentos y se realizara una serie de reuniones y de entrevistas. Las actividades estu-
vieron compuestas por “moédulos”. Cada moédulo tuvo la misma estructura y correspon-
dié a un tema diferente. Los temas fueron: analisis de contenido, analisis de instruccion y
analisis cognitivo.

La estructura de cada médulo estuvo compuesta de un seminario inicial, una entrevis-
ta de cada grupo con los investigadores y un seminario final. En el seminario inicial de
cada modulo se hizo una presentacion del propoésito del médulo y se le pidié a los grupos
de profesores que hicieran una primera aproximacion al trabajo correspondiente. Por
ejemplo, en el caso del médulo sobre analisis de contenido, al inicio de la reunién se intro-
dujo el propésito del mismo, se presenté la funcién cuadratica como tema matematico, y
se recordaron las principales caracteristicas de los mapas conceptuales y de los sistemas
de representacion. En seguida, se pidié a cada grupo de profesores que produjeran un pri-
mer mapa conceptual del analisis de contenido para la funcién cuadratica. Esto produjo
un documento (mapa conceptual) que fue utilizado como fuente inicial de informacion
para este aspecto del proyecto. En seguida, se pidi6 a los grupos de profesores que, duran-
te las siguientes dos semanas, se reunieran por su cuenta, y que trabajaran en la produc-
cion de una mejora de ese mapa conceptual. Esto produjo un segundo documento que
ellos trajeron a una entrevista en la que el grupo presenté a los investigadores el fruto de
su trabajo y justificaron su contenido. Este segundo documento y el registro de los comen-
tarios de los profesores durante esta segunda entrevista fueron dos fuentes de informacién
intermedias. Los investigadores reaccionamos a este trabajo y le pedimos a cada grupo de
profesores que mejoraran su trabajo para ser presentado en el seminario final del médulo.
Alli cada grupo entregé una version final de su trabajo y se hizo una puesta en comun del
trabajo de todos los grupos. Este documento final y la discusion producto de la puesta en
comun fueron las fuentes finales de informacion para el médulo correspondiente.

El proceso anterior se realizé para cada uno de los tres modulos: analisis de contenido,
analisis de instruccion y analisis cognitivo. EI médulo de analisis de instruccion se trabajo
de una manera particular, pues en él, los profesores asumieron el papel de investigadores,
explorando, con base en el trabajo previo del médulo de analisis de contenido, la forma
como se ensefia el tema en cuestion. Se hizo una reunién final con los profesores después
de la finalizacion del tercer médulo.

Modulo de analisis deinstruccion

Cuando se inici6 este modulo, los grupos de profesores ya habian producido tres versio-
nes diferentes de su mapa de contenido. El propésito de este médulo era el de describir, a
partir de diversas fuentes de informacién, la manera como se ensefia el tema en el &mbito
de las matematicas escolares.

En el primer seminario, los asesores describieron el problema y motivaron una discu-
sion acerca del problema de describir la instruccién de tema matematico particular. Se des-
cribid la problematica general del concepto de curriculo y, en particular del disefio y el
desarrollo curricular a nivel micro.

Recoleccién y codificacion de la informacion
Se sugirié que habia diferentes fuentes posibles de informacién. Entre ellas:

= libros de texto,

= documentos oficiales,

= experiencia de colegas y
= la propia experiencia.

Los profesores quedaron en la libertad de escoger sus fuentes de informacion, aunque se
esperaba que cada grupo produjera informacion de por lo menos tres fuentes diferentes.
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Dado que la mayoria de las fuentes de informacién no tendrian la “forma” de un disefio
curricular, se decidio escoger, de los diferentes aspectos del curriculo, aquellos que pudie-
ran representarlo de mejor manera, teniendo en cuenta la informacion disponible. Por esa
razon, se decidio tener en cuenta los objetivos y la secuencia de temas con la que la fuente
presenta el tema (ya sea en el libro de texto, o, por ejemplo, en la descripcion de un colega
acerca de la manera como trata el tema). Puesto que este grupo de profesores venia traba-
jando con los sistemas de representacion, se sugirio que ellos sirvieran como eje organiza-
dor de la codificacion de la informacion.

Para la codificacién misma, los grupos de profesores utilizaron los mapas conceptuales
de contenido que habian producido en el mddulo anterior. Esto les permitié tener un es-
guema comun para recoger y codificar la informacion. Este instrumento permitié tener un
mapa conceptual para cada fuente de informacion. En este mapa, el grupo de profesores
marcaba cada uno de los elementos abordados por la fuente de informacion y lo identifi-
caba dentro de la secuencia.

En algunos casos, los profesores utilizaron un mismo mapa para varias fuentes de in-
formacion (por ejemplo, los libros de texto) e hicieron sus marcas con diferentes colores.
Esto permitio identificar los elementos comunes a las diversas fuentes y aquellos elemen-
tos que eran propios de una sola fuente. Adicionalmente, cada grupo de profesores pro-
dujo un texto en el que registré informacién adicional que no podia ser codificada en los
mapas y presento opiniones sobre cada una de las fuentes.

En el anexo 1 presentamos un ejemplo de un conjunto de mapas producido por uno de
los grupos de profesores. Con el reporte (Gomez y Carulla, 1999) se adjuntaron todos los
mapas de los profesores.

TRABAJO DE LOS ASESORES

Los asesores nos encontramos entonces con un grupo de diez mapas conceptuales (dos
por grupo) codificados de acuerdo al procedimiento descrito en la seccion anterior. Adi-
cionalmente teniamos un grupo de documentos que complementaban la infor-
macioén codificada en los mapas.

Dado que nuestro proposito central era el de analizar el trabajo producido por los pro-
fesores, para efectos de caracterizar la instruccion de la funcidn cuadrética en las matema-
ticas escolares, y dado que teniamos una gran cantidad de informacion, nuestro trabajo
consistio en disefiar un instrumento que nos permitiera describir de manera resumida y
organizada la informacién que teniamos disponible.

Para ello, decidimos hacer un primer andlisis de la informacidn con el proposito de te-
ner una idea general de su contenido. Muy rapidamente vimos que las descripciones pro-
venientes de las diferentes fuentes eran muy similares e involucraban un nimero bastante
reducido de los elementos descritos en los mapas conceptuales. Esto nos permitié identi-
ficar estos elementos para efectos organizar la informacion. A continuacién los describi-
mos brevemente, organizandolos por sistemas de representacion. Estos elementos se
encuentran identificados en los mapas de referencia de la funcion cuadratica que se pre-
sentan en el anexo 2.
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Categorias de andlisis

Sistema de representacion simbélico

Forma candnica

La forma canénica de representar la funcion cuadratica, f(x) =
a(x-h)2+k

Forma estandar

La forma estdndar de representar la funcién cuadrética,
f(x)=ax?+bx-+c. En algunas ocasiones se consideran casos par-
ticulares y se mira como suma de una funcién de &rea, una
funcién lineal y una funcion constante (ver abajo)

Suma de funciones

El hecho de mirar la forma can6nica como una suma de fun-
ciones (punto anterior). Se analiza el caso basico (x2), para
después agregar los otros elementos

Polinomio 22 grado

Se mira la funcion cuadratica desde la perspectiva del estudio
de polinomios

Casos particulares

Se estudian casos particulares de la funcion cuadrética (en
algunos casos este punto se relaciona con el procedimiento de
la suma de funciones descrito arriba)

Forma x2

Ya se menciond arriba. En algunas ocasiones se parte de esta
forma para estudiar las traslaciones

Formas incompletas

Relacionado con los anteriores. Por ejemplo, el analisis de fun-
ciones de la forma f(x):ax2+c

Dilatacion

Analisis del pardmetro a en las formas estandar y canonica

Ecuacién cuadratica

Trabajo con la ecuacidn cuadratica y su resolucion por medio
de la formula cuadratica

Factorizacion

Procedimiento para hallar ceros de la funcion

Completacién cuadrados

Procedimiento para pasar de la forma estandar a la forma
canénica

Discriminante

Elemento del procedimiento de la formula cuadrética para
caracterizar las soluciones de la ecuacién cuadratica

Sistema de representacion grafico

Proviene de tabulacion

El trabajo de las gréficas se hace con base en la tabulacién

Produccion por traslacio-
nes

El trabajo de las graficas se hace con base en traslaciones y
dilataciones

Raices

Identificacion y/o andlisis de las raices de la gréaficas

Concavidad

Identificacién y/o andlisis de la concavidad de la gréfica

Eje de simetria

Identificacién y/o analisis de la gréafica

Vértice

Identificacion y/o andlisis del vértice de la grafica

Traslaciones

Trabajo con traslaciones y dilataciones de la gréafica

Maximos y minimos

Identificacién y/o analisis de maximos y minimos de la gra-
fica

Crecimiento

Anadlisis del crecimiento de la grafica

Sistema de representacion numeérico

Viene de simbolico

El trabajo en lo numérico parte de la representacion simbélica

Pasa a gréfico

El trabajo en lo numérico sirve de base para la produccion de
la gréafica
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Aplicaciones

Area Problemas de area
Movimiento parabolico | Problemas de movimiento parabdlico

Proporcién adrea Un grupo menciond este tema

Procedimiento de codificacién

Con base en las categorias anteriores y a partir de los documentos (mapas y texto) pre-
sentados por los profesores, produjimos una tabla (que se presenta en el apartado
siguiente) cuyas columnas contienen las categorias y las filas cada una de las fuentes de
informacion. Para cada una de las fuentes de informacién identificamos aquellas casillas
en las que la fuente trataba el tema correspondiente y codificamos con un namero la
secuencia de tratamiento de las mismas. En los casos en los que dos 0 mas casillas tienen
el mismo numero, esto significa que los temas se presentan conectados y se tratan con
algun grado de simultaneidad.
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Resultados

La tabla 1 presenta los resultados del proceso de codjficacion descrito en el apartado
()
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Gupo 1
Oficial 1 41313 5 12 1
Colega 1 1 3 4 5 412
Col ega 2 1 4 5 3 2
Texto 1 6|5 7 8 9 3|4 2 1
Texto 2 6|7 6 8 5|8 3 4 211/9
G upo 2
Col egas 1 4|15|5 213
Texto 3 1 3|5 2 6|6
Texto 4 2|1 1 11 11112122
G upo 3
Texto 5 3|1 3 6 3/4/|5 213
Texto 6 3111 5 41414 2
G upo 4
Texto 7 6|2 413[9/9]9 5 7|8 1
Texto 8 2 1 7 3 10 12/ 3|8 |6 |11| 9 4|5 ]11|11
Experiencial/l | 1 4 4|3 4 2 5|5
G upo 5
Texto 9 1{1|/3]|3 5 2|52 4 6|6
Texto 10 1 4 5|3 2
Texto 11 6 112|314 7 5|5
COficial 2 111 4 3 2 5|5
Oficial 3 2|4 4 5|3 2 11
Tabla N° 1. Resultados de la codificacion

ANALISIS

El analisis de la tabla anterior nos permite identificar algunas caracteristicas basicas de la
instruccién de la funcidn cuadratica en las matematicas escolares. Hacemos este analisis
considerando primero factores generales y estudiando después caracteristicas particula-

res dentro de cada uno de los sistemas de representacion.
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CARACTERIZACION GENERAL

El primer factor que hay que destacar es el nimero reducido de elementos que se tienen
en cuenta cuando se ensefia la funcidn cuadratica en la escuela. Basta comparar la
segunda fila de la tabla (y la tabla 1 presentada en el apartado anterior) con los mapas de
referencia (anexo 2) para identificar una gran brecha entre la riqueza potencial del tema
dentro de las matematicas escolares y lo que realmente se considera en su instruccion.

Aunque hay diferencias entre las diferentes fuentes de informacién®, encontramos una
gran cantidad de puntos de encuentro en la manera como las diferentes fuentes de infor-
macion se aproximan al tema. Las diferencias tienden a aparecer en el nivel de detalle con
gue se tratan algunos aspectos, pero estas diferencias no parecen provenir de aproxima-
ciones diferentes a la ensefianza y el aprendizaje del concepto matematico. Esta aproxima-
cion se puede caracterizar con base en varios factores:

= el trabajo se centra en la ecuacion cuadrética y en los procedimientos para su
resolucion;

= el analisis simbdlico se restringe casi que exclusivamente a la forma estandar;

< el andlisis grafico tiende a identificar algunos de los elementos de la gréfica,
pero no establece conexiones funcionales con los otros sistemas de representa-
cion;

= el sistema de representacidon numérico sirve principalmente de puente entre
el sistema de representacion simbolico y el sistema de representacion grafico;
y

= el sistema de representacion de aplicaciones sirve, en algunos casos, como
motivacion y, en la mayoria de los casos, como finalizacion, aunque su utiliza-
cion parece restringirse a fendbmenos que se pueden modelar con la ecuacién
cuadrética.

Es posible intuir una secuencia mas o menos generalizada en el tratamiento del tema. Esta
secuencia parte de la forma estandar (cuando se comienza por las aplicaciones, esto se
hace por razones de motivacion), pasa a lo numeérico como puente para producir la gréafi-
ca, se analizan algunos elementos de la grafica y se regresa a lo simbélico para, en algunos
casos considerar la forma candnica y, en todos los casos, considerar en detalle la proble-
mética de la resolucion de la ecuacion cuadratica. En algunos casos se regresa a la gréfica
para interpretar los resultados de estos procedimientos. Se termina en el estudio de feno-

5.Y, de hecho, hay diferencias en las codificaciones de diferentes grupos para una misma fuente de informacién.
No consideramos que estas diferencias (aunque implican deficiencias del proceso de codificacion) fueran rele-
vantes para el andlisis final. Adicionalmente, esta circunstancia era un factor condicionante del trabajo que
nosotros, como asesores, podiamos realizar. Debiamos trabajar sobre la informacién entregada por los profeso-
res y no era posible reformular el instrumento y pedirles que repitieran el procedimiento.

REPORTE CUADRATICAS Al 18



menos que se pueden modelar con la ecuacion cuadréatica. Una simplificacion de esta se-
cuencia se presenta en la figura 1.

|—>I\Umri<:(—> G fic
Sinb lic

Ecuaci
cuadr ti

-------- Apl i caci ol

Figura N° 1. Secuencia de instruccién

Este tipo de secuencia parece centrar la aproximacion a la funcién cuadrética en los aspec-
tos simbolicos y procedimentales. Este es un punto importante que se corrobora con lo que
nosotros encontramos en la exploracion de las concepciones de los profesores (Gémez y
Carulla, 1999). Alli percibimos que, para la mayoria de los grupos de profesores, la “cues-
tion cuadrética” estaba directa y principalmente relacionada con la problematica de la
ecuacién cuadrética. Inversamente, esta situacion se explica ahora cuando encontramos
gue los libros de textos y algunos documentos oficiales se aproximan al tema de esta ma-
nera.

Otra caracteristica importante de la instruccion es la existencia de un nidmero muy re-
ducido de conexiones entre los sistemas de representacion (aspecto que también se corro-
boré en el estudio que se acaba de mencionar). Las conexiones tienden a girar alrededor
de la ecuacion cuadratica y entre los sistemas de representacién simbdlico, grafico y nu-
mérico. Por un lado, la poca atencion que se da a la forma candnica y la inexistencia de las
formas multiplicativa y de foco (ver mapas, anexo 2) es una evidencia de este punto. No
parece haber ningun tipo de analisis interconectado de los parametros de las diversas for-
mas simbadlicas. Por el otro, tampoco puede haber un analisis de la relacion entre los para-
metros y, menos aun, dado que no aparece, de los significados de la parabola como
construccion geométrica. Esta falta de conexidn entre los sistemas de representacion es cla-
ve para lacomprension (Hiebert y Carpenter, 1992; Kaput, 1992). Este y otros de los aspec-
tos mencionados hasta ahora son confirmados por los profesores en sus textos:

Lo propuesto en los textos, no es suficiente para garantizar la obtencién de los logros que se
plantean. Del tema se trabajé muy poco, tanto en los textos, como en las clases, por parte del
profesor. Se dictan los conceptos desligados. Se hace mayor énfasis en una de las representa-
ciones simbdlicas (general) y otras se ignoran. De las expresiones simbolicas que se estudian,
no se profundiza en ellas, ni se relaciona con las otras expresiones y representaciones.

La mayoria de los docentes empiezan con la funcién cuadratica con la representacion simbg-
lica y=ax?; pasan a la tabular y gréfica. En la representacion gréfica se hace un analisis don-
de se observan las caracteristicas y elementos de la parabola y se repite el ciclo para
y=ax?+bx+c. Para y=ax? el vértice se da y observa claramente y en y=ax?+bx+c, se resalta
el vértice graficamente, pero no se completa el cuadrado, o si se completa no se adquiere des-
treza en esa parte algebraica.

En ninguno estudian las cinco representaciones. Hay mayor énfasis en la parte simbdlica.
Trabajan maximo dos clases de parametrizacion. Hay bastante énfasis en la deduccion y la
aplicacion de la formula general para hallar las raices de la ecuacion de segundo grado.
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Toda esta situacion parece tener una explicacién, cuando se analiza la manera como los
documentos oficiales sugieren la ensefianza de la funcion cuadratica. Uno de los grupos
de profesores presentd los objetivos para la funcion cuadratica en un documento oficial de
la siguiente manera:

“reconocer las funciones cuadraticas; reconocer que toda funcién cuadratica puede expresar-
se como la adicion de una funcion de area, una funcion lineal y una funcion constante; re-
presentar graficamente funciones cuadraticas; resolver ecuaciones cuadréaticas; hallar
aproximaciones por exceso y por defecto de raices cuadradas; plantear situaciones en las que
los cambios se descubran apropiadamente con una funcién cuadratica; resolver y formular
problemas relacionados con funciones cuadraticas”.

ANALISIS POR SISTEMA DE REPRESENTACION

Sistema de representacion simbolico

El 4rea de la tabla en la que se codifica la informacion relacionada con el sistema de repre-
sentacion simbdélico presenta algunos puntos que son importantes de resaltar. Como ya
se menciong, el tratamiento simbdlico se encuentra centrado en la forma estandar y en el
manejo procedimental de la solucion de la ecuacion cuadratica. La mayoria de las
secuencias comienzan por la forma estandar (las que no lo hacen toman una aplicacién
como tema de motivacién para hacerlo). Esta importancia relativa que se le da a la ecua-
cion cuadrética se expresa en las concepciones de los profesores, como se mencioné en la
seccion anterior.

Sorprende particularmente la frecuencia con la que se encuentra, en diversas fuentes
de informacidn, el tratamiento de la funcion cuadrética como suma de una funcion de
area, una funcién lineal y una funcion constante. Aunque esta aproximacion tiene algo de
sentido desde la perspectiva matematica, es dificil encontrar una justificacidon cognitiva
paraello.En particular, el significado del término lineal es bien dificil de describir y requie-
re de una conexién explicita con el sistema de representacion grafico (Craine, 1996). Sin
embargo, esto se explica con las sugerencias de los documentos oficiales (ver cita en la sec-
cioén anterior).

Muy pocas aproximaciones® parten de la forma basica (f(x)=x?) para estudiar traslacio-
nes y dilataciones con base en la forma candnica. Esta aproximacion permite construir una
forma alternativa de producir la grafica y genera una relacion explicita entre los parame-
tros de esta forma y su significado grafico (Gémez et al., 1996). En este sentido, el andlisis
del parametro a no parece estar relacionado con el analisis de crecimiento que algunas
fuentes hacen dentro del sistema de representacion grafico.

Sistema de representacion grafico

En general se llega a lo gréafico a través del sistema de representacién numérico. Es decir,
la gréafica se produce a partir de un conjunto de parejas, producto de reemplazar valores
de x en alguna de las formas simbdlicas. En este sistema se identifican algunos de sus ele-
mentos y caracteristicas (vértice, eje de simetria, concavidad, raices y crecimiento), pero
sorprende que no hay ninguna referencia al foco. Esto puede ser consecuencia de la
inexistencia del sistema de representacién geométrico (ver mapas, anexo 2) y, por consi-
guiente, de la inexistencia de una referencia a las construcciones geométricas de la para-
bola (en el plano y en el espacio —cénicas-).

Como ya se menciond, se hace muy poco trabajo con transformaciones (dilataciones y
traslaciones verticales y horizontales) razén por la cual no es posible establecer la relacién
de los elementos graficos con los parametros del sistema de representacién simbdlico.

6 De hecho, con la informacién que se tiene, parece que ninguna.
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Sistema de representacion numérico

El papel de este sistema de representacion es sencillo: sirve de puente entre el sistema de
representacion simbdélico y el sistema de representacion gréfico dentro de la tradicién de
producir las graficas de las funciones por medio del procedimiento de tabulacién. Esta
parece ser una caracteristica de la instruccion en las matematicas escolares y podria ser el
punto de quiebre para una conexion mas intensa entre los sistemas de representacion. El
trabajo por transformaciones que se describié en la seccion anterior puede convertirse en
un catalizador de la relacién entre sistemas de representacion.

Aplicaciones

Las aplicaciones tienen dos propésitos. Por un lado, servir, en algunos casos, de motiva-
cion para la introduccion de tema. Y, por el otro, ser el punto final del proceso para la
“aplicacion” de las herramientas matematicas tratadas. En este sentido, sorprende que la
mayoria de las aplicaciones mencionadas se refieran exclusivamente a resoluciones de la
ecuacion cuadratica y consideran solamente parcialmente problemas de optimizacion o
fendbmenos que requieran modelaje involucrando al foco.
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Conclusiones

Este proyecto tenia como proposito caracterizar la ensefianza de la funcion cuadratica en
las matematicas escolares del Distrito Capital con base en el trabajo de un grupo de pro-
fesores que participd en un proceso de analisis didactico, utilizando las herramientas de
los mapas conceptuales como medio de representacién y los sistemas de representacion
como eje organizador. Los profesores analizaron diversas fuentes de informacion entre
las que se encontraban libros de texto, documentos oficiales, entrevistas con colegas y la
propia experiencia. Los profesores entregaron dos tipos de documentos con sus hallaz-
gos: un conjunto de mapas conceptuales en los que, para cada fuente de informacién ana-
lizada, codificaron los elementos tratados por ella y la secuencia en la que se hacian; y un
conjunto de documentos en los que complementaban la informacion anterior. Nosotros,
como asesores, analizamos esta informacién, identificamos un conjunto reducido ele-
mentos de los mapas de referencia que describian la informacién y la codificamos en una
tabla en la que es posible comparar las diversas fuentes de informacidn. El analisis de
esta tabla nos mostré que existe gran similitud entre las diferentes fuentes de informa-
cion. Por esa razon, es posible caracterizar la ensefianza de la funcién cuadratica en las
matematicas escolares como una que esta basada en una vision principalmente simbélica
y procedimental; que gira alrededor las técnicas para la resolucion de la ecuacion cuadréa-
tica; que contempla esencialmente la forma estandar; que utiliza el sistema de representa-
cion numérico como puente entre el sistema de representacion simbolico y el sistema de
representacion grafico; que identifica algunos de los elementos de la grafica, pero no
estudia la parabola como construccién geométrica; que se restringe a unos pocos fenéme-
nos que pueden ser modelados con la ecuacion cuadratica; y que, por las razones anterio-
res, no establece conexiones entre los diferentes sistemas de representacion.

Somos conscientes de que el proceso de recoleccién, codificacion y andlisis de la infor-
macion deja que desear, puesto que habria sido posible utilizar instrumentos de codifica-
cion y andlisis mas sofisticados que permitieran un mayor detalle y una mejor calidad de
los analisis. Desafortunadamente, el disefio del proceso permitia una Unica fase de codifi-
cacion y analisis, dado que ésta era la segunda de una sucesion de tres fases del trabajo de
los profesores. Nosotros, como asesores, Nos Vimos, por consiguiente, obligados a trabajar
con la informacion disponible. Como consecuencia de lo anterior, no es posible justificar
plenamente la validez de los resultados encontrados desde el punto de vista metodoldgi-
co. No obstante, la uniformidad de los resultados encontrados por diferentes grupos de
profesores y en diferentes fuentes de informacion y el nimero reducido de elementos que
fue necesario utilizar para caracterizar la informacion nos induce a pensar que los resul-
tados presentados aqui son un reflejo suficientemente valido de la realidad.

La descripcion que hicimos al comienzo de esta seccién sobre la manera como se ense-
fia la funcién cuadratica en las matematicas escolares abre todo un espacio para la re-
flexion. Por un lado, existe una relacién natural entre la manera como se sugiere que se
debe ensefiar el tema en los libros de texto y los documentos oficiales, por un lado, y las
concepciones de los profesores sobre el tema. Por el otro lado, aunque no tenemos infor-
macion para sustentarlo (diferente de los resultados del andlisis cognitivo hecho por los
profesores en este mismo proyecto), es de esperarse que las concepciones de los estudian-
tes sigan esta misma linea. Si esto es asi, entonces los estudiantes estan construyendo un
conocimiento parcial de la funcion cuadratica.

Consideramos que esta situacion podria cambiar si se siguen las propuestas actuales
sobre el curriculo, al mirar los objetos matematicos desde la perspectiva funcional, resaltar
la importancia de los sistemas de representacion, establecer las diversas conexiones entre
los elementos en cada uno de los sistemas de representacion, identificar los modelos

REPORTE CUADRATICAS Al 22



matematicos, integrar la tecnologia al curriculo, y trabajar en resolucion de problemas
desde una perspectiva amplia. Este tipo de aproximacion ha sido ya utilizada y probada
en algunas circunstancias (e.g., Gomez et al., 1996; Demana y Waits, 1992; Driscoll y Olwe-

11, 1998; Janson, 1993).
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ANEXO 1.
PRODUCCIONES DE LOS
PROFESORES. EJEMPLOS

DE MAPAS

CONCEPTUALES

(No esté disponible en formato digital)



ANEXO 2.
MAPAS CONCEPTUALES
DE LA FUNCION
CUADRATICA
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Funcién cuadratica

Diversas
Representaciones

Simbdlica _l Gréfica _l Geométrica _I Numérica Verbal

S.1 | GR1 I—J— Gl
En el plano
Representacion Aplicaciones
Forma estandar Elementos discreta
f(x)=ax2+bx+c
En el espacio
Valores de la -
. Fisicas
familias funcién
Cénicas
Forma multiplicativa Definicié
efinicion  |—
f(x)=a(x-ry)(x-ry) Matematicas ~ f—
Valores especiales |—
Elementos |— .
— Geométricas
Forma candnica
f(x)=a(x-h)2+k Tabla de valores
Analiticas
Caracteristicas  f—
Forma del foco .
Numéricas

f(x)=1/4p(x-x0)2+yo
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Forma estandar
f(x) = ax2+bx+c

Forma multiplicativa
f(x) = a (x-ry)(x-rp)

a,b,c |
Ecuacion
f(x) =y
SS.2 VO.1
y=0

Forma canodnica
f(x) = a(x-h)2+k

2]
s

| Férmula cuadréatica |

_l r1,2=('b bt raiz(b2-4aC)) /23 |

]
&) ©2
<>

Discriminante

&

b2+4ac < 0

L]
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f(0) = c

I

a,rn,r _l

= —
N -

Forma del foco
f(x)=1/4p(x-X0)%+yo

a,Xo0,yo

(h.)

|
| Factorizacién | Xj > h si Xi > h si
X1 < Xy BER X1 < Xy
[ 0=aper)xr) |—-/
Xj < h si Xj < hsi | f(h)>f(x) |
|o = (x-1y) | | 0= (x—rz)l X1 < X2 [ | xi<x
| f(h)<f(x) |
=1, SO.5 |
f(x1) < f(x2) ) -
(h,k) es
r{ S0.6 | minimo
f(x1) > f(x2)
SO0 (h,k) es
maximo
r1.r, complejos SO.7 |
Dominio R ]
Rango
f(x+h) = f(h-x)
(- .h]
Rango
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férmula cuadratica o

factorizacion

Forma estandar
f(x) = ax2+bx+c

a(x-(-b+raiz(b2-4ac))/2a)(x-(-b-raiz(b2-4ac))/2a)

ax2+a(r, Fry)x+anr,

ax2+(2ah)x+ah2+k

expasion
expa
factori

ax2-(xo/2p)x+(-xo/4p)+yo

completaciéon de cuadrados

completacion
de
cuadrados

con|

expansion

a(x-h+raiz(-k/a))(x-h-raiz(-k/a))

Forma multiplicativa
f(x) = a (x-r)(x-r2)

a(x-xgtraiz(-yg/a))(x-xg-raiz(-yq/a))

expansion
pletacién de cuadrados

expal
factori

a(x-b/2a)2+4ac -b2/4a

nsién
zacion

Forma candnica
f(x) = a(x-h)2+k

a(x-ry+r,/2)2+-a(r +ry)/ 2
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expansion

a(x-r;+r,/2)2+-a(r; ry)l 2

expansion
completacion
de cuadrados

nsién
zacion

a(x-b/2a)2+4ac-b2/4a

—

igualdad de términos

1/4p(x-xg) 2+yq

igualdad de términos

SS.2

Al

Forma del foco
f(x)=1/4p(x-x0)2+yo

a(x-h)2+k

=
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@ Elementos | Familias I

| vertice | foco | | directriz | se%gqce;;to @'@— @ Gréfica @
i [ GO.3 ]

@ | —leje de simetrl’al—l y=h |

I}

Directriz (D) | coéncava hacia abajo I—
y=k-p | punto de
corte con el A(0,c)
creciente en el eje Y

D(h,k) SO.10,

[(-2p-h,p+k), intervalo [ h) @
(2p-h,p+K)] 4
w SO8 '@y sin puntos de SO

corte con X
d((-2p-h,p+k),
E(h,p+k) La distancia de (2p-hA:p+k))= decreciente en el | / A
cualquier P intervalo [h,) puntos de \
punto de la corte con el I
parabola al eje X L

foco es la | céncava hacia arriba | T
misma que la

distancia de paralelo a la C(r,,0) L

| ese punto a la directriz y A NS r
pesla directriz. asa por el

distancia del ‘ P fori:o | \y
vertice al foco -

del vertice a — | F
! la directriz creciente en el SO8 ' | r1—_|<-

r2
intervalo [h,)
corta el eje X @

en dos puntos

decreciente en el

intervalo (-,h)

corta el eje X
en un punto
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v a,rl,rzl
a,n, I

W | | K | | h | |r1:r2| |r1vr2complejos

Si,a>0y
h,k >0

paraa<0 | traslacion | | traslacion | | rq
y familia de

h,k >0 —| parabolas

_‘
N

Familia de

el vertice es
parébolas cuyo (h,K)

horizontal con el familia de

vértice parabolas

vértice es el vertice es <_@ 50;':)?' t(;qcu:n r:acl)
0,0 K familia de eje X
I parabolas
concaba hacia concaba hacia que
. arriba abajo corta el
al variar los valores eje X en
de ay b el vertice I I Hos puntos
se mueve en una creciente en el creciente en el P
parabola y todas intervalo [- ,h) intervalo [h,)
las parabolas pasan
por (0,0)
decreciente en el decreciente en el
intervalo [h,) intervalo (-,h)
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| en el plano | | en el espacio |

| cénicas |

lugar geométrico
de los puntos A

elementos

N segmento
| vertice V | focal
| parabola |

[A1A)]

| hipérbolas |
| elipse |

| circunferencia |

directriz D

foco (F)J
A1, Ao interseccion
parabola con recta
recta P paralela a My, tangente
perpendicular | | en V
aD
|
[F.1 L interseccion P ) A pur_1t0 de
con D interseccion entre
MyP
M
mediana del )
segmento punto perteneciente a
IF.1] la parabola tal que

d(F.V) < d(F,A)
para todo punto A de
la parabola

tangente a la parabola

REPORTE CUADRATICAS Al



N.1

Representacion discreta

valores de la funcién

tabla de valores

x valor de entrada

y valor de salida

valores especiales I—

4' caracteristicas

corte con eje X

| vertice (h,k) I |—|I<_I ’ simetria con
’ | respecto a (h,k)
o —

h- a(- )2+k

h-(raiz(k/a)) a(-kia)+k

h-h a(-h)2+k

h a(0) +k

h+h a(h)2+k
h+(raiz(-k/a) a(-k/a)+K 0 |

h+ a() 2+k

REPORTE CUADRATICAS Al

corte con eje Y |
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Aplicaciones

| Fisicas

—| caida de cuerpos

areas
L

| tiro parabélico

antenas
parabdlicas

La trayectoria de los
cuerpos es de forma
parabdlica

lamparas

propiedad del foco
y su relacion con
la pardbola

area
expresada
como una
funcién
cuadratica

| matematicas

|

| geométricos |

—| proporcion aurea |

medida de areas,
perimetros

analiticas

v

maximos y

minimos

hallar h y k

manera como los rayos de
luz y hondas de sonido se
comportan al ser captadas

por el foco.

REPORTE CUADRATICAS Al

[ SO.lO]

| numéricas |

ecuacio

nes de

segundo grado

NC%
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