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INTRODUCCION

Los profesores de mateméticas nos enfrentamos diariamente a pro-
blemas complejos dentro de nuestra aula de clase. Estos problemas
parecen ser problemas de ensefianza o de contenido. Pero, en reali-
dad, casi siempre son de aprendizaje. Nos referimos alos problemas
de lograr que nuestros estudiantes construyan, de la mejor manera
posible, su conocimiento matematico. En algunos casos, nos cuesta
trabajo comprender por qué algunos de nuestros estudiantes no pue-
den avanzar en la construccion de su conocimiento. Y en muchas
ocasiones (con o sin razén) tendemos a culpar a los estudiantes de
esta situacion, a afirmar que vienen mal preparados o que no tienen
la actitud apropiada hacia las mateméticas. Pero, ¢qué podemos
hacer nosotros, como profesores de matematicas, para apoyar a
nuestros estudiantes para que avancen en su formacion matemética?

Un primer paso consiste en convencernos a nosotros mismos de
que el centro de nuestra preocupacion debe ser el aprendizagje. Lo que
nos debe preocupar es la calidad de la formacion matematica que
nuestros estudiantes estan logrando gracias a nosotros. Y, para poder
preocuparnos por € aprendizaje, debemos intentar comprender, en la
medida de nuestras posibilidades, |a problemética de la comprensién
en matematicas. ¢Qué significa comprender mateméticas? Esta es
una preguntamuy complejaque podriamos responder de manera sen-
cilla: comprender matematicas significaser capaz de resolver proble-
mas en los que las mateméticas estan involucradas. De esta manera,
podemos reformular nuestro problema a preguntarnos ¢por qué
nuestros estudiantes no son capaces de resolver un problema dado?

Existe una respuesta sencilla a esta pregunta: un estudiante no
puede resolver un problema porgue e conocimiento gque tiene no es
“suficiente” para permitirselo. Usamos aqui un significado amplio
del término “conocimiento”. No obstante, nuestra tesis consiste en
gue buena parte de los problemas que nosotros, como profesores de
matematicas, enfrentamos en nuestra aula de clase, tienen que ver
con nuestra capacidad para conocer y comprender el conocimiento
matemético de nuestros estudiantes. Esta capacidad nos debe permi-
tir comprender por qué nuestros estudiantes no son capaces de resol -



ver un problema. Adicionalmente, ella nos debe dar luces para
disefiar | as estrategias con las cuales podremos apoyar a nuestros es-
tudiantes para que ellos avancen en la construccion de su conoci-
miento matemético y puedan llegar a resolver los problemas que
antes eran insolubles para ellos.

La comprension en mateméticas depende directamente de las
mateméticas mismas. Aungue hay facetas de laformacion mateméti-
cadel estudiantey de sus actitudes hacialas mateméticas que pueden
Ser comunes a otras areas del conocimiento, Nos preocupamos aqui
por aguell os aspectos dela comprensi 6n en matematicas que estéan di-
rectamente rel acionados con |as mateméticas mismas. Por esa razon,
consideramos que el desarrollo de nuestra capacidad para compren-
der el conocimiento matemético de nuestros estudiantes depende de
nuestra comprension y nuestro conocimiento de las mateméticas es-
colares. En otras palabras, consideramos que, para poder resolver los
problemas alos que nos enfrentamos en el aula de clase, debemos co-
nocer en detalle la estructuray las principal es caracteristicas del co-
nocimiento matematico que esperamos que nuestros estudiantes
construyan. Aunque, al ser profesores de mateméti cas, podemos con-
siderar que conocemos suficientemente el tema que ensefiamos, es
posible que esto no sea cierto. Podemos ser buenos mateméticos, en
el sentido de conocer algunos temas con profundidad desde la pers-
pectivadel saber matemético. Pero, ¢conocemos estos temas desde la
perspectiva de las mateméticas de la escuela y de nuestros estudian-
tes?

En este documento queremos proponer dos herramientas que pue-
den aportar aunamayor comprension de las matematicas escolares y
alaconstruccién de estrategias para abordar |os problemas alos que
nos enfrentamos en el aula de clase de mateméticas. Se trata de los
sistemas de representacién y |0s mapas conceptual es.

A continuacion describimos las principales ideas detras de la no-
cion de mapa conceptual como medio de representacion del conoci-
miento matemético y describimos algunas de las caracteristicas de
los mapas conceptual es que buscan describir un contenido matemati-
co particular. Hacemos énfasis en los diversos tipos de conexiones
gue pueden existir entre los elementos de un mapa. En seguida, intro-
ducimos la nocién de sistema de representacion y mostramos como
estanocion permite identificar y caracterizar | as actividades matemé-



ticas del aula de clase. Mostramos después como |os mapas concep-
tualesy los sistemas de representaci én permiten describir de manera
potente buena parte del conocimiento escolar con respecto a un con-
tenido matemético particular y permiten resaltar algunas delas carac-
teristicas de la comprension de los estudiantes. Finalmente,
presentamos la descripcién de la funcion cuadrética con base en los
sistemas de representacion y 1os mapas conceptuales como ejemplo
dela utilizacion de estas herramientas.



MAPAS CONCEPTUALES

DESCRIPCION

Los mapas conceptuales son una técnica para representar visual-
mente la estructura de la informacién. Es decir, los mapas concep-
tuales son un sistema de representacion cuyas normas son
relativamente sencillas (Lanzing, 1998): “los conceptos se represen-
tan por nodos alos que se les da una etiqueta por medio de una pala-
bra o una frase corta que indica el concepto. Las relaciones se
representan por lineas (enlaces) que conectan los nodos’ (p. 2).

Aungue esta técnica de representacion ha sido utilizada desde la
Edad Media, se considera que Joseph D. Novak de laUniversidad de
Cornell fue el pionero en la utilizacion de los mapas conceptuales en
laeducacion. El desarroll6 estatécnica paradeterminar como ocurren
los cambios en lacomprensi én conceptual de los estudiantes (Novak,
1990, p.937, citado en McGowen, 1998, p. 38). Los mapas concep-
tuales se han utilizado de manera sistematica en la educacion, parti-
cularmente como herramienta para describir € curriculo y como
herramienta de lainstruccion.

Existe unatécnica, rel acionadaalos mapas conceptuales, lamada
“mapas mentales’. Esta técnicadesarrollada por Buzan, requiere que
los mapas conceptual es tengan una jerarquia: “un mapa mental con-
siste en una palabra o concepto central, alrededor del cual se dibujan
de 5 a 10 idesas principales que se relacionan con esa palabra. Este
proceso se puede después repetir para cada una de | as palabras hijas,



tantas veces como sequiera’ (Buzan, 1995, citado por Lanzing, p. 4).
Williams (1998) [lama a estos mapas |os “ mapas arafia’.
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Figura N° 1. Ejemplo de un mapa conceptual

Lafigural muestra parte de un gjemplo de Novak (1988) de un “ma-
pa conceptual paraplanificar un programade instruccion. En un plan
de estudios completo seincluirian también conceptos subordinadosy
conexiones cruzadas adicionales, ademas de gjemplos concretos de
conceptos’ (p. 103). En este caso, vemos gue éste es un mapa tipo
“arafa’ puesto que presenta una jerarquia partiendo de un concepto
inicial, “ladisciplina’.

Como sistema de representacion, 1os mapas conceptual es tienen
dos ventgjas importantes:

* Permiten descripciones no lineales del objeto.

* Al tener un carécter gréfico, permiten observar la estruc-
turade lainformacion.



M APAS CONCEPTUALESY MATEMATICAS

L as dos cualidades que acabamos de mencionar son muy importan-
tes para la descripcion de objetos mateméticos y su correspondiente
discurso matematico. La estructura del contenido matemético no es
lineal. Por un lado, todo concepto se encuentra rel acionado con otros
conceptos y, en general, todo procedimiento esta relacionado con
uno 0 mas conceptos y procedimientos adicionales. Por otro lado, y
como veremos mas adelante, una representacion de un concepto (u
objeto) puede estar relacionada con otras representaciones de ese
mismo u otros conceptos (U objetos). Por consiguiente, hay una
estructura que representa la manera como |os conceptos, |os proce-
dimientos y las representaciones se relacionan unos con otros. Aun-
gue éstas son caracteristicas bien conocidas de los objetos
matematicos y su correspondiente discurso, este Ultimo se hace, en
general, dentro de un texto. Esto implica, por un lado, que la des-
cripcion tiene que ser lineal, y, por € otro, que no es posible ver
“gréficamente” la estructura del discurso. Hay que deducirla de la
lectura del texto. En consecuencia, en contraposicion con la descrip-
cion textual, los mapas conceptual es resultan muy potentes para la
descripcién del discurso matematico y, como veremos mas adel ante,



cuando se conjugan con la nocién de sistema de representacion, esta
potencia se multiplica.

Sistema de representacion Sistema de representacion
simbdlico grafico

Tiene elementos

f(x)=ax 2+bx+c | |f(X)=a(><—r1)(X—r2)| | f(x)=a(x-h) 2+k || Raices | | Vértice (h,K
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\
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[ \/ |—Tiene una gréfica

Figura N° 2. Mapa conceptual en matematicas

-

Lafigura 2 muestra una porcién de un mapa conceptual paralafun-
cion cuadrética. En ella se aprecia laidentificacién de elementos en
dos sistemas de representacion y la relacidn de estos elementos con
otros elementos del mismo sistema de representacion o con represen-
taciones del mismo elemento en otros sistemas de representacion.

CARACTERISTICAS DE LOS MAPAS CONCEPTUALESEN
MATEMATICAS

Cuando se utilizan para describir contenido matematico, los mapas
conceptuales pueden tener unas caracteristicas que dependen, a
menos parcialmente, de ese contenido. Introducimos aqui las nocio-
nes de familia, submapay nivel.

En &l caso de ladescripcidn de un concepto matemético por medio
de mapas conceptuales, los mapas seran de tipo “arafia’, dado que



siempre habra unaideainicial: el concepto mismo. Esto implicaque
se puede introducir el concepto de familia dentro de un mapa o sub-
mapay que, a interior de la estructura jerarquica que se construye,
existe un sentido natural de la mayoria de las conexiones. Estas van
de padres a hijos (ver figura 4).

Un mapa conceptual con contenido matematico permite identifi-
car submapas. Estos son porciones del mapa global en las que se de-
sarrolla una parcela particular 'y fécilmente identificable del
contenido en cuestion.
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Figura N° 3. Ejemplos de submapas

Lafigura 3 presentael mapadel comienzo de este apartado. En é he-
mos resaltado algunos posibles submapas.

Estos submapas pueden tener unaestructura. Lanocién de estruc-
tura se puede caracterizar con base en €l nimero de niveles del mapa
0 submapa. En e gemplo de la figura 4, observamos un gjemplo de
un mapa con dos niveles y de otro mapa con cuatro niveles. Resulta



evidente que el nimero de niveles de un submapa da una indicacion
de lacomplgjidad de la descripcion que se pretende hacer con €.

|

|
1 1
[Hiol{Hiol{Hjol{H]o] [Hiop Hjol2

|Nieto l |Nieto|2| Ni et o HNetol

|Bi sni etHBisni etb 2

Submapa de dos niveles Submapa de cuatro niveles
Figura N° 4. Estructuras de submapas

CONEXIONES

L os mapas conceptual es también se pueden caracterizar de acuerdo
con €l tipo de conexiones que presentan. Las conexiones basicas son
aquellas que definen lajerarquia de familia de las ramas de un mapa
0 un submapa. Estas conexiones basicas caracterizan la estructura
lineal de las ramasy larelacion de familia expuesta en la figura 4.
Las conexiones internas son aquellas que establecen relaciones
entre dos elementos diferentes pertenecientes a un mismo submapa
por fuerade larelacion jerarquica de familia. Las externas son aque-
[las que establecen relaciones entre representaciones de un mismo
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elemento en diferentes submapas. Las conexiones (tanto internas,

Sistema de representacion Sistema de representacion
simboélico gréfico

m_ Tiene elementos

[ o= 2etwsc | [f9=atcrnoers) | [gmagem2en | [ Raices | | vericenio |
l | ©_| C. implicita
C. externa

L___Factorizacion
/ . puntu@
A

C. interna
Completacion de
\/ C. glob@

cuadrados
Tiene unagrafica

Figura N° 5. Ejemplos de conexiones

como externas) pueden ser implicitas o explicitas. Las conexiones
explicitas se expresan con lineas que explicitamente establecen la
conexion entre dos elementos. Las conexiones implicitas se expre-
san dentro de la cgja de un mismo elemento al referirse a otro ele-
mento. Las conexiones pueden ser puntuales o generales. Las
conexiones generales van de un elemento o grupo a otro grupo de
elementos. Las conexiones puntuales van de un elemento a otro ele-
mento.

La figura 5 presenta, para e mapa presentado anteriormente,
gemplos de los diferentes tipos de conexiones. En este caso, vemos
un mapaque no esdetipo “arafia’ y por lo tanto en € que es evidente
la existencia de dos submapas principales.
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SISTEMAS DE
REPRESENTACION

INTRODUCCION

Un mismo objeto matemético puede representarse en diferentes sis-
temas de representacion. Por ggemplo, en el caso de las funciones,
éstas pueden representarse en € sistema de representaci 6n simbdlico
(f(X) = %2 - 4x + 3), en e sistema de representacion gréfico (ver
figura 6) y en e sistema de representacion tabular (ver figura 7),
entre otros.

Ay x|y
-11 8

0] 3

1({0

21-1

310

= 41 3

N/ X 5|8
6|15

Figura N° 6. Representacion Figura N° 7. Representacion
grafica tabular

Cuando hablamos de “objeto matematico”, tenemos que hacer una
aclaracion de tipo ontoldgico. Existen diversas posiciones con res-
pecto a la naturaleza de los objetos mateméticos (ver, por gjemplo,
Ernest, 1991). En este documento asumimos una posicion “platéni-
ca’ en €l sentido de considerar que los objetos matematicos existen
en unarealidad propiaindependiente de nosotros. Asumimos esta po-
sicion para efectos de la discusion que sigue, sin que esto signifique
que la defendamos particularmente desde € punto de vista
epistemol dgico o didéctico. Habiendo hecho esta aclaracion, pode-
mos ver que larepresentacion de un objeto matemético no es el obje-
to en si mismo. La mancha de tinta que se encuentra dentro de las
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siguientes comillas “2” no es el nimero dos. Es una representacion
de ese objeto matemético.

En el caso del ggemplo del comienzo de esta seccidn, cada unade
las representaci ones de ese objeto matematico (unafuncidn cuadrati-
ca especifica) resalta algunos aspectos particulares del objeto en
cuestién. Como nosotros no podemos “ver” el objeto, debemos bus-
car conocer todas sus caracteristicas. Paraello, resultaimportante es-
tudiar sus diversas representaci ones.

A manera de metéfora, podemos imaginarnos que el objeto que
estudiamos es la cara de una persona desconocida que se encuentra
en otro lugar. Para conocerla, podemos tener diversas representacio-
nes. Por gjemplo, una foto a color, una foto en blanco y negro, una
imagen de computador enviada por Internet, un dibujo hecho por un
artistay la descripcion verbal de un amigo. Es posible que cada una
de estas representaciones nos dé informaci on importante sobre lo que
gueremos conocer y que estasinformaci ones se complementen. Dado
gue todas estas representaciones son representaciones de una misma
persona, €llas tienen muchas cosas en comun. En cada unade lasre-
presentaciones podremos identificar el hecho de que la personatiene
€l cabello oscuro o los ojos claros. En otras pal abras, podremos iden-
tificar relaciones entre elementos pertenecientes a diversas represen-
taciones.

El hecho de que se represente un mismo objeto de diferentes ma-
neras da lugar a esta relacion natural entre elementos pertenecientes
acadaunadelasrepresentaciones. Dado que esun Unico objetoy que
cada representacion tiende aresaltar facetas particulares de ese obje-
to, podemos establ ecer relaciones entre | os elementos que componen
las representaciones. Aungue en el caso de la metéfora de la cara de
una persona esto parece evidente, en el caso de las representaciones
de un objeto matemético, este punto es muy importante desde lapers-
pectiva didactica. En €l caso del objeto matemético que presentamos
al comienzo de esta seccion, podemos, por gjemplo, establecer una
conexion entre el término “3” delarepresentacion simbdlica, el corte
delagréaficacon el gey, y @ valor en la segunda columna de lafila
gueen laprimeratiene el término “0”. Estostres el ementos, pertene-
cientes atres representaciones diferentes, se encuentran relacionados
porque representan una misma faceta del objeto en cuestion.
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DEFINICION DE SISTEMAS DE REPRESENTACION

El término “sistema de representacion” tiene diferentes significados
en la educacion matemética. De hecho, un grupo de investigadores
pertenecientes a PME! ha trabgjado en el tema y producido una
categorizacion de estos significados (Goldin y Janvier, 1998, p. 1-2).

Buscamos utilizar |os sistemas de representaci 6n para representar
diferentes facetas de un objeto matemético y trabajamos con los sis-
temas de representaci6n bajo € supuesto de que se cifien aun conjun-
to de reglas que se encuentran condicionadas por |as matematicas, en
general, y por € objeto matemético especifico, en particular. Por es-
tas razones, consideramos que la definicién de Kaput (1992) sobre
sistema de notaci6n se adapta a nuestras necesidades. De acuerdo con
esta definicion (p. 523)2,

un sistema de notacion es un sistema de reglas para

(i) identificar o crear caracteres,

(ii) operar en ellosy

(iii) determinar relaciones entre ellos (especial mente relacio-
nes de equivalencia)

Esta definicion de sistema de representacion no es exclusiva de las
mateméticas. Por ejemplo, si miramos la definicién que dimos de
mapa conceptual, podemos percibir que éste es un sistema de repre-
sentacion. La definicion de Lanzing (1998) que afirma que en un
mapa conceptual “los conceptos se representan por nodos a los que
se les da una etigueta por medio de una palabra o una frase corta que

1. Las siglas PME representan “Psychology of Mathematics Education”. Este es
una comunidad de investigadores en educacién matemética que se reline anual-
mente 'y que organiza, entre otras actividades, grupos de trabajo en diversos temas.
2. Complementamos esta definicion de Kaput con la primera de las definiciones de
Goldin y Janvier, definicion que identifica “una situacion fisica externa estructu-
rada, 0 un conjunto de situaciones estructuradas en un ambiente fisico que pueden
ser descritas matemédticamente o pueden interpretarse en el sentido de involucrar
ideas matemédticas’ (p. 1). Esta definicion permite introducir, como parte de las
caracteristicas de un objeto matematico, a conjunto de fendmenos reales cuyo ana
lisis puede requerir de modelos mateméticos que involucran dicho objeto. Por esa
razon, en los mapas conceptual es que describen un objeto matemati co esimportante
incluir un submapa que hemos llamado “aplicaciones’.
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indicael concepto. Las relaciones se representan por lineas (enlaces)
gue conectan los nodos” se adaptaalas condiciones de Kaput paraun
sistema de representacion.

SISTEMAS DE REPRESENTACION Y ACTIVIDADES
MATEMATICAS

La definicién de sistema de representacion que acabamos de propo-
ner es muy potente cuando se utiliza en mateméticas. Gracias a ella,
Kaput puede describir las actividades matematicas que tienen lugar
en las mateméticas escolares. El propone que estas actividades mate-
maticas se pueden clasificar en cuatro categorias:

1) transformaciones sintacticamente restringidas dentro de un sis-
tema particular, con o sin referencia a otros significados externos;

2) traducciones entre sistemas de notacién, incluyendo la coordina-
cién de acciones a través de sistemas de notacion;

3) construccién y verificacion de modelos mateméticos, 1o que es
equivalente a la traducci6n entre aspectos de una situacion y con-
juntos de notaciones; y

4) la consolidacion o cristalizacion de relaciones y procesos en obje-
tos conceptuales o “entidades cognitivas’ que pueden ser usadas
en relacionesy procesos de un orden mas alto de organizacion.

La primera actividad, las transformaciones sintécticas dentro de un
sistema de representacion, se refiere ala manipulacion de unao mas
representaciones dentro de un mismo sistema de representacion para
efectos de transformarlas en otras representaciones (en general, equi-
valentes). Este es €l caso, por g emplo, de la utilizacién del procedi-
miento de completacién de cuadrados para transformar la forma
simbdlicaf(x) = x? - 4x + 3 en laforma equivalente f(x) = (x-2) -1.
O también, continuando dentro del sistema de representacion simbo-
lico, e caso de utilizar la formula cuadrética para transformar la ex-
presion simbdlicax? - 4x + 3 = 0 en laexpresion equivalente x = 1, X
= 3. También es el caso, dentro del sistema de representacion gréfico,
de utilizar traslaciones para obtener la gréfica de la funcion f(x) = x2
- 4x + 3 apartir de lagréfica de lafuncion f(x) = x2.
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La segunda actividad tiene que ver con la relacion de uno o més
elementos pertenecientes a un sistema de representacion con otros
elementos de otro sistemade representacion. Es el caso delarelacion
del término “3” de la expresion simbdlica (x) = x? - 4x + 3, con e
punto de corte de lagréficacon el gjey, y con el valor en la segunda
columnadelafilaqueenlaprimeratiene el término “0”. También es
el caso delarelacion entrelostérminos“2” y “1” delaexpresion sim-
bdlicaf(x) = (x-2)2 -1, con las coordenadas del vértice de la parabola
representada en el sistema de representacion grafico y con lafilade
latabla cuyo valor en laprimera columnaes“?2”. Un gjemplo adicio-
nal de esta actividad, eslatraduccion delostérminos“1” y “3" dela
expresion simbdlicaf(x) = (x - 1)(x - 3) -que es equivalente alas dos
anteriores— con los cortes de la gréfica con el gex, y con lasfilas de
latabla cuyo valor en la segunda columnaes“0”.

Laterceraactividad, lade modelaje, serefierea proceso derepre-
sentar, dentro de un sistema de representacién matematico una situa-
cién que no esté descrita en estos términos. Tomemos el ejemplo del
problema clésico de hallar las medidas de un lote rectangular de tal
forma que, teniendo un perimetro fijo (e.g., 40), se obtengala mayor
area posible. Para redlizar esta actividad, se hace necesario expresar
la condicién sobre € perimetro en una expresion simbdlica del tipo
2x + 2y = 40y, con base en esta relacion, expresar €l area del lote
como funcion de una de las medidas del mismo: A(X) = x(20 - x). De
estaforma, se harepresentado en un modelo matemético la situacion
original, donde el problema consiste en hallar € valor de x para el
cua A(X) es maximo. Laresolucion de este problema, dentro del con-
texto matematico, requiere, entonces de la aplicacién de las dos pri-
meras actividades mateméticas. Hay que transformar sintacticamente
laexpresion en A(X) = -x? + 20x, y después en A(X) = -(x -10) + 100.
Con esta expresion, en €l sistema de representacion simbdlico, se
pueden traducir dos de sus elementos (10 y 100) al sistemade repre-
sentacion grafico parahallar que el punto maximo de la graficase en-
cuentra en su vértice (10,100) y regresar a la situacion original para
responder |a pregunta afirmando que €l lote debe ser un cuadrado de
lado 10 y que tiene &rea maxima de 100.

La cuarta actividad, la“ materializacion”, es de carécter esencial-
mente cognitivo y no lavamos a considerar aqui.
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SISTEMAS DE
REPRESENTACION Y MAPAS
CONCEPTUALES EN
MATEMATICAS

En el apartado anterior pretendimos mostrar la potenciade lanocién
de sistema de representacion como medio para representar las carac-
teristicas y las relaciones de un objeto matemético y paraidentificar
las actividades matemati cas que son especificas a ese objeto. No obs-
tante, los sistemas de representacion se pueden mirar como un ele-
mento organizador de esta informacion. En este apartado buscamos
mostrar como |os mapas conceptual es se pueden convertir en un me-
dio representacion adecuado de esta informacién. El primer punto
gue hay que resolver consiste en decidir cud es la naturaleza de los
elementos y de las relaciones que definen el mapa conceptual en
cuestion. Podriamos hablar de conceptosy procedimientosy de rela-
ciones entre ellos. También podriamos identificar las caracteristicas
o facetasdel objetoy lasrelaciones entre ellos. Como se ve, éstas son
diferentes aproximaciones a un mismo problema. Lo que resulta evi-
dente es que | os sistemas de representacion son el ge organizador de
la informacion que queremos representar. La figura 8 muestra un



17

mapa conceptual parael problemadel areadel lote que consideramos
en el apartado anterior.

Funcién
cuadratica
Sistemas o_lg Aplicaciones
representacion
]
[ |
Simbdlico
1] Y Maximizacion
AX)=-(x-102+100 || A(x)=-x2+20x | | AX)=x(20-X) de areas
Transt J Transf Modelaje -k
sintactica sintactica
y Traduccion entre
sistemas 7 )
Grafico vodelaje
e
100 +
80 4=
60 4=
> 40 4+
20 o
i i >
5 10 15 2p 25 X

Figura N° 8. Mapa conceptual para el problema de érea

La nocion de sistema de representacién permite organizar la repre-
sentacion de un objeto matematico en un mapa conceptual. Cadasis-
tema de representacion es un submapa. La descripcion de los
fendmenos o situaciones cuyo andlisisrequieredelautilizacion deun
modelo que involucra a objeto es otro submapa, que denominamos
“aplicaciones’. Cuando € objeto matematico se representa en un
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mapa conceptual, seidentifican dostipos de objetosen lagréfica: ele-
mentosy relaciones (0 conexiones). Las relaciones pueden ser de di-
ferentes tipos. En otras palabras, un elemento puede estar
relacionado:

a. con otros elementos dentro de laforma particular o dentro del
sistema de representacion en el que se encuentran;

b. con una representacion de ese mismo elemento en otro Sis-
tema de representacion;

c. con un fendmeno quelo involucra; o

d. con dos elementos interconectados para los cuales sirve de
puente.

VVemos entonces que | 0s sistemas de representacion y 1os mapas con-
ceptuales ofrecen una perspectiva para caracterizar las actividades
matemati cas escolares. En un mapa conceptual podemos, de acuerdo
con la enumeracion anterior, identificar cada una de las actividades
mateméti cas descritas por Kaput. Larelacion o conexion de elemen-
tos dentro de un mismo sistema de representacion (a) corresponde a
las transformaciones sintacticas (1). Estas transformaciones sintacti-
cas permiten hacer la conexidn entre dos o mas elementos pertene-
cientes a un mismo sistema de representacion. La relacion entre dos
representaciones de un mismo elemento en dos sistemas de represen-
tacion (b) se refiere a la traduccion entre sistemas de representacion
(2). Larelacion de un elemento con un fendmeno (elemento del sis-
tema de representacion de aplicaciones, ¢) tiene que ver con la cons-
truccion de modelos (3). Finalmente, “la consolidacion o
cristalizacion derelacionesy procesos en objetos conceptuales o ‘ en-
tidades cognitivas’ que pueden ser usadas en relacionesy procesos de
un orden mas alto de organizacion” (4) puede identificarse en un
mapa conceptual al analizar €l lugar que ocupan los procedimientos
dentro de la estructura (d). Estos pueden ser el objeto mismo de la
descripcion o ser conexiones que establecen relaciones entre dos el e-
mentos del mapa.

En lafigura 8 hemos identificado conexiones que corresponden a
los tres primeros tipos de actividades mateméticas propuestas por
Kaput. Es importante resaltar que o que hemos presentado en este
mapa conceptual estan solo unaporcion delo que podriaser € mapa
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conceptual de lafuncién cuadrética (ver apartado siguiente) o de una
funcidn cuadrética particular como la que se considera para este pro-
blema. EI mapa conceptual de lafigura 8 presenta Uinicamente el mo-
delo matemético correspondiente al problema. Este model o parte del
submapa [lamado aplicaciones en e que hemos identificado uno de
los multiples tipos de fendmenos que pueden ser modelados por la
funcion cuadrética. El proceso de model aje pasa por unas etapas que
no estan representadas en el mapay que tienen que ver con laformu-
lacién mateméticadel perimetroy laexpresion del &readel lote como
producto de sus dos dimensiones, para llegar a expresar esta area en
funcion de una de las dimensiones. El mapa nos muestra que lareso-
lucién del problema, una vez modelado, requiere de la aplicacion de
las dos primeras actividades mateméticas. Es necesario transformar
sintacticamente laexpresion inicial en unaexpresion intermedia para
llegar ala expresion simbdlica que identifica €l vértice. En seguida,
se hace una traduccién entre el sistema de representacién simbdlico
y € gréfico para identificar €l vértice como el punto méximo de la
funcién y resolver el problema dentro de |as representaciones mate-
maéticas. Finalmente, se realiza €l proceso inverso de modelaje para
obtener la solucion al problemaoriginal.
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FUNCION CUADRATICA.
UN EJEMPLO

El andlisis que hacemos en este apartado, junto con el mapa concep-
tual descrito al final del mismo, pretenden presentar un gjemplo del
tipo de producciones que es posible realizar con base en los sistemas
de representacion y los mapas conceptuales. Aungue la esencia de
este andlisis y de este mapa conceptual se encuentra centrado en €l
estudio del contenido matemético, su intencién es servir de base
para la exploracion, € andlisis y la produccion de estrategias que
aborden la problemética de la enseflanza y € aprendizaje de este
tema. Iniciamos con unas consideraciones generales sobre la fun-
cion cuadratica. Después presentamos un resumen del mapa concep-
tual. Finalmente presentamos en detalle dicho mapa conceptual .

CONSIDERACIONES INICIALES

En primerainstancia, debemos diferenciar €l término “funcién cua-
dratica’ del término “cuestion cuadratica’. El primero impone la
vision funcional del objeto en cuestion, mientras que el segundo per-
mite ampliar €l objeto de estudio a aquello en lo seinvolucra el pro-
ceso de “elevar a cuadrado”. Desde esta perspectiva, la cuestion
cuadrética aparece en multiples ocasiones en la ensefianza y €
aprendizaje de las matematicas escolares. No obstante, este objeto
matematico asume una presencia clara cuando se trata la ecuacion
cuadratica y la problemética de su resolucién. Alli aparece uno de
los temas clésicos de las matematicas de la secundaria: 1a formula
cuadrética. Otro lugar “clasico” en el que se tratala cuestion cuadr&
tica es € teorema de Pitagoras, donde se hace necesario elevar a
cuadrado y sacar raiz cuadrada. Hay otros momentos importantes en
los que la cuestion cuadrética aparece en las mateméti cas escolares.
Por ejemplo, cuando se consideran las cénicas y sus graficas. Final-
mente, la funcidn cuadrética tiene también un lugar preponderante,
en segundo lugar Unicamente con respecto a la funcién lineal. En
resumen, la cuestion cuadrética es un tema que permea por una
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buena parte de las mateméticas de la educacion media (Gomez y
Carulla, 1999). ¢Como describir, en términos de Ruiz (1993), las
invariantes esenciales de este objeto matematico desde la perspec-
tiva de las matemaéticas escolares?

Como veremos mas adel ante, para describir un objeto matemético
€S necesario asumir una posicién con respecto ala “ventana’ que se
quiere utilizar para hacerlo. En nuestro caso, hemos escogido dos di-
mensiones gque determinan nuestra posicion: los sistemas de repre-
sentaciony laaproximacién funcional. La primeradimension porque
permite introducir “orden” en la multiplicidad de elementos y rela-
ciones que caracterizan un objeto matemético y la segunda porque se
hareconocido alanocién defuncion como eje conductor de las mate-
maéticas del dltimo ciclo de secundaria. En todo caso, estavision fun-
ciona restringe parcialmente el tipo de presentacion que se puede
hacer del objeto en cuestion. En particular, estetipo de aproximacion
no permite considerar |as expresiones delaformaax? + bx + cy? + dy
+ exy + f = 0 que, desde la perspectiva gréfica, se relacionan con las
conicas. Entodo caso, ellaobligaa“ubicar” los elementos en unapo-
sicion diferente de la que podrian tener si se utilizar otra aproxima:
cion (por eemplo, las diversas manipulaciones simbdlicas
involucradas en la resolucion de la ecuacién cuadrética aparecen en
diversos lugares de la descripcion de la cuestion cuadratica, depen-
diendo de lavisién que se asuma para hacer esta descripcién).

La descripcion que haremos a continuacion muestra el alto nivel
de compl gjidad de lafuncién cuadréticacomo objeto de ensefianzaen
las mateméticas escolares. Su tratamiento simbdlico involucra diver-
sas formas; su tratamiento grafico esrico en elementosy relaciones,
su tratamiento geométrico presenta diversas aproximaciones a su
construccién; y esun objeto gue se encuentrainvolucrado en gran nu-
mero de fendmenos de diversos tipos. Veremos como toda estarique-
za se multiplica cuando se tiene en cuenta que cada elemento de un
sistema de representacion se encuentra relacionado con otros ele-
mentos en otros sistemas de representacion, y gue existen multiples
conexiones dentro de cada uno de estos sistemas.
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INTRODUCCION AL MAPA CONCEPTUAL DE LA FUNCION
CUADRATICA

Dada la funcién cuadrética, tomamos en cuenta para su descripcion
aquellos conceptos que aparecen en el saber escolar colombiano.
Para la elaboracion del mapa no tuvimos en cuenta conceptos tales
como transformaciones geomeétricas en € plano; teoremasy resulta-
dos generales comunes a todas las funciones polinémicas (aungue
muchas de las caracteristicas de la funcidn cuadrética estan ligadas a
ellas); el concepto de comparacion de funciones (por considerarlo de
carécter general y no especifico alafuncion cuadrética); y derivadas
e integrales. Una vez identificados |os conceptos que ibamos a tener
en cuenta para €l mapa, definimos cuatro categorias a través de las
cuales se podian representar 1os conceptos seleccionados. Cada cate-
goria poseia un lenguaje y una sintaxis propios provenientes de cam-
pos mateméticos que consideramos importantes para representar €l
objeto matematico. Por otro lado, dada la importancia de las aplica
ciones de la funcion cuadratica, tuvimos en cuenta una quinta cate-
goria de origen diferente a las cuatro primeras. Se trata de las
aplicaciones de la funcion cuadrética. Aqui se busca describir los
fendmenos cuyo andlisis requiere de modelos que involucran este
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objeto matemético. La organizacién general de mapa se apreciaen la
figura9.

Funcién cuadrética

Diversas
Representaciones

Aplicaciones

- Ciencias
En el espacio naturales
—| Forma multiplicativa |

Forma candnica CIeQCIaS
sociales
—| Forma del foco |

Forma
estandar

:

Numeérica | | Otras

Elementos

|Fami|ia§|

Figura N° 9. Mapa general

Valores de la
funcion

Simbdlico (S)

El lengugje utilizado es el propio del campo algebraico y las reglas
gue lo sustentan son las de la estructura algebraica de los niUmeros
reales. Este sistema de representacion se organizé de acuerdo con las
cuatro formas simbdlicas que representan la funcion cuadrética
(estandar, canonica, multiplicativay de foco). Para cada una de ellas
se analizo el significado de cada uno de los parametros con €l fin de
describir las caracteristicas de la funcion cuadratica. Los pardmetros
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nos permiten describir aspectos como crecimiento, decrecimiento,
concavidad, puntos criticos, maximos, minimos y raices. Por otro
lado se describi6 la relacion de equivalencia entre las diferentes for-
mas simbdlicas explicitando los procesos algebraicos (traducciones
sintécticas) que permiten transformar unas expresiones en otras. De
acuerdo con lo anterior, la representacion simbdlica tiene dos gran-
des submapas. En €l primero se le da significado alos parametros y
en el segundo se expresan los pardmetros de cada forma simbdlica
en funcion de los parametros de las otras formas. En el segundo sub-
mapa se puede apreciar como las técnicas agebraicas no son obje-
tos, sino relaciones entre objetos. Este hecho que refuerzala vision
funcional (figura 10).

Representacion

Simbodlica
Forma estandar mullii(:)rlrirtlzztiva Forma canénical Forma del foco
= ax2 =a(x-h)2 = -xn)2
f(x) = a: 0+bx+c F(X)=a(x-r1)(x-rp) f(x) 2(:0h) +k f(x)=1/4p(X-Xg)“+Yo
a
az0 p#0
subm:apa 1

submapa 2

Diversas caracteristicas de la funcién
cuadratica que se pueden expresar en
funcién de los parametros de cada

representacion simbélica

Transformacién de una
representacion
simbdlica a otra

Figura N° 10. Representacion simbdlica

Gréfico (GR)

Cuando hablamos dd sistema de representacion grafico, hacemos
referencia ala representacion en el plano cartesiano. Por o tanto, el
lenguaje y las reglas sintacticas son las del plano cartesiano. En €l
mapa (figura 11) se encontraran gréficas y frases que hacen referen-
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cia a lo gréfico. Aqui no entran representaciones, como la recta
numeérica, que para otros temas matematicos pueden jugar un rol
importante. Este sistema cuenta con dos submapas, uno que describe
los elementos gréficos de la funcién cuadraticay sus caracteristicas
como foco, directriz, segmento focal, pardbolay gréfica. El otro que,
apartir delanocion de familia, describe el rol de los parametros con
respecto a la gréafica de la funcion en donde se hace una conexion
implicitaentre los parametros de las formas simbdlicas y sus efectos
en las gréficas.

| Representacion gréfical

submapa 1 J— submapa 2
Elementos | Familias |
| foco | |

segmento
E;El mcm focal | parabola |
| | |
|

Caracteristicas de la
funciéon cuadratica en Descripcion de algunas familias
términos de los con el fin de describir efectos
parametros de las gragficos de los parametros de las
diferentes cuatro representaciones
representaciones simbdlicas
simbdlica

Figura N° 11. Representacion grafica

Geométrico (G)

El lenguaje que se utiliza en este sistema de representacion es el de
la geometria (figura 12). Los conceptos agqui descritos son geométri-
cos. Aungue en este sistema de representacion también se pueden
hacer gréficos, se diferencia del anterior porque no estamos dotando
el plano del sistema de referencia cartesiano. Como se puede ver en
el mapa, tanto en e sistema gréfico, como en e geométrico, se
encuentran descritas caracteristicas geométricas pero en lenguajes
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diferentes. Esta representacion tiene dos submapas. Uno que des-
cribe la construccion de la pardbola en € plano de tal manera que se
puede ver d rol del vérticey ladirectriz en laformacion de la para
bola. El otro que describe la construccién en el espacio presentando
la pardbola como una conica.

Representacion
geométrica

—— submapa 1 — L submapa 2 ]

| en el plano | | en el espacio |
]

| | secciones cénicas |

parabola

I ]
lugar geométrico otros
de los puntos P elementos

construccién
elementos

Descripcion de los elementos y
relaciones geométricas que
permiten la construccion de la
parabola, representacion
geométrica de la funcion
cuadratica

Figura N° 12. Representacion geométrica

Numeérico (N)

En este sistema de representacion hablamos de los val ores numéri-
cos de lafuncion. Estos valores se pueden representar  de diferentes
formas. Por un lado, valores especificos para un x determinado. Por
el otro, los valores se pueden agrupar en unatabla. Al dar valores a
la funcidn, estamos en una representacién discreta. EI mapa (figura
13) se divide en dos submapas: uno en el que se describe, en térmi-
nos generales, lo que es unatabla de valores parala funcion cuadré
tica; y otro en €l que se destacan |os valores especiales de lafuncion
cuadrética. Estos valores especiales son, por jemplo, aquellos para
los que lafuncion se anula
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| Representacion numérical

| valores de la funciéon |

|— submapa 1 1 submapa 2 —|

| tabla de valores | | valores especiales |
Se describe el dominio de la funcién en Se destacan caracteristicas y
términos del parametro h y el rango en valores especiales de la
términos de a, h y k. funcion cuadratica

Figura N° 13. Representacidn numérica

Aplicaciones

Para esta parte del mapa se hubiera podido pensar en como con pala-
bras representamos a la funcién cuadrédtica. Sin embargo, para efec-
tos de nuestro trabajo queriamos describir las aplicaciones de la
funcion cuadrética. El significado que le dimos a esta parte del mapa
tiene que ver con la manera cdmo, con base en lenguaes no
matemati cos, podemos representar situaciones, tanto del mundo real
como del mundo de las mateméticas, para las cuales se requieren
model os mateméticos que involucran a la funcion cuadrética. Estas
situaciones pueden ser model adas por conceptos que aparecen en los
cuatro sistemas de representacion. Esta categoria la dividimos en
tres submapas: el primero describe los fenbmenos relacionados con
lafisica; el segundo describe aplicaciones dentro de las mateméticas
mismas; €l tercero incluye otro tipo de aplicaciones (por gemplo, de
las ciencias naturales y las ciencias sociales). Este Ultimo no se
encuentra desarrollado (figura 14).

Organizacién del mapay codigos

El mapa se organiza con los cuatro sistemas de representacion y las aplica
ciones. Por otro lado, el mapa presenta diferentes tipos de conexiones entre
los submapas. Dado que no podemos poner e mapa completo en una sola
hoja, se codificaron |as conexiones del mapa mediante unacajamarcadacon
lainicial del sistema de representaciéon y €l numero de la unién. Las co-
nexiones implicitas se ven cuando, por g emplo, en el sistema de represen-
tacion numérico o en el grafico utilizamos los pardmetros de las formas
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| Aplicaciones |
I— submapa 1 —— submapa 2 —|
Fisicas | | Matematicas |

fendbmenos reales Submapa 3 situaciones
que se pueden matematicas que

modelar con la pueden ser
funcioén cuadratica modeladas con la
funcién cuadratica

| Otras | |Econémicas| | Ciencias naturales

Figura N° 14. Aplicaciones

simbdlicas. Las conexiones entre diferentes sistemas de representacion se
presentan en cgjas de formano rectangular con flechas. Lacagjallevael nom-
bredelainicial del sistemade representacion de donde salelaconexiony la
inicial de Otros paraindicar la conexion con otros sistemas de representa-
cién (SO, GO, GRO, AO, NO). Cuando la conexién es dentro de un mismo
sistema de representacion se codifica con ladobleinicial del sistemade re-
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presentacion de donde sale y entrala conexion (SS, GG, GRGR, AA, NN).
Latablamuestra el significado de estos simbolos.

AO.1

Expansion del submapa correspon-
diente. En este caso, mayor detalle
del submapa simbdlico

Conexion entre un elemento de un
submapa (en este caso el simbdlico,
S) con otro elemento de otro sistema
de representacion, O.

Conexion que viene del submapa
“aplicaciones” a sistemade repre-
sentacion simboalico.

Conexion interna entre un e emento
del sistema de representacion simbé-
lico aotro e emento del mismo siste-
ma

Tabla N° 1. Sgnificado de simbolos de conexiones

Nuestro interés con este trabajo consiste en mostrar lacomplejidad de
un contenido matemético concreto organizado con base en la vision
funcional y en la perspectiva de |os sistemas de representacion. Adi-
cionamente, esta manera de organizar el contenido matematico pue-
de ser de utilidad para abordar la problematica de la ensefianza y €l
aprendizaje de este y otros contenidos mateméticos.

En las paginas siguientes presentamos €l mapa conceptua de la
funcion cuadrética.
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Representacion
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f(x) = ax2+bx+c
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férmula cuadratica o
factorizacion

a(x-(-b+raiz(b2-4ac))/2a)(x-(-b-raiz(b2-4ac))/2a)

’ ax2+a(r, Fry)x+anr, expansion Forma multiplicativa
Forma estandar f(x) = a (x-ry)(x-ry)
f(x) = ax2+bx+c

a(x-h+raiz(-k/a))(x-h-raiz(-k/a))

ax2-(xo/2p)x+(-xo/4p)+yo

completacion de cuadrados a(x-xgtraiz(-yp/a))(x-xo-raiz(-yg/a))

ax2+(2ah)x+ah2+k

completacion
de
cuadrados

expansion
completacion
de cuadrados

expansion
comipletacion de cuadrados

expansion
factorizacion

a(x-b/2a)2+4ac -b2/4a

expansion
expansién

R, expansion
factorizacién

a[x-(r;+ r2/2)]2-a[(r1+ r2)/2]2

a[x-(r;F I'2/2)]2‘61[01'*' "2)/2]2

Forma del foco

f(x)=1/4p(x-x0)2+yg

Forma canoénica
f(x) = a(x-h)2+k 1/4p(x-xg)2+yq igualdad de términos @

igualdad de términos a(x-h)2+k

a(x-b/2a)2+4ac-b2/4a

SS.2
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Familia de
parabolas cuyo
vértice es
(0,0

familia de
parabolas que
pasan por (0,0),
su vértice es

(-b/2a, -(b2/4a) y

corta el eje X en
(0,0) y (-b/a)

a,hk
az0
| Si h=ny a=m | | Si k=ny a=m |
GRO.2
| Si,a>0y |
traslacion traslacion
| paraa<0 |
| vertical | |horizontal|
el vértice es
(h.k) el vértice es
(h,k)
SO0.10 -
é SO1 fa,mllla de
parabolas con
vértice en
familia de (nk)y
parébolas céncavas familia de dilatacion
hacia arriba, parabolas céncavas constante
crecientes en el hacia abajo,
intervalo (-0 ,h] crecientes en el
y intervalo [h,) familia de
decrecientes en el . y parabolas con
intervalo [h,) decrecientes en el vértice en
intervalo (-o,h] (h,n) y
dilatacion
constante

a,ry,ry
azo0

(o]

| ryr complejosl

familia de

vértice es

parabolas cuyo

(rq,rp) y esté
sobre el eje X

ri#r,

familia de
parabolas
que
corta el
eje X en
(r1,0) y (r2,0)

familia de

parédbolas
gque no
tocan el
eje X
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| en el plano | | en el espacio |

parébola II - -
| secciones conicas Ii

construccién

corte de un cono con

@ lugar geométrico otros - . un plano paralelo a la
de los puntos P elementos recta generadora del

| mismo

| elementos

| | | vertice V | segmento

focal [

parabola
foco (F) | | directriz D I——l [P1.P2]

| recta |
| punto |
punto perteneciente a
la parabola tal que
recta Q | d(F,V) < d(F.P)
perpendicular interseccion Q para todo pynto P de
aD la parabola
con D
[P1,P,] segmento
[F1] paralelo a D y cuyo
' punto medio es el
foco
M P
mediana del punto de
segmento interseccién entre
[F.1] MyQ

tangente a la parabola
en P




N.1

Representacion discreta

valores de la funcion

tabla de valores

valores especiales Ii

no corta el eje X

4| caracteristicas

x valor de entrada || y valor de salida
corte con eje X
Siak>0
h-o a(-0)2+k
h-(raiz(-ak)/a) a(-ak/a2)+k |« Siak <o
| corte con eje Y I—
h-h a(-h)2+k - P o —
| vertice (h,k) |—|
h a(0)2 +k L H_lk |
h+h a2k I
h+(raiz(-ak)/a) a(-ak/a2)+k |« | Siak <o
Siak>0

h+0

a(d)2+k

v

no corta el eje X

corte con eje X

g

simetria con
respecto a x=h

Para todo 8 de R
f(h-0)=f(h+a)

a(-0)2+k=a(9)2+k
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Fisicas

_|

matematicas |

movimiento de
cuerpo en campo
de fuerza uniforme

reflectores
parabdlicos

foco capta rayos que se
reflejan de una superficie
parabdlica. o envia rayos

Aplicaciones
area expresada
como una funcion
cuadratica -
lanzamiento
| vertical
gravedad — posicion en funcién
caida libre .
del tiempo
tiro parabdlico |—| trayectoria parabdlica |
campo
eléctrico condensador
uniforme placas paralerlas

campo de fuerzas
centrales

energia

el movimiento se describe
por los cortes del cono. El
foco es un centro de
fuerza

esp
Il lentes |
antenas
parabdlicas
II lamparas |
movimiento
con

trayectoria
parabdlica

| ciencias naturales |

| Otras |

ciencias
sociales

| geométricos I—
—H medida de areas I—

| proporcion aurea I—

—| movimiento de cuerpos no relativistas Ii

trabajo de una
fuerza proporcional
al desplazamiento

I osiladores armonicos I—l energia potencial |

—|amp|itud de ondas |—| energia que llevan las ondas

energia proporcional al
cuadrado de la
amplitud de la onda

analiticas

numéricas

problemas de
optimizacién

ecuaciones de
segundo grado

| hallar h y k |

oL

maximos y
minimos
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