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Resumen En este articulo mostraremos unas extensiones del Teorema de Pitdgoras en su acepcion
geométrica, tomando en consideracion el area de las figuras geométricas que estan sobre los
lados de un tridangulo rectangulo y de esta manera ver que se cumple la relacion Pitagorica
para cualquier tipo de figuras que cumplan cierta condicion. En particular, esta extension la
vamos a realizar usando las cuadraturas del rectangulo o del triangulo, como por ejemplo
para el triangulo equilatero y luego para los semicirculos o las linulas, para lo cual
cuadratura es lo mismo que decir area.

Palabras clave Area, Teorema de Pitagoras, Cuadratura, Media geométrica, Lunula.

Abstract In this article we consider an extension of the classical geometric Pythagoras theorem,
taking into consideration the areas of the geometric figures which by on the side of
rectangular triangle. In this way we see that the Pythagoras relationship holds for every kind
of figures which satisfy certain conditions. In particular, this extension we will make using
the quadrature of the rectangle or triangle, like for example for the equilateral triangle and
soon for the semicircles or the lune, for which squaring is the same as saying the area.

Keywords Area, Pythagoras theorem, Quadrature, Geometrical mean, Lune.

1. Introduccion

El desarrollo de los procesos cognitivos en el campo de la Didactica de la Matemdtica es capaz
de ayudar a nuestros estudiantes en la resolucion de problemas de geometria, los cuales se deben
realizar coordinando la caracterizacion propuesta por Duval (1998) y desarrollados por Torregrosa, G.
y Quesada, H (2007) en la ultima referencia, en donde el proceso cognitivo de visualizacion esta
intimamente relacionado con la forma geométrica de la figura, es decir, su configuracion y el
razonamiento se basa en aplicar las afirmaciones matematicas que les corresponda algebraicamente.

La coordinacion de estos procesos cognitivos les permitira construir una teoria que generalizara
un poco el Teorema de Pitagoras, tomando en consideracion los tridngulos equilateros, semicirculos,
lunulas o cualquier otra figura geométrica que se coloque sobre los lados de un tridngulo rectangulo
cualquiera, tomando en consideracion la idea de area, y partiendo de una demostracion hecha para el
caso donde son cuadrados los que estin sobre esos lados, esto es, si 4y B son las areas de los
cuadrados construidos sobre las longitudes de los catetos del triangulo rectangulo y ¢ es el area del
cuadrado construido sobre la longitud de la hipotenusa, entonces se debe cumplir que 4+ B =C.
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2. Relevancia del trabajo para la educacion matematica

En la historia de la matematica, se le atribuye a Bhaskara una demostracion del Teorema de
Pitagoras en el siglo XII en donde asocio la formula a”+5° =¢* con el 4rea de los cuadrados que
estaban sobre los lados de un triangulo rectangulo (a y b sobre las longitudes de los catetos y ¢ sobre

la longitud de la hipotenusa) y operando con los cuadrados que estaban sobre las longitudes de los
catetos logro formar el cuadrado que esta sobre la longitud de la hipotenusa.

Ahora, durante mucho tiempo, tomando en consideracion la idea de area se ha pensado en la
posibilidad de construir figuras geométricas sobre los lados del tridangulo rectangulo que cumplan esta
relacion y operando con los tridngulos equilateros, poligonos regulares, semicirculos y linulas nos
damos cuenta que efectivamente se cumple.

Esta nueva forma de ver el Teorema de Pitagoras, diferente en cierto modo a la de Bhaskara,
permitird a nuestros estudiantes divertirse operando con figuras geométricas junto a sus compaiieros,
fomentando la unién grupal y les servira para ir conociendo un poco lo que en matematica significa el
concepto de generalizacion o extension, no solo por el hecho de no ser ya cuadrados, sino por que
aprendera a cuadrar (transformando los triangulos equilateros en rectangulos mediante una
reconfiguracion aplicando la Proposicion 13 del sexto libro de los Elementos la cual es la cuadratura
del rectangulo), los triangulos cualesquiera mediante la cuadratura del tridngulo (Proposicién 10 del
primer libro de los Elementos) y a partir de alli podemos aplicarselos a cualquier poligono por
aplicaciones repetidas dividiéndolos en triangulos.

Siguiendo la misma linea nos damos cuenta que de una manera muy aproximada podemos
extender el Teorema de Pitagoras al caso en el cual sean semicirculos los que estén sobre los lados del
triangulo rectangulo, tal como lo sefiala Jiménez, 2004, pp 103-117, cuando dice: Manteniendo la linea
de pensamiento griego orientada hacia la comparacion de figuras, Arquimedes demuestra que
cualquier circulo “es igual” (es decir tiene la misma area) que un triangulo rectangulo uno de cuyos
catetos es igual al radio y el otro igual a la circunferencia del circulo.

En tal sentido, cuando tengamos lo semicirculos sobre los lados del tridngulo rectangulo
podemos aplicarle lo anterior a cada uno, y luego que obtengamos los triangulos rectangulos
respectivos usamos la cuadratura del triangulo a cada uno para transformarlos en cuadrados y
volvemos a usar la parte primera para ver que se cumple la relacion Pitagorica para los semicirculos.

Por su parte, existen otras figuras geométricas curvilineas como lo son las lunulas, las cuales
cumplen la relacion del Teorema de Pitdgoras cuando estan sobre los lados de un triangulo rectangulo,
en ese sentido lo que podemos obtener para cada lunula son triangulos isésceles que sean de area
“igual” al de las lunula y aplicarle la cuadratura respectiva a cada una de ellas hasta obtener la relacion
deseada a través de los cuadrados que se forman, los cuales cumple con todo lo mencionado al
principio.

3. Marco teorico y calidad bibliografica

El campo de la Diddctica de la Matematica ha tomado un auge en los ultimos afios, debido al
estudio que ella ha realizado en relacion a los procesos cognitivos que deben desarrollar nuestros
estudiantes al resolver los problemas de geometria en los cuales estén envueltos.
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En este articulo usaremos el modelo propuesto por Duval, en el cual se restringe un poco el
concepto de visualizacion al de aprehension en el cual “Concebimos las especies de las cosas sin hacer
juicio de ellas o sin negar o afirmar” segtin el Diccionario de la Real Academia Espafiola (2001).

En estas aprehensiones, nos desplazaremos de una que empieza cuando el estudiante ve
intuitivamente el Teorema de Pitagoras y la cual es llamada aprehension perceptiva e iremos hacia
una que conlleva a modificar la configuracion inicial y es llamada aprehension operativa, esto nos
llevara a un razonamiento configural de un anclaje visual (ver por ejemplo los tridngulos equilateros)
aun anclaje discursivo (Teorico: Usar las cuadraturas).

Cabe destacar ademas que aprovechamos las acepciones geométricas del producto notable del
cuadrado de una suma y de una diferencia de dos cantidades dado en 8" grado, para deducir el
Teorema de Pitdgoras usado en 9™ grado pero también desde un punto de vista geométrico y mas aun
cuando sean cuadrados los que estan sobre los lados del triangulo rectangulo, asi mismo la nocién
geométrica de la media geométrica nos permitira extender el Teorema de Pitdgoras cuando estas sean
diferentes figuras poligonales (tridangulos equilateros, pentagono, hexagono, etc.) y estén sobre los
lados del triangulo rectangulo, o también cuando sean semicirculos, o lunulas las que estén sobre estos
lados del tridangulo rectangulo cualquiera.

4. Resultados

4.1. Teorema de Pitagoras: Extensiones a través de algunos Métodos Geométricos conocidos

“La Geometria existe en todas partes... En el disco del sol, en la forma del datilero, en el arco

’

iris, en el diamante, en la estrella de Mar, en la tela de araiia y hasta en un pequeiio grano de arena’.
Platon. Filosofo griego.

Motivacion: El Teorema de Pitdgoras en su acepcion geométrica (comparacion de areas) dice
que las areas A ByC de los cuadrados que se forman sobre las longitudes de un tridngulo rectangulo

como el de la Figura 1 de abajo:

Figura 1: Conclusion hallada para el Teorema de Pitdgoras en su acepcion geométrica
para un triangulo rectangulo cualquiera, en el cual se cumple que C=A +B.
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Esto lo podemos ver analizando las siguientes formas de triangulos rectangulos, como los de la
Figura 2 de abajo:

b=3 2
Figura 2: A la izquierda se muestra un triangulo rectangulo notable de magnitudes 3, 4
en los catetos y 5 en la hipotenusa. A la derecha un tridngulo rectangulo
isosceles (triangulo isorrectangulo) de lados iguales a la unidad en los catetos.

Luego tenemos, lo siguiente mostrado en la Figura 3 de abajo:

Figura 3: A la izquierda vemos la division de cada cuadrado en tantos cuadraditos como
unidades tenga los cuadrados originales construidos sobre los lados del tridangulo
rectangulo notable, aplicando una aprehension operativa de cambio ﬁgurall. A la
derecha dividimos los dos cuadrados construidos sobre los lados del triangulo
isorrectangulo, siguiendo las diagonales, para obtener ocho piezas de forma triangular,
aplicando una aprehension operativa de cambio figural en el triangulo isorrectangulo.

Asi, nos queda en la Figura 3 de arriba a la izquierda tenemos la siguiente igualdad numérica:
16+ 9=25, O bien, se cumple que: a* + b*> = ¢>. Ademas seglin la Figura 3 de arriba a la derecha,
nos queda que se cumple de nuevo lo siguiente: a’> + b*> = ¢”. Pero estos dos métodos geométricos
no son mutuamente aplicables’.

Abhora bien, si llamamos:
¢ = (a-b)? + 4(“2]’].

Donde este cuadrado lo formamos con un cuadrado de lado (a —b) de color negro y cuatro
triangulos rectangulos verdes que salen de los dos rectangulos verdes, como veremos en la Figura 4
de abajo:

' Es cuando se afiaden (quitan) a la configuracion inicial nuevos elementos geométricos (creando nuevas
subconfiguraciones).
? Para mayor informacion ver Barreto, 2008, en la tercera referencia.
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B

a b

Figura 4: Producto notable del cuadrado de la diferencia de dos cantidades visto
desde una perspectiva geométrica.

. 2 .
Veremos que efectivamente € es otro cuadrado de lado ¢ es decir, se puede formar de la
r 2 2 .7 . cr
suma de estas dos areas (¢ y b7). Y este también es un cuadrado de lado & mediante la construccion

que se realizo. Es decir, colocando el cuadrado de lado (a-b) de color negro y cuatro triangulos
rectangulos verdes con el color amarillo buscado en la Figura 5 de abajo se muestra:

(- B2

talg._

Figura 5: A la izquierda se muestra como se forma aplicando una aprehension
operativa de reconﬁgumcio’n3 este cuadrado de lado ¢ usando los cuatro
triangulos rectangulos verdes y el cuadradito negro. En la derecha vemos
que efectivamente este es el cuadrado de color amarillo de lado ¢ buscado.

Y ademas, esa es la longitud del triangulo rectdngulo que tiene en la hipotenusa longitud igual a
¢, asi por el razonamiento como un proceso configural®, nos queda el siguiente truncamiento’
mostrado en la Figura 6 de abajo:

Figura 6: Conclusion hallada para el Teorema de Pitdgoras en su
acepcion geométrica para un triangulo rectangulo cualquiera.

? Es cuando las subconfiguraciones iniciales se manipulan como piezas de un puzzle.

* Es la coordinacién entre la aprehension discursiva y la operativa.

° Es cuando la coordinacién proporciona la “idea” para resolver deductivamente el problema (conjeturando
afirmaciones que se prueban). Conduce a la solucion de un problema.

“i: Sociedad Canaria Isaac ]’Ve‘ewton Vol. 70 + abril de 2009 | 39
de Profesores de Matematicas



Otras deducciones o extensiones del teorema de Pitagoras
a lo largo de la historia, como recurso didactico
J. C. Barreto Garcia

Y asi podemos concluir lo siguiente:

Teorema 1: En todo triangulo rectangulo, el area del cuadrado construido sobre la longitud de
la hipotenusa es igual a la suma de las areas de los cuadrados construidos sobre las longitudes de los
catetos.

4.1.1 Veamos la siguiente Pre-generalizacion (Figuras poligonales)

Aceptando la version usual del Teorema de Pitagoras (Teorema 1), mediante una aprehension
perceptiva®, se puede demostrar que:

Teorema 2: En todo triangulo rectangulo, el area del tridngulo equilatero construido sobre la
longitud de la hipotenusa es igual a la suma de las areas de los tridngulos equilateros construidos sobre

las longitudes de los catetos.

Geométricamente veamos la Figura 7 de abajo:

Figura 7: En la figura vemos geométricamente el Teorema de Pitdgoras, donde se extiende el

caso a otras figuras geométricas como los tridngulos equilateros, es decir, Cr=4r+B;.

Prueba: Una ilustracion de la proposicion a demostrar es la siguiente:

Sea la Figura 8 de abajo:

Figura 8: Nueva subconfiguracion de la Figura 7, a la cual le
aplicamos una aprehension operativa de cambio figural.

° Es la primera en ser usada a lo largo de toda la etapa educativa y también la primera que aparece en el
desarrollo cognitivo del alumno. Es un proceso mas intuitivo e identificativo.

40 | Vol. 70 + abril de 2009 NUMEROS



Otras deducciones o extensiones del teorema de Pitagoras
a lo largo de la historia, como recurso didactico
J. C. Barreto Garcia

Donde ABC es un tridngulo rectangulo de hipotenusa ¢ y catetos a,b.

Ademas, h, h, y h. son las alturas correspondientes a los lados @, by ¢ respectivamente.

Luego, pasando de este anclaje visual a uno discursivo’ donde tenemos que si 4,,B; y C;
representan las areas de los tridngulos equilateros construidos sobre los lados del triangulo
rectangulo 4BC, entonces aplicando la version lineal del Teorema de Pitdgoras tenemos que:

b2
2
b, VT4 3
BT = = = .
2 2 4
Anélogamente,
a,la —i
ah, 4 3
A, =—= = .
2 2 4
Y también ocurre que,
2
el =5
ch, 4 3¢?
C, = = =
2 2 4
Asi,
2 2
A, +B, = 3a + V3b :ﬁ(a2 +b2)=£c2 =C,.
4 4 4 4
Por tanto,

A+ B, =C;.

Vamos a usar las dos siguientes formas a través de cuadraturas, esto no es mas que conseguir el
area de una figura la cual equivale a compararla con otra figura.

El cuadrado, es la figura rectilinea perfecta por excelencia, y se impuso desde el principio como
el principal patrén de comparacion, de alli que la palabra “cuadratura” fuera utilizada como una forma
de referirse a lo que hoy denominamos calculo del area, segin Jiménez, 2004, pp 103-117.

Hagamoslo construyendo con regla y compas, ya que tiene un significado “sui generis”, puesto
que esto fue lo que hicieron los propios griegos, segiin nos cuenta el mismo Jiménez, 2004, pp 103-
117.

"Es la asociacion de un dibujo a una afirmacién matematica.
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4.1.1.1. Usando la cuadratura del rectangulo

Este problema es el mas sencillo de plantear ya que consiste en encontrar un cuadrado
equivalente a un rectangulo dado.

La solucién de este problema segun Jiménez, 2004, pp 103-117, esta en la proposicion 13 del
sexto libro de los Elementos, en la que se muestra como construir un segmento que sea media
geométrica entre otros dos.

La construccion en cuestion la haremos haciendo una circunferencia cuyo diametro es la suma
de los lados del rectangulo y en el punto de enlace de ambas longitudes dibujamos una perpendicular
al didmetro hasta la circunferencia: El segmento asi generado es el lado del cuadrado buscado.
Veamos la siguiente Figura 9, aplicando una aprehensién discursiva®, cambiando del anclaje
discursivo al anclaje visual’:

Media Geométrica

Cuadrado

Equivalente al

Rectangulo

+—— Largo —

Figura 9: Representacion geométrica de la cuadratura del rectangulo.

Asi, formemos unos rectangulos dividiendo a través de la altura de los triangulos equilateros
dados en la figura geométrica del Teorema 2, es decir, la Figura 7, mediante un mediante una
aprehensién operativa de reconfiguracion'’, es decir veamos la Figura 10 de abajo:

_L
I
B3l

(%11

b o

I,
fig, fl, 'I

Figura 10: Rectangulos formados al dividir mediante una aprehension operativa
de cambio figural los tridngulos equilateros construidos sobre los lados
del triangulo rectangulo de la Figura 7, los cuales se logran formar
aplicando una aprehension operativa de reconfiguracion.

® Es la accién cognitiva que produce una asociacion de la configuracion identificada con afirmaciones
matematicas (definiciones, teoremas, axiomas). Tal vinculo puede realizarse de dos maneras, segin las
direcciones de la transferencia realizada, a la que se denomina cambio de anclaje.

° Es la asociacién de una afirmacién matemética a un dibujo.

' Es cuando las subconfiguraciones iniciales se manipulan como piezas de un puzzle.
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Luego, busquemos el cuadrado que se equivalente a estos rectangulos, usando la afirmacion
anterior. El razonamiento teérico’ nos dice que lo podemos hacer a través de la cuadratura del
rectangulo, como veremos en la Figura 11 de abajo:

MR

.Ir.lr',

f.

Figura 11: Aplicacion geométrica de la cuadratura del rectdngulos a los
rectangulos de la Figura 10, dado lo planteado en la Figura 9.

Ahora solo basta ver que el area del cuadrado amarillo es igual a la suma del area del cuadrado
rojo mas el area del cuadrado azul.

Esto lo hacemos utilizando del procedimiento realizado en la parte anterior para deducir el
Teorema 1, para cuadrados, y esta igualdad de estas areas de estos cuadrados implica por transitividad
la igualdad para los triangulos rectangulos de donde se originaron y por tanto también para los
triangulos equilateros .

4.1.1.2. Usando la cuadratura del triangulo

La cuadratura de un triangulo, por su parte, segiin Jiménez, 2004, pp 103-117, se sustenta en la
proposicion 10 del primer libro de los Elementos, es decir, dividir en dos partes iguales una recta finita
dada y en la cuadratura anterior, pues bastaria prolongar la base del triangulo en la mitad de la altura

del triangulo y tomar la media geométrica de estas dos cantidades como el lado del cuadrado buscado.

Asi, cambiando del anclaje discursivo al anclaje visual, tenemos la Figura 12 de abajo:

Media Geométrica

Cuadrado
Equivalente al
Triangulo

T Altura Media
Altura

|

Figura 12: Representacion geométrica de la cuadratura del rectangulo.

' Utiliza solo teoremas, axiomas o definiciones para llegar a la conclusion, esta estructurado deductivamente. Se
coordina la aprehension discursiva-operativa en el proceso configural.
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Luego se puede utilizar el procedimiento mencionado en la cuadratura del rectangulo a los
triangulos equilateros de la Figura 7, pero tomando ahora la base del tridangulo equilatero y la mitad de
la altura para cada uno de esos tridngulos equilateros.

Con estas herramientas a la mano es sencillo cuadrar cualquier poligono por triangulacion y
aplicaciones repetidas del Teorema de Pitagoras (Proposicion 47 del primer libro de los Elementos)
esto segun Jiménez, 2004, pp 103-117.

Asi, el poligono de la figura de abajo se descompone en los triangulos 7i, I,y I; cuyas

cuadraturas producen los cuadrados C, C, y C; de lados €i> €2 Y €5, respectivamente.

Figura 13: Geométricamente vemos la cuadratura del poligono verde.

Asi podemos aplicar todo lo anterior a cualquier poligono que este sobre los lados del triangulo
rectangulo, como por ejemplo los pentdgonos como los de la Figura 14 siguiente:

Figura 14: Geométricamente vemos una extension del Teorema de Pitdgoras en su
acepcion geométrica a otras figuras poligonales. En este caso los pentagonos
regulares también satisfacen que 4+ B=C, donde 4, B y C denotan las
areas de los pentagonos que estan sobre los lados del triangulo rectangulo.
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Tomando uno de los pentagonos como el de la Figura 15 de abajo:

Figura 15: Pentagono regular al que se le aplico una aprehension operativa de cambio
figural trazando unas diagonales a través de algunos de su vértices opuestos

Este poligono de la Figura 15 de arriba se puede descomponer en los triangulos 7;, T, y I; cuyas

cuadraturas producen los cuadrados C.C, yC; de lados €i» €2 ¥ €, respectivamente y nuevamente una

. s , 2, .2 .
aplicacion del teorema de Pitdgoras nos da un cuadrado X, de area ¢ +C, vy la siguiente el cuadrado
’ 2 2 2
K, de 4rea ¢ +¢,” +¢y

Ademaés podemos enunciar un teorema de Pitdgoras en su acepcion geométrica para este caso de
poligono regular como el pentagono y asi sucesivamente para otros poligonos regulares como los
hexagonos, heptagono, etc. Esto lo hacemos construyendo con regla y compas, ya que tiene un
significado “sui generis”, puesto que esto fue lo que hicieron los propios griegos, segiin nos cuenta el
mismo Jiménez, 2004, pp 103-117.

Al Margen: La construccion de los triangulos rectangulos exigidos se sustenta en las
proposiciones 2 y 11 del primer libro de los Elementos.

La primera permite construir segmentos de cualquier tamafio y la segunda, dngulos rectos en
puntos dados de un segmento.

De acuerdo a Evariste Galois (1811-1832), el proceso para llegar a la solucion para resolver un
problema con regla y compas es el siguiente:

Cada una de las etapas de un problema a resolver con regla y
compas se reduce a una ecuacion de primero o segundo grado y, por
consiguiente, todos los problemas resolubles con regla y compas se
reducen a una ecuacién algebraica con una incognita cuya solucion
implica la extraccion de una cadena de raices cuadradas.

Reciprocamente:

Si la solucion de un problema geométrico se reduce a la solucion
de una ecuacion algebraica de este tipo, dicho problema puede ser
resuelto con regla y compas; ello es asi porque las raices cuadradas
pueden construirse con regla y compas.

Entonces, para demostrar que un problema geométrico puede ser resuelto con regla y compas
debe plantearse, en primer lugar, una ecuacion algebraica equivalente al problema dado (En nuestro
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caso las cuadraturas del tridangulo y el rectangulo), luego si no es posible hallar tal ecuacion entonces
el problema no tiene solucion.

Por ejemplo, en la cuadratura del rectangulo cambiando del anclaje discursivo al anclaje visual,
nos queda la Figura 16 de abajo:

E E
D C
o
A B A B c B

Figura 16: Aqui tenemos un rectingulo 4BCD donde tenemos que las longitudes AB y BC forman
el diametro de la semicircunferencia en la que se cumple: BE = 4B x BC

4.1.2. Otra Pre-generalizacion (Figuras curvilineas)

Sin embargo, todos estos procedimientos mencionados anteriormente sélo funcionan bien
cuando se trata de cuadrar figuras poligonales, mas no para regiones cuya frontera es curva como por
ejemplo, el circulo.

En este sentido, hay un resultado recogido en los Elementos que es clave en todo este asunto: La
proposicion 2 del décimo segundo libro de los Elementos de Euclides que dice que los circulos son

uno a otro como los cuadrados de sus diametros. En el lenguaje moderno, si 4 es el area de un
circulo i de diametro 4;. entonces

Al

4
A4, d}

Independientemente de los circulos 4, y 4,.

Esta demostrada en los Elementos con una base tedrica provista por uno de los mejores
discipulos de Platon, el matematico Eudoxo. Se conoce como método de exhaucion y es uno de los
antecedentes del moderno calculo integral.

La demostracion procede por comparacion del area del circulo con las areas de los poligonos
regulares inscritos y circunscritos y el andlisis de las pequefias diferencias entre estas areas, que se
reducen al aumentar el nimero de lados de los poligonos.

Sin embargo, demostraciones como estas, basadas en procesos que potencialmente estamos en
capacidad de repetir cuantas veces deseemos, es decir lo que hoy llamamos procesos infinitos,

mostraban la dificultad de conseguir la cuadratura del circulo.

Aceptando la version usual del Teorema de Pitdgoras, mediante una aprehension perceptiva, se
puede demostrar que:
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Teorema 3: En un tridangulo rectangulo, el area de un semicirculo construida sobre la longitud
de la hipotenusa es igual a la suma de las areas de los semicirculos construidas sobre las longitudes de
los catetos.

Geométricamente veamos la Figura 17 de abajo:

Figura 17: En la figura vemos geométricamente el Teorema de Pitagoras, donde se extiende el

caso a otras figuras geométricas como los semicirculos, es decir, Csc = 4sc + Byc-

Veamos la Figura 18 de abajo:

E
Figura 18: Subconfiguracion de la Figura 17.

Calculando, cambiando del anclaje visual al anclaje discursivo:

—2

e Area del semicirculo de diametro OB : 4 P ﬂ
8

AB’

e Area del semicirculo de didmetro 4B 4,.,. = rab
8
o4’

o Area del semicirculo de didmetro 04 : 4, = ET

Asi, comparando las sumas de las areas obtenidas por una aprehension discursiva en (1), (2) y
(3) tenemos mediante un razonamiento como un proceso configural, el siguiente truncamiento:
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O lo que es lo mismo:

ABEOH + ABCAG = AADOF .

Sin duda que en este aspecto quien recoge los mas cerrados aplausos es Arquimedes, en
particular con su pequeiia obra Medida del circulo, de la que queremos comentar algunos puntos.
Sabiendo que hay una razon constante entre la circunferencia de un circulo y su didmetro, asi como
también una razon constante entre el area de un circulo y el cuadrado de su didmetro, Arquimedes se
interrogd sobre la relacion entre estas dos constantes.

Nos cuenta Jiménez, 2004, pp 103-117, que manteniendo la linea de pensamiento Griego
orientada hacia la comparacion de figuras, Arquimedes demuestra que cualquier circulo “es igual” (es
decir, tiene la misma area) que un triangulo rectangulo uno de cuyos catetos es igual al radio del
circulo y el otro igual a la circunferencia del circulo, como se muestra en la Figura 19 de abajo:

* T
Radio
4

= Diametro - e—— Circunferencia —

Area=mr2.
Figura 19: Cuadratura aproximada del circulo segiin Arquimedes.

La demostracion de esta equivalencia es una joya intelectual tallada con dos herramientas que el
analista de hoy maneja con soltura, pero que para la época en que fueron aplicadas significaron un
salto intelectual de magnitud.

Ahora bien, a partir de esta forma de cuadrar aproximadamente los semicirculos que estan en
los lados del triangulo rectangulo podemos aplicarlo a cada uno de estos semicirculos, luego usar la
cuadratura de los triangulos y seguir usando todo este procedimiento para lograr comparar estas areas
como lo hecho para el Teorema 2.

Como consecuencia de la resolucion del problema de cuadrar un circulo, es decir, de construir
con regla y compas el lado de un cuadrado de area igual a la de un circulo de radio dado es lo que
condujo al descubrimiento de los niumeros trascendentes, lo cual fue un desarrollo de la matematica.
De los intentos por resolver este problema condujeron a la demostracion de que no existe una ecuacion
algebraica que relacione el cuadrado con el radio del circulo; en otras palabras, el lado de ese cuadrado
no es expresable en funcion del radio a través de una cadena de raices cuadradas.
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4.1.3. Otra Pre-generalizacion (Mas figuras curvilineas)

Aceptando la version usual del Teorema de Pitagoras, mediante una aprehension perceptiva, se
puede demostrar que:

Teorema 4: En un triangulo rectangulo, el area de la linula construida sobre la longitud de la
hipotenusa es igual a la suma de las areas de las [unulas construidas sobre las longitudes de los catetos.

Geométricamente, veamos la Figura 20 de abajo:

Figura 20: En la figura vemos geométricamente el Teorema de Pitdgoras, donde se extiende
el caso a otras figuras geométricas como las ltnulas, es decir, C;, = 4, + B;.

La proposicion 2, del décimo segundo libro de los Elementos de Euclides se atribuye segun
Jiménez, 2004, pp 103-117, a un matematico del siglo V a.C. que tiene el mismo nombre de un
también famoso medico griego: Hipocrates.

El nuestro (el matematico) era originario de la isla de Chios y fue el primero que, motivado por
la imposibilidad de conseguir la cuadratura del circulo, llevo las soluciones de cuadraturas mas alla de

las figuras con fronteras poligonales.

Hipocrates logré cuadrar una figura que conocemos como lunula y que mostramos en la Figura
21 a la izquierda tomando en consideracion la Figura 21 a la derecha y abajo:

Cl!'

D

A O B

Figura 21: Lunulas

Aqui lo que debemos obtener antes es que el area de la linula es equivalente al del triangulo

A40C como vemos en la Figura 21 de arriba para mayor informacion ver referencia de Jiménez, 2004,
pp 103-117, y como el triangulo es una figura cuadrable, este resultado garantiza por transitividad que
la Iinula también lo es.
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Luego, podemos aplicar la Proposicion 10 del primer libro de los Elementos el cual es la
cuadratura del triangulo para hallar los cuadrados equivalentes y ver que se cumple la relacion hicimos
igual que la demostracion del Teorema 2.

‘Ninguna investigacion merece el nombre de ciencia si no pasa por la demostracion”.

Leonardo da Vinci (1452-1519). Pintor, arquitecto, ingeniero italiano.

5. Interpretaciones y Conclusiones

En el estudio de esta generalizacion o extension del Teorema de Pitagoras, nuestros estudiantes
aprenderan a cuadrar triangulos equilateros con regla y compas (tal y como lo hacian los propios
griegos segun esta escrito el historia de la matematica) aplicando la teoria dada en la cuadratura de un
rectangulo o en la cuadratura de un tridngulo de los Elementos de Euclides.

En otro orden de ideas, asi como podemos transformar un rectangulo en un cuadrado como
vimos en la Figura 3 parte derecha, también podemos mantener un triangulo equilatero que tenga la
misma area que la suma de otros dos tridngulos equilateros de base dada usando este teorema tan
importante. Asi mismo podemos hacer con dos circulos con didmetros dados formar un circulo de area
igual a la suma de estas dos, con las Iunulas, etc. Por lo que puedo decir que si de Leonardo da Vinci
tenemos forma de perfecta en la cuadratura humana del hombre de Vitruvio donde en el pensamiento
renacentista: El hombre medida de todas las cosas, la belleza ajustada a cdnones, equilibrio,
proporcion... en los Pitagoricos tenemos: La belleza de las cuadraturas de las formas geométricas y
en la hipotenusa la razon aurea de la perfeccion geométrica en donde descansa la perfeccion del
mundo en general, de acuerdo a sus diferentes formas, patrones y dimensiones...originando nuevas
formulas en diversas ramas de las ciencias con sus respectivas demostraciones.

En todo caso, al demostrar el Teorema de Pitagoras lo podemos usar para deducir diferentes

relaciones como en la Identidad Trigonométrica cos’ p+sen’p=1 en 1 afio del ciclo diversificado,
la Ecuaciéon de la Circunferencia en 2% afio del ciclo diversificado, Distancia, Valor Absoluto,
Coordenadas Polares, Cilindricas, Esféricas, etc. en Calculo y Métrica a través de la distancia definida
en Célculo en Topologia.

"No estoy de acuerdo con tus ideas, pero defiendo tu sagrado derecho a expresarlas.”

Francois Marie Arouet Voltaire.
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