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Resumen

Palabras clave

En este trabajo se intenta mostrar las potencialidades de la geometria de lo cotidiano para
el desarrollo de proyectos educativos. Se examinan algunas experiencias reportadas en la
literatura (Balbuena, 2000; Alsina, 2005; Romero y Castro, 2008). Luego se hace un
recuento de las posibles vias — de caracter histérico y matematico — que se abren al
examinar la disposicién del contenido de un envase de palmitos. Una exploracion —
buscando una configuracion rigida de los palmitos — lleva a las figuras y a algunos de los
aportes geométricos de Apolonio, Descartes y Steiner. El estudio revela una rica variedad
de exploraciones que pueden realizarse — a partir de la geometria de lo cotidiano — con
estudiantes de Educacion Media y también con futuros profesores de Matematica.

Exploracion Matematica, Metodologia de Proyectos, Formacién de Profesores.

Abstract

Keywords

In this paper we tray to show the richness of the everyday geometry for the development
of educational projects. We review some experiences from de literature (Balbuena, 2000;
Alsina, 2005; Romero and Castro, 2008). Then we show severally historically and
mathematically teaching paths that arise by looking the geometrical configuration in a hart
of palm can. The searches of a rigid configuration lead us to the Apollonius, Descartes
and Steiner geometrical works. This study reveals a wide variety of possible explorations
that can be developed by high school students and future math teachers.

Mathematical Explorations, Project Method, Teacher Training.

1. Introduccién

Una de las aspiraciones de la Educacion Matematica es lograr que los estudiantes tengan la
oportunidad de “hacer” Matematica, esto es explorar, experimentar, conjeturar, resolver y plantear
nuevos problemas , ademas de desarrollar la capacidad para argumentar y demostrar (NCTM, 2000,
pag. 57). La formulacién de proyectos a partir de la geometria de lo cotidiano- en el sentido que le da
Alsina ( 2005 ) - permite al estudiante tener contacto con la exploracion de situaciones-problemas y la
modelizacion matematica .Este Gltimo proceso esta concebido como la traduccién de una situacion
problema, de cualquier area del conocimiento, a un lenguaje matematico. (Biembengut, 1998)
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2. Algunas experiencias

En Iberoamérica son particularmente interesantes los proyectos en torno a la geometria de lo
cotidiano desarrollados por Luis Balbuena con estudiantes de Educacion Media. En algunos de sus
trabajos los estudiantes han extraido elementos matematicos presentes en la arquitectura del casco
histdrico de la ciudad de La Laguna en Tenerife, Espafia. En otra experiencia un grupo de estudiantes
exploré intensamente la geometria presente en unas piezas decorativas de construccion Illamadas
celosias. En Maturin, Venezuela dos futuros profesores de Matematicas José Parra y Ana Figueroa
(Parra y Figueroa, 1998) desarrollaron un proyecto identificando las transformaciones geométricas
plasmadas en los disefios artesanales de las rejas antiguas de la ciudad.

Muchos envases de productos de uso 0 consumo diario presentan en su estructura una gran
riqueza geométrica. Alsina (2005) - quien acufié la expresion “la geometria de lo cotidiano” - ha
compendiado y analizado interesantes situaciones observables en envases y empaques.

3. Geometria en la disposicion de los palmitos en un envase

Al intentar vaciar el contenido de un envase de palmitos - obtenidos de la palma de la especie
Bactris gasipaes - se observo que dos de ellos no salian del contenedor. Un examen mas detallado
reveld que estdbamos en presencia de lo que se llama una configuracién rigida de dos palmitos. La
busqueda de condiciones para lograr una disposicion rigida de tres palmitos nos llevé a interesantes
topicos y épocas de la Geometria y a algunos aspectos de Matematica discreta y de funciones de
variable compleja. En lo que sigue se sefialan algunos de los abordajes del problema y sus posibles
conexiones con el aula.

4. Un primer intento utilizando lugares geométricos

Es inmediato constatar que para insertar dos palmitos de modo tal que ellos constituyan una
configuracion rigida, debe ocurrir que la suma de sus diametros sea igual al didmetro del envase.

Fig. 1

Veamos ahora como insertar tres palmitos tangentes dos a dos y tangentes al envase sin pensar
todavia en la exigencia adicional de rigidez de la disposicion. Diremos que tres discos, tangentes dos a
dos y tangentes a un disco C que los contiene forman una configuracion rigida si los puntos de
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tangencia con el disco C forman un triangulo rectangulo o acutangulo, lo cual obliga a que el centro
del disco-envase, esté en el interior del triangulo o en uno de sus lados.

A

Fig. 2 Configuracion rigida Fig. 3 Configuracion no rigida

La situacion expuesta permite plantear algunas modelaciones en el aula para confirmar y
justificar lo anterior

Aunque nuestro problema se puede enunciar en términos de los discos determinados por las
secciones de los palmitos y el envase, volveremos siempre a los palmitos para no perder el sabor
inicial del mismo. Después de insertar un primer palmito tangente al envase notamos que existen
infinitas parejas de palmitos de diferentes radios, tangentes entre si, tangentes al primer palmito y al
envase. Ademas los centros de estas parejas estdn sobre una curva cerrada. Se trata del lugar
geométrico (L.G.) de los centros de los discos tangentes al envase y al disco ya insertado. No es dificil
concluir que ese lugar geométrico describe una elipse. En efecto: denotemos por P el centro del disco-
envase y por R su radio, por Q el centro del primer disco-palmito insertado y por r su radio. Si X es el
centro de un disco de radio X, tangente al disco-envase y al disco-palmito ya insertado, este punto debe
cumplir:

d(P,X)+d(Q,X)=(R=Xx)+(r+x)
=R+r

Fig. 4
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Esto es, la suma de distancias de P a X y de Q a X es constante, asi el lugar geométrico buscado
es una elipse, cuyos elementos son simples de describir.

Ahora queremos determinar el lugar geométrico de los centros de los discos tangentes a dos
discos interiores tangentes entre si y tangentes al envase. Supongamos que uno de los discos tiene
centro en Q y radio R y el otro tiene centro en Sy radio r. Si P es un punto del L.G. buscado debe
cumplirse que:

d(P,Q)—R=d(P,S)-r
d(P,Q)—-d(P,S)=R-r

Fig. 5

De esta expresion se infiere que la diferencia entre las distanciasde PaQy de Pa$S
permanece constante, luego el L.G. buscado es una hipérbola cuyos elementos, al igual que
los de la elipse anterior, son sencillos de describir.

Finalmente, la interseccion de la rama de la hipérbola que pasa por el punto de
tangencia de los dos discos iniciales con la elipse permite conocer dos puntos que son los
centros de circunferencias tangentes a los otros dos discos y al disco exterior. Por lo menos
una de estas circunferencias formard una configuracion rigida junto a las dos primeras. Las
razones pueden ser desarrolladas por el lector, utilizando las propiedades que poseen los
cuadrilateros inscritos en una circunferencia.

5. Algunas actividades en el aula

El problema de insertar discos de igual radio en un disco dado, puede generar una interesante
actividad en el aula de bachillerato, que se puede iniciar, insertando en primer término dos discos;
luego tres, cuatro y asi sucesivamente. Estas actividades requieren desarrollar calculos algebraicos
derivados de la aplicacion de la proporcionalidad de segmentos y construcciones con regla y compas.
Para realizar esta Gltima accién, el estudiante debe utilizar informacién acerca de longitudes de los
lados de poligonos regulares inscritos en una circunferencia dada.
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Esta actividad realizada con futuros profesores puede dar lugar a una discusion sobre la
posibilidad de generalizar estos problemas y analizar la constructibilidad de estos discos con regla y
compas.

6. Soluciones de la mano de la historia

Es muy probable que las plantas envasadoras de palmitos no sigan la via que hemos expuesto
.Por ello continuando nuestra blsqueda de soluciones al problema nos encontramos con los valiosos
aportes de Apolonio de Pérgamo (262 al 190 a.C.), quien en su obra Tangencias expone “Los Diez
Problemas de Contacto de Apolonio”. ;Qué se plantea en esos problemas? Consideremos tres tipos de
objetos que pueden ser puntos (P), rectas (L) y circunferencias (C). Se trata de trazar, con regla y
compas, una circunferencia tangente a tres de esos objetos, entendiendo que una circunferencia es
tangente a un punto si éste se encuentra sobre la circunferencia. Es claro que hay diez situaciones
posibles que representaremos simbolicamente como: PPP; PPL; PLL; LLL; PPC; PCC; LLC; LCC;
LPC y CCC. Observe que algunos de los problemas expuestos son de facil construccidn, otros no,
requieren el uso ya sea de la homotecia o de la inversién geométrica. Se cree que el Gltimo problema-
muy proximo a la situacion problema que hemos venido abordando- donde se propone construir una
circunferencia tangente a tres circunferencias dadas, no fue del todo estudiado por Apolonio. Siglos
més tarde, René Descartes (1586 — 1650), analiza y discute este problema de contacto a tres
circunferencias, y resuelve el caso en que las tres circunferencias son tangentes dos a dos,
estableciendo ademas una bella relaciéon entre sus curvaturas, esto es los valores reciprocos de sus
radios. Si a, b ¢ representan las curvaturas de tres circunferencias, entonces la curvatura d de la cuarta
circunferencia tangente a las tres anteriores satisface la siguiente relacion:

2(@° +b*+c*+d?*) =(a+b+c+d)?

Por convencién, cuando un disco es contactado desde su interior se dice que su curvatura es
concava y a tal curvatura se le asocia un valor negativo

Una via, utilizando herramientas geomeétricas sencillas para establecer la relacion anterior, viene
dada por los siguientes pasos, en donde p, g, r representan los radios de tres circulos dados y s el radio
del cuarto:

- Establecer que la longitud de una de las tangentes exteriores a las circunferencias de radios
p Yy q respectivamente es igual a 2,/ pq

- Dadas dos circunferencias exteriores de radios p y g y una tercera circunferencia de radio r,
tangente exteriormente a las dos anteriores. Establecer la siguiente relacién: donde X, Y son
los puntos de tangencia de la tercera circunferencia con las dos primeras y PQ es la
longitud de la tangente exterior a las dos primeras circunferencias.

—2 r2 —_—=2

=—xP
(r+p)r+aq)

- Consideremos las tres circunferencias tangentes dos a dos. Establecer que el radio s de una
cuarta circunferencia tangente a las otras tres es:
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. par
g+ pr+qr+2,/par(p+q+r)

- Por dltimo haciendo a=1/p, b=1/q, c=1r, y d=1/s se obtiene la relacién de
Descartes.

Ademas, se establece que en el plano es imposible situar mas de cuatro discos de forma tal que
cada uno toque a los demas, siendo tangentes cada par de discos en puntos diferentes, planteandose asi
dos posibilidades gréficas: tres de ellas rodean a una menor, o bien una de ellas rodea a la otras tres,
esta Ultima configuracion corresponde a nuestro problema inicial

Fig. 6

Frederick Soddy, premio N6bel de Quimica (1921) por sus investigaciones vinculadas al estudio
de is6topos, redescubre y profundiza el resultado de Descartes y lo generaliza a cinco esferas en el
espacio. En el volumen 137 de la revista cientifica Nature publicada en 1936 se encuentra un poema
de su autoria, de titulo EIl Beso Exacto, describiendo los anteriores hechos geométricos.

“Pueden besarse los labios, dos a dos,

sin mucho calcular, sin Trigonometria;

mas jAy!, no sucede igual en Geometria,

pues si cuatro circulos tangentes quieren ser

y besar cada uno a los otros tres,

para lograrlo habran de estar los cuatro

0 tres dentro de uno, o alguno

por otros tres, a coro rodeado.

De estar uno entre tres, el caso es evidente
pues tres veces son besados todos desde afuera,
Y el caso tres en uno no es quimera,

al ser este uno por tres veces besado internamente”
““Cuatro circulos llegaron a besarse,

cuanto menores tanto mas curvados,

y es su curvatura tan sélo la inversa

de la distancia desde el centro

Aunque este enigma a Euclides asombrara,
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ninguna regla empirica es necesaria:

al ser las rectas de nula curvatura

y ser las curvas concavas tomadas negativas,
la suma de cuadrados de las cuatro curvaturas
es igual a un medio del cuadrado de su suma”

Es habitual, en la literatura asociada a este tema, llamar a los dos circulos que son besados uno
internamente y el otro externamente por los otros tres circulos, circulos de Soddy.

La formula de Descartes nos indica que hay una infinidad de soluciones al problema de los tres
palmitos. Ademas si el disco exterior y el mas pequefio permanecen fijos hay una infinidad de
configuraciones o collares con una propiedad: la suma de las curvaturas de los tres discos tangentes
dos a dos permanece constante. Para constatar esto ultimo basta despejar d en la formula antes
mencionada y sumar las dos soluciones.

Examinemos una situacion particular, pero de singular riqueza, para ser desarrollada en el aula,
utilizando la formula de Descartes. Consideremos un disco inicial de radio 1 y pongamos dentro de él

dos discos de radio % . Luego las curvaturas de los tres discos son c=-1, a=b=2.
Reemplazando esos valores en la formula de Descartes obtenemos una ecuacién cuadratica cuya
solucion es 3, siendo la curvatura de un cuarto disco de radio % , tangente tanto al disco inicial como a
los dos discos de curvatura 2 .Por simetria se puede ubicar un segundo disco de curvatura 3.

Si continuamos con este proceso aritmético-geométrico, podemos determinar discos tangentes a
los discos de curvaturas 2, 3 y -1, resultando un disco de curvatura 6. Reiterando este proceso
hallaremos un disco de curvatura 15 tangente a los discos de curvaturas 2, 2 y 3, el cual generara tres
familias que nacen de discos de curvaturas 35, 38, y 38 respectivamente como lo ilustra la figura 8,
note que todos los valores de las diferentes curvaturas son numeros enteros, dejamos al lector la
justificacion de este hecho.

Fig. 7 Fig. 8

La situacién anterior da origen a una estructura fractal, conocida como Gasket de Apolonio el
cual admite generalizaciones en espacios de dimensiones mayores que 2.

Al dejar fijos, el disco exterior y uno mas pequefio, interior, de modo tal que la distancia de los
centros sea menor que la diferencia de sus radios, podemos construir también una familia de discos, el
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primero tangente a los dos discos, el siguiente tangente al anterior y tangente a los dos discos iniciales
y asi sucesivamente; si se llega a la situacion en donde el Gltimo disco es tangente al primer insertado,
se dice que esta familia de discos constituyen un collar o cadena de Steiner (Jakob Steiner 1796-
1863).

Fig. 9

La literatura especializada, cuando se refiere a la situacion anterior, usa la expresion porismo de
Steiner La palabra porismo tiene varias acepciones, Pappus de Alejandria sefiala que el porismo tiene
caracteristicas de teorema - porque se propone algo por demostrar - y también de problema porque en
el porismo se propone alguna construccion (Boyer ,1968).

El porismo de Steiner afirma: Dados dos discos uno interior al otro, independientemente de
donde empecemos, siempre conseguimos un collar de Steiner o nunca lo hacemos. Esto es, para dos
circunferencias dadas una interior a la otra entonces no existe un collar de Steiner, o bien existen
infinitos collares.

En el caso particular de dos circunferencias concéntricas la mayor de radio R y la menor de
radio r se tiene el siguiente resultado, simple de deducir: Ellas poseen un collar o cadena de Steiner de

n circunferencias si y sélo si:
T R-r
sen| — | =
n R+r

Y por lo tanto el porismo se cumple para esta situacion.

Para establecer una demostracion general del porismo de Steiner, en el caso de dos
circunferencias una en el interior de la otra, se recurre a una excelente herramienta que se ubica tanto
en el campo de la geometria como en el area de las funciones de variable compleja: a saber, la
inversion, dicha transformacion permite “poner concéntricas a dos circunferencias dadas”, reduciendo
asi el porismo al caso particular sefialado anteriormente.

Por nuestra parte para cerrar este apartado acotamos que Seamus Bellew encontré una férmula
que generaliza la de Descartes para collares de n discos (Weisstein, 2009). El lector puede demostrar -
utilizando la férmula de Bellew- que la suma de las curvaturas de los discos del collar permanece
constante. ;Qué otras regularidades estan presentes en una cadena de Steiner?
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7. A modo de cierre

Reiteramos que cada una de las actividades antes sefialadas puede ser el inicio de una amplia
exploracion - dentro o fuera del aula - que rapidamente puede conducir a mas interrogantes que
permitan encontrar sorprendentes aplicaciones en variados temas matematicos. Recomendamos al
lector revisar los trabajos de Francisco Javier Garcia Capitan, Silvana Marini Rodrigues Lopes y el
sitio web de Eric W. Weisstein, http://mathworld.wolfram.com
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