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Resumen

Palabras clave

Se analizan resultados de un estudio con alumnaededaria, en el que se utiliza un
modelo virtual de la balanza para la ensefianza desbluciéon de ecuaciones de primer
grado. A diferencia del modelo concreto o diagracnatel modelo virtual es dindmico e

interactivo y en su version ampliada (balanza colegs) incluye la representacién y
resolucién de ecuaciones con sustraccion de téaniros resultados indican que al firial
del estudio, los alumnos logran extender el métalfebraico de resoluciéon a una
variedad amplia de modalidades de ecuaciones ydgumanera espontanea infieren el
método de transposicion de términos. Con el fimdestigar los procesos de produccién
de sentido y de construccion de significado, sepidona perspectiva semiética que
incorpora al andlisis las producciones signicaslodeestudiantes, como parte de la
interaccion entre los sistemas de signos algehraritonético y el sistema de signos del
modelo.

Sintaxis algebraica, modelacion concreta, balan#aal, ecuaciones lineales, sisterras
matematicos de signos.

Abstract

Keywords

We analyze outcomes from a study carried out wéttoedary school pupils, in which a
virtual balance model is used for the teachinghef solution method of linear equatioris.
In contrast to the concrete or diagrammatic vessiohthe balance, the virtual model is
dynamic and interactive and in its extended vergtbe pulley balance) it includes the
representation and solution of equations with suddéd terms. The results suggest thet at
the end of the study, pupils are capable to exteadlgebraic solution method to a brcad
variety of modes of equations and that they spattasly infer the method of transposiig
terms. In order to probe the processes of senstuption and construction of meaning,
we adopt a semiotic perspective which incorpordbes analysis of students’ signic
productions as part of the interaction betweenstha systems of algebra, arithmetic and
that of the model.

Algebraic syntax, concrete modelling, virtual balen model, linear equations,
mathematics sign systems

1. Introduccioén

En el libroEducational Algebra: A Theoretical and Empiricalgkpachse aborda el tema de la

modelacion concreta en la ensefianza y el apreadizhjalgebra y de los procesos de abstraccion que

tienen lugar al transitar hacia el trabajo condeligo algebraico (Filloy, Rojano, Puig, 2008, pagin

100). En el texto se enfatiza el hecho de que tphesesos implican a su vez procesos de
generalizacion de las acciones al modelar nuewaacgines y de discriminacion entre los casos
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modelables y no-modelables. Estas precisiones rmondarsobrevaloracion que suele atribuirseles a
los acercamientos de ensefianza que parten dei@ites 0 modelos “concretos” con el fin de dotar
de significados a los conceptos y propiedades n@iems, asi como a sus representaciones y a las
transformaciones de éstas.

Entre los recursos de modelacién concreta clasjcosadicionales en la ensefianza de la
resolucion de ecuaciones de primer grado estad delmale la balanza, en el cual se recurre a la
metafora de la preservacion del equilibrio pareeBas la nocion de igualdad algebraica restringida
[1]. Una serie de estudios empiricos llevados @ caln el uso de este modelo reportan resultados que
muestran tanto las bondades didacticas del mismmo ¢as dificultades que enfrentan los estudiantes
al utilizarlo. J. Vlassis observo en su estudie gluso del modelo de la balanza ayudo a los alsmn
a aprender el método formal de aplicar la mismaami@n a los dos miembros de la ecuacién y que
las principales dificultades se presentaron ahtraé que los sujetos generalizaran dicho métdds a
ecuaciones con enteros negativos (Vlassis, 20G&jfdrd & Grenier (1996) por su parte, encontraron
que la balanza ayuda a los alumnos a comprendegla de eliminacién de términos semejantes,
cuando éstos se encuentran en miembros distintts @muacion; D. Godino et al (2004) realizaron
una investigacion con el uso de una balanza irttesaen cuyos platillos es factible representar no
sélo polinomios, sino también funciones algebraica&sonales y trascendentes, con lo cual, de
acuerdo a estos autores, el tipo de ecuacionesjdones y funciones cuyos valores numéricos
pueden compararse es muy general. Filloy & Rojat@89¥) identificaron tendencias cognitivas
extremas en estudiantes de secundaria, quienegial de su trabajo con la balanza mostraron, en
unos casos, un arraigo al uso del modelo y en,atroslesprendimiento muy rapido del mismo para
realizar las acciones so6lo en el nivel simbélicladigebra (Filloy & Rojano, 1984, 1989).

En relacion a los estudios mencionados, realizadosl modelo de la balanza, cabe mencionar
gue un elemento comun en todos ellos es que lasg&tedel dominio numérico de las ecuaciones al
conjunto de los numeros enteros constituye un fapie obstruye la generalizacion del método de
resolucion. Una explicacion a lo anterior se enttaeen las investigaciones de Gallardo (2002),
Bruno & Martindn (1997) y Glaeser (1981) quienesa haalizado a profundidad la naturaleza de la
dificultad de incorporar los numeros negativos yparatividad a la sintaxis algebraica. En pardcul
en cuanto a los nUmeros negativos y su relaciériacorodelacidon concreta, Filloy y Rojano reportan
el caso de una alumna que, de manera espontanea,ua adaptacion del modelo concreto a la
resolucion de ecuaciones con coeficientes negatvgsie, en principio, no se esperaba que se
pudiesen resolver con dicho modelo. Como ya sesfialado, de acuerdo a estos autores, lo anterior
es la manifestacion de la tendencia cognitiva cteisie en un arraigo al modelo concreto, aun en
casos en que la modelacién puede resultar mas eamplie la operatividad misma en el nivel
simbdlico (Filloy & Rojano, 1989, pp. 22 and 23ji¢y, 1991) y que esto puede representar un
obstaculo para la abstraccion y para la generadizatel método algebraico. Vlassis encontr6 en la
investigacion a la que se ha hecho referencia,efjgfecto de haberle dado un significado conaieto
la manipulacion de los términos de la ecuacionyérén los estudiantes varios meses después de su
trabajo con la balanza (lo cual se considera uct@feositivo). Sin embargo, esta autora admite que
los alumnos tendran que remontar mas tarde obetacalacionados con procesos de abstraccion,
como por ejemplo en el caso de la resolucion dagenes que involucran nimeros negativos y para
los cuales el modelo de la balanza no fue ideatias$is, 2002, pp. 356-357).

Las tendencias extremas observadas por Filloy gri®o{1989) y a las que llaman “tendencia
semantica” (un arraigo al modelo, aun cuando la&béua no era modelable o su modelacion era muy
compleja en la balanza) y “tendencia sintacticah @bandono apresurado del modelo) son
manifestaciones particulares de una serie de s&<lde tendencias cognitivas identificadas envario
estudios sobre la transicion de la aritméticageldla, el pensamiento geométrico en adolesceriées y
resolucion de problemas aritmético-algebraicosstndéantes de 12 a 18 afios de edad (véase Filloy,
Rojano & Puig, 2008, pp 164 -166). Dichos estudiesllevaron a cabo entre los afios 80s y 90s
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(Filloy, 1991 y 1993; Filloy & Lema, 1996; Filloy &ojano, 1985a, 1985b y 1989; Filloy, Rojano &
Rubio, 2001; Filloy, Rojano & Solares, 2002) y diefugar a una perspectiva tedrica que ha ayudado
a caracterizar tipos de obstructores que puedem peesentes en el sujeto cuando éste intenta
aprender nuevos conceptos, operaciones 0 méto@dbsmidticos, y que no dependen de las
caracteristicas ni del modelo de ensefianza nildendefiante ni del objeto de conocimiento. Hoy en
dia, tratando de indagar otro tipo de fendmenosodas de los procesos de produccion de sentido y
de construccion de significado cuando se aprendebéd con modelos concretos, adoptar una
perspectiva semittica parece adecuado. En estelarge analizan resultados de un estudio con
alumnos de secundaria, en el que se incorporaocetl@sin modelo virtual de la balanza -basado en
applets- para la ensefianza de la resoluciéon decieaea de primer grado. Este modelo difiere del
modelo tradicional (concreto o diagramatico) en @si€linamico e interactivo y en que en su version
ampliada (balanza con poleas) incluye la represgmty resolucion de ecuaciones con sustraccion de
términos (SEP-ILCE, 2007) [2].

Otra caracteristica de la unidad interactiva erstidre es que incluye una seccion en la que la
balanza es fija y el usuario tiene que seleccitaaperacion que hay que realizar con los térmiteos
la ecuacion (aplicacion de la operacion inversa pgareliminacion de términos), la cual tiene el
propésito de ayudarlo a transitar de las acciome®lemodelo a acciones en el nivel sintactico
algebraico.

-

Los resultados obtenidos indican que, después alizae una serie de actividades con esta
unidad interactiva y con hojas de trabajo que nmaure ruta didactica hacia el dominio de la sistaxi
los alumnos son capaces de aprender y usar el onalpebraico de resolucidn para familias amplias [
de ecuaciones lineales, incluidas las que contigdraninos que se sustraen. Esto Gltimo responde en
parte al reto planteado por las investigaciones gpertan la enorme dificultad que tienen los T
estudiantes para incorporar elementos de negadiaddominio algebraico.

—]

2. El estudio “Balanza virtual y sintaxis algebrai@”

El principal propésito del estudio es investigar que medida, el trabajo con la version
dindmica de la balanza descrita arriba ayuda aralarde entre 12 y 14 afios de edad a abstraer las
acciones realizadas en la balanza al nivel de nteax§s algebraica asociada a la resolucion de
ecuaciones lineales. Ademas, se investiga si jetosuson capaces de generalizar el método der‘hace
lo mismo de ambos lados de la igualdad” a modadidadk ecuaciones cada vez mas complejas,
incluidas aquellas que contienen sustraccion dmiés con coeficientes positivos. Se incluyen
modalidades de ecuaciones aritméticas (Ax = B; AB £ C; A, B y C son enteros particulares
mayores que cero) y no-aritméticas (Ax £ B = Cx % Begun la clasificacion de Filloy y Rojano
(1984 y 1989) [3]. EI modelo solo despliega ecuaesocon solucion positiva.

2.1. La balanza virtual y el circuito didactico
Como ya se ha mencionado, el modelo concretoadiizonsiste en una version virtual del modelo

tradicional diagramético. En la primera parte derla@ad interactiva se trabaja corblanza simple
(ver Figura 1).
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/2 Unidad 3.2 - Resolucién de ecuaciones de primer grado - Windows Internet Explorer

3.2 - Resolucion de ecuaciones de primer grado | Balanza 1
Descubre el valor de x poniendo pesas en el plato hasta
lograr el equilibrio. Sélo tienes que arrastrar y soltar.

BalanzalylPoleas]

Figura 1. Balanza simple

El usuario puede arrastrar los objetos para adosgan los platillos (tomandolos de las pilas
del centro) o para tirarlos al cesto de la basseadispone de objetos de peso conocido (unitari®) y
objetos de peso desconocido (x). La idea es quedtudiantes comprendan los principios que guian
las acciones que preservan o restablecen el equiéh cada paso. La secuencia de escenas incluye
las siguientes secciones:@dsar objetosb) representar una ecuacion dadsg) encontrar el valor del
peso desconocid@ manera de retroalimentacioén, en la parte iofemparece la ecuacion que se va a
resolver y en ella se aprecian los cambios queacales acciones realizadas en la balanza. Las
ecuaciones que se van a resolver aparecen alpgzarel botdn deivel permite acceder a ejercicios
con tipos de ecuaciones cada vez mas complejos.

En la segunda parte de la unidad interactiva sépmianunabalanza con poleagver Figura 2).

/- Unidad 3.2 - Resolucién de ecuaciones de primer grado - Windows Internet Explorer

3.2 - Resolucién de ecuaciones de primer grado | Balanza y poleas 1
Pon (y quita) hasta que los platos correspondan a la ecuacion.

5x+1=6
:w @ o :w :‘\

W el T i

Balanza Balanzaly/Poleas Ejercicios

Figura 2. Balanza con poleas
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En la balanza ampliada es posible representamjversecuaciones que incluyen sustraccion de
términos de coeficientes positivos, es decir, esh® quitar o sustraer pesos. Los términos que se
sustraen se representan con pesas colocadas @atibes superiores. Por “arrastre” se puedenpasa
objetos de los platillos superiores a los infesoyeviceversa y de los platillos de la derechasadmla
izquierda y viceversa. Se puede apreciar que ak mesun platillo superior a uno inferior (o alésy,

o bien del platillo izquierdo al derecho (o al reyécambia el signo de operacion que precede al
término correspondiente en la ecuacion (parteiorfe la balanza).

El circuito didactico con la balanza simple coreses:

1. Familiarizacion con la balanza (pesar objetos);

2. Representacion de ecuaciones en la balanza (gon@sncia entre los elementos de la
ecuacién y los del modelo);

3. Resolucion de ecuaciones con la balanza dindmiganérando el peso desconocido por
eliminaciéon de objetos de los platillos (principide manipulacion que mantienen el
equilibrio);

4. Resolucion de ecuaciones conblalanza fija, por eleccion de la operacién inversa que se >
aplica a los términos en la ecuacion (recuperadénlos principios que mantienen el
equilibrio en el nivel sintactico: nocion de equérzia algebraica). Ver Figura 3a.

5. Resolucion de ecuaciones sin la balanza, transfatng restableciendo la igualdad en el U
nivel simbdlico del algebra (automatizacion de &&siones en el nivel sintactico). Ver
figuras 3b - 3e.

m
(= Unidad 3.2 - Resolucién de ecuaciones de primer grado - Windows Internet Explorer m
3.2 - Resolucién de ecuaciones de primer grado | Balanza 4
Elige la operacién. Sigue el dialogo y ejecuta (con Aceptar).
Continta hasta encontrar x. Verifica y resuelve otra. 5%
(2x+3=5 )
1
1 577 11
11 X X 6 1
= il Py
-lF - 1
l.l ®mT
. - \_ /

Balanza Balanzaly/RPoleas

Figura 3a. Balanza fija
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3.2 - Resolucion de ecuaciones de primer grado | Ejercicios 2
Despeja la incégnita arrastrando términos y haciendo
doble clic para hacer las operaciones.
5x-Q = 4 i
_ Reiniciar | . Ota |
@ 4 nivel 3p »

Balanzaly; Rroblemas

Figura 3b. Escritura de las transformaciones de la ecuacion

3.2 - Resolucion de ecuaciones de primer grado | Ejercicios 2

Despeja la incégnita arrastrando términos y haciendo
doble clic para hacer las operaciones.

5x =4 B

R

4]

Reiniciar Otra

@« d nivel 3p | | s

ﬁ‘%

Balanza)y/Roleas;

Figura 3c. Transposicion de términos (—6) “por arrastre”.ééétel cambio de signo
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3.2 - Resolucion de ecuaciones de primer grado | Ejercicios 2

Despeja la incégnita arrastrando términos y haciendo
doble clic para hacer las operaciones.

D

S x =4 +f

| Reiniciar | j Otra

P dnivel 3D 2

Balanza Balanzajly/Roleas Ejercicios RProblemas i S

Figura 3d. Restablecimiento de la ecuacion (rescritura auticenébx = 4+6)

Despeja la incégnita arrastrando términos y haciendo
doble clic para hacer las operaciones.

5x -6 =4 i

O5x = 4 T}G

5x =10

1/' Reiniciar Otra
@ 4 nivel 3p C>
Balanzaly/Roleas

Figura 3e. Ejecucion de la operacion (4 + 6) con “doble cligkescritura automatica (5x = 10)

Las etapas 1-5 del circuito didactico se repitem leobalanza con poleas, extendiendo asi el
método a las ecuaciones con sustraccion de términos

“i: Sociedad Canarialsaac Newton Vol. 75 + noviembre de 2010 | 11
de Profesores de Matematicas

d

Voo i s R s sk S5



RS RIETA

E

P

Modelacion concreta en Algebra: balanza virtual, egaciones y sistemas matematicos de signos
M. T. Rojano Ceballos

2.2. Los sistemas matematicos de signos y la abstten a la sintaxis

En el acercamiento tedrico propuesto por E. Fi{lejloy, Rojano, & Puig, 2008; Kieran &
Filloy, 1989; Puig, 2004) la nocion dextose introduce para ser utilizada en el analisisudéquier
practica de produccion de sentido, por ejemplo doagl aprendiz interactia con un modelo de
ensefianza. En esta perspectiva, basada esencimlemelat semibtica de Pierce (1931-58), se hace la
distincidn entretextoy espacio textualla cual se corresponde con la distincién esigmificadoy
sentido Un texto es el resultado de la lectura/transferérahecha sobre un espacio textual, cuyo
propoésito no es extraer el significado inherentdicho espacio sino, mas bien, producir sentido
(Filloy, Rojano, & Puig, 2008, pp 125). El espateatual es un sistema que impone una restriccion
semantica a la persona que lo lee; el texto esnueaa articulacién de ese espacio, individual e
irrepetible, hecha por una persona como resultadandacto de lectura. Asi, un modelo de ensefianza
€s una sucesion de textos que son tomados comsepaci@ textual para ser leido/transformado en
otro espacio textual conforme el aprendiz cread®emn sus lecturas.

La unidad interactiva de la balanza virtual es wieh de ensefianza y es un espacio textual,
en términos de la perspectiva tedrica antes dasditando los estudiantes interactdan con este
espacio textual, se desencadenan procesos dealéttansformacion en los que se produce sentido: e
sentido de las acciones en el modelo y sus comdgmaes con los elementos de la ecuacion, en el
nivel simbdlico de la sintaxis algebraica.

Por otra parte, en este marco teérico, el lgebraddica es considerada un sistema matemético
de signos (SMS), entendido como un sistema de sifpom su codigo correspondiente) en el que hay
una posibilidad socialmente convencionalizada aeige funciones signicas (Filloy, Rojano, & Puig,
2008, pp. 7). Se adjuntan a los SMS los sistemasg®s o estratos de sistemas de signos que los
aprendices producen con el fin de dar sentidoquéose les presenta en el modelo de ensefianza. De
acuerdo a Filloy, los textos producidos por ledugae utilizan diferentes estratos pueden llegara
descritos en un SMS, pero cuando esto Ultimo nedajcsolamente la creacion de un nuevo SMS lo
hara posible. El proceso de crear nuevos SMSstaphmopdsito es un proceso de abstraccion y el
nuevo sistema de signos es mas abstracto quetkrsoaes. En el caso que aqui nos ocupa, el nuevo
sistema de signos es el del algebra y es mas ctiostpae el sistema de signos de la aritméticaglel d
modelo y el de los estratos intermedios constitigor las producciones propias de los estudiantes
como resultado de su interaccién con el modelaualrtEn una seccién posterior se mostraran
ejemplos de este tipo de producciones.

2.3. Método y recoleccion de datos: sesiones cosily la balanza

El estudio se llevd a cabo con un grupo de ochmrabs de secundaria, de 12 a 14 afios de
edad, quienes no habian recibido instruccion sebmétodo algebraico de resolucion de ecuaciones
lineales. Se prepararon hojas de trabajo de ac@rcocuito didactico de la unidad interactivalde
balanza, asi como un cuestionario inicial y uncalfinpara conocer las estrategias y los
correspondientes SMS utilizados por los alumnassadlver ecuaciones, antes y después de su trabajo
con el modelo de la balanza. Los items de ambostionarios corresponden a ecuaciones tanto
aritméticas como no-aritméticas.

Las seis sesiones de clase con la balanza sediewacabo en un laboratorio de computo,
dentro de un mismo semestre escolar. Se utilidégpliegue en pantalla grande (pizarrén electrdnico
de la unidad interactiva, para explicaciones dadstra y discusiones colectivas; ademas, los alumnos
trabajaron en parejas en la computadora, resolvitagitareas propuestas en las hojas de trabajo. En
la siguiente seccidn se discuten los resultadanatis durante las sesiones de clase.
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3. Andlisis de resultados

3.1. Sesiones con la balanza simple

En la primera sesion, donde se trabajo dam escenashallando el peso de “X" vy
representacion de ecuaciones lineales en la balankes alumnos manipulaban el modelo virtual
dinamico y lograron relacionar el significado deiiébrio, propio del sistema de signos del modelo,
con el significado del signo de igualdad en la eitim perteneciente al sistema de signos del &gebr
Sin embargo, no todos los alumnos alcanzan esg eévcomprensién; dos de ellos, al momento de
realizar las tareas en papel y lapiz, continuabagrileendo de izquierda a derecha las
transformaciones de la ecuaciéon como cadenas dilagies (producciones propias que se ubican en
un estrato intermedio, entre el sistema de sigeda dritmética y el del algebra).

Durante la sesion deesolucion de ecuaciongsegunda escena), los alumnos se mostraron
seguros, navegaron por los cinco niveles de ildadninteractiva; desde la resolucion de ecuaciones
con una sola ocurrencia de la incognita (ecuaciarigaéticas), hasta la resolucion de ecuaciones co
la ocurrencia de la incognita en ambos lados dgualdad (ecuaciones algebraicas). Las hojas de
trabajo resueltas con lapiz y papel muestran camsujetos adoptaron el modelo y lo utilizabanaen |
solucion de ecuaciones con coeficientes mayores gue admite el modelo virtual. En esta etapa, se
observan reproducciones diagramaticas del modédosimbologia utilizada es una mezcla de estos
diagramas con signos de operacion aritméticos (oednes personales generadas por la interacciéon
con el sistema de signos del modelo y la incorpénade elementos del sistema de signos de la
aritmética).

En la tercera sesién, donde hay gesolver ecuaciones seleccionando la operacionrgayese
observd un progreso significativo hacia la sintadigebraica. Los estudiantes lograron resolver las
ecuaciones, eliminando términos por medio de aplacaperacion inversa correspondiente y en la
mayoria de los casos no hubo indicios de que habiercurrido al modelo de la balanza, ni aun en
forma diagramatica. A partir de este momento, semaron procesos de recuperacion de las acciones
realizadas en el modelo, en un nivel mas abstrpmouciendo sentido en relacion a las acciones con
los elementos de la ecuacion. Este nivel mas abstes el del sistema de signos del algebra, ¢l cua
permitié a los sujetos realizar la lectura/transiacion de los textos constituidos por las modaédad
de ecuaciones lineales mas complejas (por ejenagleetuaciones no-aritméticas con coeficientes
negativos que no podian modelarse en la balang&).r® les era posible cuando ellos se mantenian
en estratos intermedios (méas concretos) relacianeaio el modelo y/o con la aritmética.

Las caracteristicas de la resolucion en esta ét@pan: utilizacion de la operacion inversa; un
uso progresivo de grafias algebraicas (el alumnaoyatiliza el dibujo del modelo, sino que hace uso
de la simbologia algebraica), aunque en algunassaa se observo resistencia a operar la incégnita
y un retorno a las estrategias aritméticas. Estgreso hacia la sintaxis algebraica, a partir de la
tercera sesion, se puede apreciar en la Figurald,qie se muestra fragmentos de las hojas dgdrab
resueltas por dos de los alumnos a lo largo dawassiones.
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3.2. Sesiones con la balanza con poleas

Ademas del progreso hacia la resolucion de unalitamés amplia de ecuaciones lineales, el
trabajo con la balanza con poleas permitié quelosinos identificaran y aprendieran el método de
transposicion de términos. De modo que al final dstudio,
indistintamente este método y el de “hacer lo migiméos dos lados” o “uso de la operacion inversa”.
Hacia la penultima sesion, los alumnos resolvieooios los ejercicios y desaparecio la resistencia a
operar la incognita en las ecuaciones no-aritrgtiear otra parte, se dejé atras el uso del modelo
las ecuaciones se resolvian en el sistema de sigh@@gebra, aunque en algunos casos, persistid el
uso de signos de operacion aritméticos (por ejemploYa en el nivel sintactico, reaparecio la
dificultad para aplicar los métodos aprendidos a familia mas amplia de ecuaciones con nimeros
negativos, sobre todo, en los casos de numerosigoo que no son modelables en la balanza o en el
caso de soluciones negativas (por ejemplo, 5x +3x— 9). Esto ultimo confirma los resultados de
Vlassis (2002), en el sentido de que la presengidosl negativos representa un obstaculo para la

generalizacion del método.

En la ultima sesién, sobre dasolucion de ecuaciones con términos con coefietenegativos
seleccionando la operacion correctl modelo virtual permitié fortalecer la forma ttabajo que los
alumnos ya habian adquirido anteriormente con lanka simple; esto se pudo constatar en el caso
de la transposicion de términos, a través de ta tie las acciones que se van ejecutando, la eual s

despliega en la parte izquierda de la escena.

Como se mencion6 anteriormente, la hoja de tratb@jesta escena contiene ecuaciones tanto
aritméticas como no-aritméticas, con estructurivady con sustraccion de términos. Se observo que
el trabajo final contenia tanto resoluciones coméitodo de “hacer lo mismo de los dos lados” (para
ecuaciones de un paso), como con el método desftosition de términos” (para ecuaciones con

ocurrencias de la “x” en ambos lados) (ver Figyrse4ta sesion).

3.3. Cuestionarios inicial y final

En la Figura 5 se sintetizan los resultados deulestionarios inicial y final y en la Figura 6 se

muestran ejemplos de las respuestas dadas pduhesas a items de ambos cuestionarios.

Cuestionario inicial

Cuestionario final

* No hay distincién entre las ecuaciones
aritméticas y las no aritméticas

» Métodos de resolucion aritmética en
ecuaciones algebraicas

* No trabajan con la ecuacion

» Estrategias de ensayo y error

Estrategias espontaneas
5x+2=-3x—6
5x +3 =8x
—-6—2=-8
x —_— §
8

Uso de la sintaxis algebraica

Verificacién de resultados por sustitucion
Aplicacién de operaciones inversas
10x =2
x=2+10=5

Figura 5. Resultados generales de los cuestionarios inidiahbl
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tudiante

Item

VII.
2x—1=x+1

VIII.
5x+2=-3x-6
X =

Gabriel
VI 2X=1=X+1
X=
VII. 2X=1=X+1
X=—-2
2X-1=-14
1IX=-2

VIIL 5X+2= -3X-6
X=

VIII. 5X+2= -3X-6
X=1

Alexis

.6+x=8

X=_2

VII. 2X-1=X+1

X=2 2X—X =2

X=2

.6+x=8

X=_2

VIIl. 5X+2= -3X-6

Estephany

VII. 2X-1=X+1
X=1

VII. 2X-1=X+1
X=+=2

2X =X =X
+1+1=+2

X= +2

VIII. 5X+2= -3X-6
X=1

VIII. 5X+2= -3X-6
X=-1

Francisco

VII. 2X-1=X+1
) ——

VIl 2X—1=X+1
X= 2

2x—x = 1+1
X=2

VIII. 5X+2= -3X-6
) ——

VIII. 5X+2= —3X—6
X=-1

5X +3X =2 +6 =_1 5x + 3x2 5x + 3x = 8x
8X=+8 5x+3x= 8x 8x =8 2-6=-8
8+ X8 -6-2=-8 x= 8/8 8x = -8
5x1+2=3x1-6 x= -8/ x=-1 X=-8-+8
7= x=-1
tudiante .
David Brenda Isaac Jonathan
Iltem
VI 2X-1=X+1 VI 2X-1=X+1 VI 2X-1=X+1 VI 2X-1=X+1
VI, pC— X=1 pC— X= +0
2x—1=x+1 VI 2X-1=X+1 VI 2X-1=X+1 VIl 2X-1=X+1 VI 2X-1=X+1
X= X= 2 X=2 X= 2 X= 2x—x=x=1+
2X—x=+1+1 2X—x=+1+1 1=2
1x=2 X=2
x=2/1=2
VIII 5X+2=—3X—6  VII. 5X+2=—3X—6  VIII. 5X+2= —3X—6 VIII. 5X+2= —3X—6
vill, S A NC— X=
5x+2=-3x—6  VIIL5X+2=-3X-6  VIIl. 5X+2=—3X—6  VIIl. 5X+2= —3X—6 VIII. 5X+2= —3X—6
X = X= 2 2x=4 X= -1 X= -1 X=5x+3x=-6-2
X=2 5x+3x=—6-2 5-2=3 3- 8x=-8
8x=—8 3-6=-3 x=-1 =—1
x=—8/8 =1

Figura 6. Respuestas de los alumnos a items de los cuasti®iracial (fondo blanco) y final (fondo
sombreado). Para Alexis se compara item Il delaheon VIl 'y VIII del final.

Estos resultados confirman lo observado en lagrseside clase (a través del andlisis de las
hojas de trabajo) acerca de la evolucion de lat@shacia el dominio de la sintaxis algebraica fear
resolucion de ecuaciones lineales, aritméticas-gritméticas, aditivas y con sustraccion de térsiino
aunque no se tiene evidencia de una generalizaoidpleta a todas las modalidades de ecuaciones
lineales.
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4. Discusion final

De acuerdo con Filloy, cuando se inicia la ensedfiazun un modelo concreto es preciso
entender las acciones ejecutadas, asi como destamrelementos de sintaxis implicitos en ellas.
Dicho proceso, segun este autor, conduce a laaabgin de las operaciones, es decir se desencadenan
procesos de recuperacion de las mismas en unsintéktico. En el estudio aqui descrito, desde la
perspectiva semidtica que se adoptd, puede degirseel trabajo con el modelo dinamico de la
balanza virtual corresponde a actos de lecturafisemacion de un espacio textual, en donde cada
texto resultante se despliega visualmente en l&fbaly se convierte en un nuevo espacio textual qu
es leido y modificado, no sélo mental sino tambigéitamente, por el usuario del modelo. Debido a
este hecho, en esa cadena de actos de lecturfaitraasion hay produccidn de sentido de las acciones
en el modelo, lo cual conduce a una construcciosigieificado alrededor de la preservacion del
equilibrio. El trabajo con las escenas de la baafia y la elecciébn de la operacion inversa
favorecieron la produccion de sentido de parteodesktudiantes en el nivel de la sintaxis algearaic
Es decir, en este Ultimo caso, la imposibilidadn@nipular los objetos en la balanza llevé a los
alumnos a interactuar con un nuevo espacio teXtlate la ecuacion en su version sintactica)
perteneciente al SMS del algebra simbdlica. Edte saun SMS mas abstracto puede interpretarse >
como el resultado de la produccion de sentido tpree tlugar cuando el estudiante realiza actos de
lectura/transformacion de ese nuevo espacio textuak cuales conducen a una construccion de
significado alrededor del restablecimiento de lealdad algebraica; es decir, el alumno descubre los U
principios implicitos de preservacion de la igudldeina constatacién de ello puede apreciarse de
manera nitida en el cuestionario final, en ellqgeestudiantes resolvieron las ecuaciones entetame
con papel y lapiz, sin acceso al modelo interactisto ultimo confirma lo reportado por otros aesor al
(Vlassis, 2002; Filloy & Rojano, 1989; Radford & dhier, 1996) quienes utilizaron en su
investigacion la balanza en una version diagramatic

A

Los resultados provenientes de la seccién de lanbal con poleas complementan a los
anteriores, puesto que el trabajo simultaneo coadiaion y sustraccion de pesos condujo a los
estudiantes a también descubrir y abstraer lasagegle transposicion de términos. Dicho
descubrimiento amplié el nivel de competencia algieb de los estudiantes para la resolucién de
ecuaciones lineales, del método “hacer lo mismiosledos lados” al método Viético de “transposicion
de términos”, asi como a la regla de agrupaciétédrinos semejantes. La ampliacion ademas tuvo
lugar con respecto al tipo de ecuaciones lineghegs los estudiantes terminaron resolviendo
ecuaciones con términos de coeficientes negati@osque en varios casos se manifestaron las
dificultades clésicas que los alumnos de estasesdidehen con la comprension y operacion de los
nameros enteros.

Cabe sefalar que los procesos evolutivos hacia SivSsabstractos no estuvieron libres de
dificultades para algunos estudiantes, en los guebservaron retornos a un pensamiento pre-
algebraico, como es el caso de la resistenciaraopen lo desconocido.

En resumen, adicionalmente a lo reportado por asbsdios realizados utilizando la balanza
diagramatica, se muestra que con el uso de la zzlaintual, los estudiantes logran extender el
método de resolucion, en el nivel sintctico, dirdiss tipos de ecuaciones, los cuales rebasasipor
estructura mas compleja a los tipos desplegadoslpoodelo. Lo anterior puede atribuirsele, por un
lado, a la condicion de sistema de signos dinamnamipulable e interactivo del modelo, en el clal e
usuario aprecia visualmente la equilibraciéon o érde equilibrio como resultado de sus acciones y
de manera simultanea aprecia el efecto de las rismé#os elementos de la ecuacion. Esto, segun la
interpretacion tedrica ya expuesta, favorece latroocion de significado alrededor de la nocion de
igualdad algebraica y de las propiedades de lasftnanaciones que la preservan, asi como la
recuperacion de dichos significados en el SMS higlbéia. Por otro lado, tal extensién del método
puede estar favorecida también por el hecho deshaiecuito didactico completo es recorrido en las
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dos versiones de la balanza virtual (simple y aalegs); es decir, el alumno regresa a la modelacion
concreta y vuelve a hacer el recorrido hacia el $l\8braico cuando aborda el caso de ecuaciones
con términos que se sustraen. La emergencia esgantdn algunos alumnos del método de
transposicion de términos, en este caso se exgite consecuencia del trabajo con el modelo con
poleas, el cual funciona por medio de “arrastrepegos de un lado al otro y de los platillos supesi

a los inferiores y viceversa.

Los resultados expuestos no son concluyentes acigela su estabilidad en el largo plazo, en
vista de que no se aplicaron instrumentos de gadidn de manera diferida, tal y como lo hizo \dasi
en su investigaciéon. En un estudio posterior, &ttelate en marcha, se realizan entrevistas
individuales al final del trabajo experimental darbalanza virtual y cuatro meses después, mediante
lo cual se intenta profundizar en los procesosdtita / transformacion y la consecuente produccion
de sentido de parte de los estudiantes, que lesitpegvolucionar hacia la construccion de la siistax
algebraica alrededor del método algebraico de weiswl de ecuaciones lineales, asi como extender
dicho método al dominio de los nimeros negativastot para el caso en que éstos aparecen como
coeficientes como en el que son solucion de lasciooes.

5. Notas

[1] El signo igualen algebra tiene diferentes interpretaciones, dgomidad restringida o ecuacion,
en la que la igualdad se cumple solo para cieradsres de la o las incognitas y la de igualdad
irrestricta o identidad, en la que la igualdadwamle para cualquier valor de la letra.

[2] La balanza con poleas admite la modelaciéradestuaciones con estructura aditiva y ecuaciones
con sustraccion de términos. Esto quiere decirsfle pueden modelarse términos con coeficientes
positivos que se suman 0 se restan, perdémuinos que incluyen ndmeros con signo, @wom
en 7 — (-2x) 6 5x + (—3). A menos que los alumngsesan la sintaxis de los enteros negativos que le
permitieran reducir los casos anteriores a 7 + 2xx& 3, respectivamente. Esto se debe a que los
objetos en la balanza siempre tienen peso posigta unidad interactiva basada en applets fue
desarrollada por el grupo de programadores “Dexgaren el Instituto latinoamericano de la
Comunicacién Educativa (ILCE) en México y es paedos materiales interactivos que la Secretaria
de Educacion Publica (SEP) ha distribuido en lasiedas secundarias en todo el pais. El trabajo
experimental fue financiado por el Consejo Nacia®alCiencia y Tecnologia (Conacyt) en México, a
través del proyecto con nimero de referencia 80359)

[3] A las ecuaciones de la forma Ax + B= C estatoees les llaman aritméticas, en virtud de que
pueden ser resueltas realizando solamente opeeacsgnbre nimeros (aplicacién de la operacién
inversa correspondiente en cada paso). A las emexide la forma Ax + B = Cx £ D las llaman
algebraicas, en virtud de que para su resolucidmeessario operar los términos que contienen a la
incognita.

[4] Parte de los resultados a los que se haceerafia en este articulo han sido publicados enrRpja
T. & Martinez, M. (2009)From concrete modeling to algebraic syntax:Learntogsolve linear
equations with a virtual balance modé&n Swars, S.L., Stinson, D.W., & Lemons-Smith (Es).
Proceedings of the $1Annual Meeting of the North American Chapter af thternational Group for
the Psychology of Mathematics Education. Atlantd,; Georgia State University. Vol. 5, pp. 235-
243.
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