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Resumen El presente trabajo propone una alternativa enfoeaglumnos de Nivel Medio Superior,
por medio de la cual podrian visualizar y deducs limites especialegjm,_ *® vy

lim,_, s, al momento en que son vistos en clase, utilizgrata ello recursos tale:s

como, gréaficas de funciones y tablas de valoret g desarrollada con dos grupos de
estudiantes de los estados de Oaxaca y Guerrexicdiéespectivamente.

Palabras clave Limites especiales, Visualizar, Deducir.

Abstract The developed work proposes an alternative focusedstudents of Bachillerato, it
through they will be able to visualize and to dexldice special Iimitsnmxﬂo%fw and

lim,_, *< , at moment in that are seen in class, usingtfeuéh resources as, graphs of

the some functions and values table. It was deeelogith two groups of students from
the states of Oaxaca and Guerrero, México, resbgti

Keywords Special Limits, Visualize, Deduce.

1. Introduccion

Con base en la revision de diferentes Planes yr&ras de Estudio de Nivel Medio Superior
(NMS) en México, se concluye que los limites esgdesideben ser abordados durante el bachillerato,
sin embargo, en una investigacién reciente soloteodilimites (Navarro, 2004), se encontré que estos
deberian ser abordados hasta la universidad paoraplejidad que representan. Esto ultimo, a
consecuencia de los resultados de una entreviktadg a profesores en servicio del NMS, quienes
sostienen que la mayoria de los alumnos, cuandarilal curso de célculo diferencial e integral, no
tienen conocimientos basicos suficientes para cengar las demostraciones de los limites:
lim, =% vy lim,_, ¥ de ahi, que represente un problema el calcul@slienismos, pues en el

X

NMS no existe rigor matematico como en el caso idelNsuperior. Ante esta problemética, Navarro
(2004), disefia una propuesta dirigida a profesereservicio de NMS para abordar los limites
especiales sin tanto formalismo.

Tomando en cuenta lo descrito en el parrafo amtgri@ incidencia que tienen dichos limites en
la ensefianza del calculo, cuando se aborda la tlatiés de la derivada dekn x en el presente
trabajo nos hemos interesado en elaborar una Btgpeafocada a estudiantes de NMS en México,
con la intencion de que éstos puedan visualizadydr los limites especiales al momento en que son
abordados en clase.
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2. Antecedentes, Marco Teorico y Metodologia

2.1. Antecedentes

Para abordar las deducciones de los limites e$pgcidavarro (2004), disefia una secuencia
didactica para profesores en servicio de NMS, lzsadla visualizacion de gréaficas de funciones
algebraicas y trigonométricas, en donde por medioadalisis de los pardmetros de las funciones
algebraicas, pone en evidencia comportamientos$asenide las funciones trigonométricas y muestra
que estos dos tipos de funciones tienen caraétagstomunes. Luego, a partir de este analisiglabor
los limites especiales, no dejando de lado la aréditica ni la algebraica. Los resultados obtesid
en dicha investigacion, evidencian que la secued@afada posibilita la comprension de las
caracteristicas comunes entre las funciones aligabrg trigonométricas, asi como de los limites
especiales.

Al igual que en Navarro (2004), el interés del prés trabajo, son los limites especiales, sin
embargo, a diferencia de éste, la poblacion adasgienfoca la propuesta, son alumnos. Para ébdise
de la propuesta, ha sido considerado el uso déslmlizacion como una herramienta importante y
junto a ella, la graficacion de funciones.

Respecto a la graficacién de funciones, existeeenidh de que los alumnos de NMS no estan
familiarizados con la graficacion de funcionesdrigmétricas, en particular con las funcionesxsgn
cosX, pues aunque utilizan la tabulacion como métodadi@ubl de graficacion no tienen dominio
total sobre éste, pues al momento de obtener fes padenados y ubicarlos en el plano cartesiaso, |
trazos que realizan no corresponden al lugar gemmétue debiera (Patifio, 2007, pp. 113-122). Por
estarazon nos dimos a la tarea de buscar recursosygg@ran al alumno a superar dicha dificultad,;
asi, encontramos evidencias de que el uso del @aftaomo instrumento de visualizacién, en el
aprendizaje del célculo y en particular del concejat limite, mejora la disposicion de los alumnos a
estudio de dicho contenido, ademas de facilitaelacién de los procesos con imagenes mentales,
produciendo con ello una mejor comprension de doeeptos (Cabezas, et al., 2004, pp. 67-75).

Para el disefio de la propuesta, se opt6é por impiamel Software Geometra Sketchpad 4.05 a
fin de facilitar a los alumnos el trabajo con la&figas de las funciones y junto a ello la visuadian,
se us6 como marco tedrico la Teoria de Situaci@ndécticas y como metodologia la Ingenieria
Did4ctica.

2.2. Teoria de Situaciones Didacticas

La Teoria de Situaciones Didacticas desarrolladaGuy Brousseau, aparece como un medio
privilegiado, tanto para comprender lo que hacenplmfesores y los alumnos, cémo para producir
problemas o ejercicios adaptados a los saberdss/aumnos, para producir fielmente un medio de
comunicacion entre los investigadores y con lodegares. Brousseau, parte de ideas Piagetianas
respecto de la construccién del conocimiento potepde un sujeto, €l cree que el alumno aprende,
adaptandose a un medio que es factor de contrawés;i de dificultades, de desequilibrios, un poco
como lo ha hecho la sociedad humana. Este sabtr de la adaptacion del alumno, se manifiesta por
respuestas nuevas que son la prueba del aprendBiajasseau, 1986, pp. 41-43)

Por lo descrito en el parrafo anterior, en la presénvestigacion, nuestra tarea consistidé en
proporcionar a los alumnos eseedio, de tal forma que provocara en ellos la visualizacyo
deduccién de los limites especiales. Para elldigeren actividades en las que se involucraron el
célculo de limites de funciones algebraicas y trigoétricas, entre ellos, los limites especialedadi
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actividades fueron elegidas para que el alumnoepadaceptarlas, y le hicieran actuar, hablar,
reflexionar y evolucionar por si mismo.

Desde la perspectiva de la Teoria de Situaciondadicas, el alumno solo habra adquirido
verdaderamente el conocimiento cuando sea capaandglo en accidn, en situaciones que encontrara
fuera de todo contexto de ensefianza, y en ausgmaaalquier indicacion intencional. Tal situacién
es llamada-didactica Es importante destacar que la nocién de SituaRidactica va mas alla de la
idea de mera actividad practica, ya que una sitnasusca que el alumno construya con sentido un
conocimiento matematico, y nada mejor para ellotgleonocimiento aparezca a los ojos del alumno
como la solucion 6ptima del problema que se vasalver. De esta forma a lo que se le denominara
aprendizajeva a consistir y a mostrarse, en el cambi@steategia lo que implica el cambio de los
conocimientos que le estdn asociados y la aparétgm conocimiento especifico como resultado del
cambio. Elcontrato didacticces la regla de juego y la estrategia de la sifmadidactica. Es el medio
que tiene el maestro de ponerla en escena. (Bienuske86, pp. 43-44)

Guy Brousseau (citado en Chamorro, 2006), estableee tipologia de las situaciones a-
didacticas, como sigue:

Situacion a-didactica de acciorEn esta fase el alumno se envia un mensaje ashami
mediante los ensayos y errores que hace para eesdlproblema. El conocimiento matematico se
encuentra presente bajo la forma de un modelo ¢itgpkl cual sugiere la toma de decisiones o el uso
de algoritmos.

Situacion a-didactica de formulaciorEl alumno intercambia informacion con uno o varios
interlocutores. El maestro puede ser uno de diegjos pueden ser alumnos o grupos de alumnos. De
esta manera el conocimiento aparece bajo la foedangjuaje el cual permite la produccion de un
mensaje, mismo que a su vez permite la generaeiém anodelo explicito.

Situacion de validacianEl alumno debe justificar la pertinencia y vafidée la estrategia
puesta en marcha, elaborar la verificacion o prusgmantica que justifica el uso del modelo para
tratar la situacién. El conocimiento se presenta b forma de una teoria que permite construir
proposiciones y juicios.

Situacion de institucionalizaciéfel conocimiento toma la forma de conocimientoiaotente
admitido. En ella se produce el reconocimientoalgéto de ensefianza por parte del alumno y del
aprendizaje del alumno por parte del profesor,ua es un fendbmeno social muy importante y una
fase esencial del proceso didactico.

El disefio y la organizacion de situaciones didastices el objeto de lo que se denomina
Ingenieria Didactica Su nombre evoca la necesidad de controlar hezrdaas profesionales, para
producir secuencias de aprendizaje con ciertasifasade éxito.

2.3. Ingenieria Didactica

La Ingenieria Didactica permite construir lo qualeaominagénesis artificiade un saberque
no necesariamente coincide con la génesis histdelcaoncepto tratado. En dicha génesis artifszal
busca el camino méas rapido y seguro para que ehr@uconstruya con sentido un concepto
matematico, evitando los retrocesos y parones ds@ricamente hayan podido producirse, y
reordenando los procesos de construccion de ese dalacuerdo con pautas didacticas, haciendo su
transposicion didactica de la manera mas rigurosébie, desde un punto de vista epistemoldgico.
(Chamorro, 2006, pp. 50-52)
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Segun Douady (1995), una Ingenieria Didactica, esconjunto de secuencias de clase
disefiadas, organizadas y articuladas coherentenpemtaun “profesor-ingeniero”, para lograr el
aprendizaje de cierto conocimiento en un grupoldmros especifico. Por tanto, considera que la
ingenieria did4ctica es, por un lado, ‘pnoducto” que resulta de un andlisis preliminar, donde se
tienen en cuenta las dimensiones cognitiva, dickgtiepistemologica del conocimiento a impartir y
de un andlisis priori, en el cual se decide sobre qué variables didacticaspertinentes y sobre
cuales se actuara, y por otro lado;' mroceso” en el cual el profesor implementa el producto jizaa
los ajustes y adaptaciones necesarias segun laidmde la clase lo exija.

Son cuatro las fases fundamentales que se distingnela elaboracién de una Ingenieria
Didactica, estas son:

— Analisis preliminar.

— Disefio de la situacién didactica y su analisggiori.
— Experimentacion.

— Analisisa posterioriy validacion.

En el analisis preliminar, se analizan y determirtsde una aproximacion sistémica, todos y
cada uno de los actores del sistema didactico lgdeelaciones entre los mismos. Para ello, se debe
tomar en cuenta: el conocimiento mateméatico quéesarrolla en la escuela asi como su devenir en
saber ¢omponente epistemoldg)calas concepciones de los estudiantes, sus dde$ y los
obstaculos que deben enfrentar para apropiarsasdadciones puestas en juego por la secuencia
implementada domponente cognitiya asi como la ensefianza tradicional y sus efee®decir,
como vive el contenido matematico al seno de laedadgcomponente didactiga

En el Andlisis a priorise eligen las variables didacticas que se coné&mlarse define la forma
en que las mismas seran gestionadas. Tambiénamstsincia se establecen las hipotesis de trabajo,
es decir; qué se espera de la interaccion de lmsnals con la situacion disefiada, qué avances se
consideran dentro de las expectativas, qué ersergerciben persistentes, qué mecanismos se prevé
seran utilizados, en fin, todo lo inherente a ipstesis de trabajo y expectativas del investigaBer
en consecuencia, una fase tanto prescriptiva camgdighiva. Una vez determinadas las variables
didacticas y establecido el objetivo, se pasa sdfii de la situacion didactica en si misma, la cual
debe crear un medio propicio para que el alumnptada “invitacion” al juego y se sienta desafiado
apropiarse del saber puesto sobre la mesa.

En la experimentacién, se procede a la “puestasesn@” de la situacion disefiada, es decir, se
implementa en condiciones controladas estrictamaotel investigador. Los medios de perpetuar los
sucesos que se desarrollen, para su posteriosiandliedan bajo la responsabilidad y eleccién del
investigador. Es importante el control de las adédes y el registro de los sucesos, pues el
conocimiento y caracterizacion de los mismos reduindn la calidad y fidelidad de la siguiente etapa

El analisis a posteriori, consiste en una exhaastvision de los sucesos acaecidos durante la
puesta en escena de la situacidn disefiada, esaegtaza que se confrontan las hipotesis defirddas
el analisis a prioriy se determina en qué medida las expectativas rfuglcanzadas o cuanto se
desvian los resultados de lo que se esperaba. tBe@sfrontacion entre los analisis a prigra
posteriorisurge la fase que caracteriza a esta metodologfevelgtigacion, esto es, la validacion de la
misma. En dicha validacion se confrontan lo esperadb que se obtuvo en realidad, esto es, las
conjeturas y expectativas que fueron explicitadaeleandlisis a priory los resultados analizados y
categorizados en el andlisis a posteriori.
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Para el disefio de la propuesta, en la presentstigaeion, fueron consideradas cada una de las
fases que marca la Ingenieria Didactica, por etle dimos a la tarea de realizar en el andlisis
preliminar, estudios de tipo epistemologico, cdgaily didactico, con respecto al tema de los limite
especiales.

Para el estudio epistemolégico se procedio a lsiéevde articulos en los cuales se tratara la
historia del concepto de limite, asi como los feledos con los limites especiales. Entre los
resultados de este primer estudio, se hall6 queotién delimite no se desarrollé de forma
independiente sino que al contrario, muestra uterdapendencia con otras nociones tales como,
variable funcién continuidad infinito, infinitesimal ndmerg nimero real continuo numérico
sucesiory evoluciono tratando de resolver problemas dogtales como: la relacion entre lo discreto
y lo continuo.

Para el estudio cognitivo, se aplicd un cuestienar20 alumnos que cursaban el tercer afio de
preparatoria de la Universidad Autdbnoma de Guerrgiéxico. En dicho cuestionario, se les pedia
argumentar qué entendian por los térmifasciony limite de una funcignde la misma forma se les
propusieron algunos ejercicios en los que se ldgapealcular el limite de funciones algebraicas y
trigonométricas. En este estudio, se logré obsdavaristencia de al menos dos dificultades despart
de los alumnos respecto al tema de limites; engpringar, manejan los términos ecuacion y funcion
como sinénimos, lo que obstaculiza que tengandeeadlara de lo que es el limite de una funcion, en
segundo lugar, los estudiantes abusan del usolgl#itamno de sustitucion para calcular limites, en
consecuencia, les representa un obstaculo el erabajfunciones de la forni&)= g(x)/h(x)en donde
existe un valor paraque hace qug(x)y h(x) seancera

En el estudio didactico, a fin de identificar lesrestres donde se abordanlinstes especiales
en el NMS, se procedié a la revision de Planesogiamas de Estudio correspondientes a dicho nivel
educativo (ver bibliografia), en ésta revision seoatré que los semestres donde son abordados los
limites especiales, varian entre el cuarto y dlossamestre del bachillerato.

Aunado a la revision de Planes y Programas de iBstsel realizd una entrevista informal con
un profesor en servicio y un alumno que cursalspi@to semestre, ambos del Colegio de Bachilleres
del estado de Oaxaca. El fin de esta entrevistagcdnstatar lo que se habia encontrado en ladavisi
de los Planes y Programas de Estudio, asi conwrafen que los limites especiales eran tratados en
clase. Como resultado se obtuvo que dichos lirsesabordados en el curso de célculo diferencial,
sin demostracion alguna, al cuestionar al professpecto de este hecho, contestd que se debia a la
complejidad que envolvia al proceso de la demadstig@argumento que coincide con lo reportado en
Navarro, 2004); por ésta razon, él de manera paksen clase, sélo los presenta bajo el tema de
limites trigonométricos especialgsposteriormente los utiliza como herramientas pateular otros

ser(x) . sec@)-1
= Y lim, _, @Beq0) -

limites tales comolim,_,

Para conocer la forma en que los limites de nuasiecés son abordados, se realizé el analisis
de 5 libros de texto encontrados en la bibliogrdéidos Planes y Programas de Estudio revisados. En
dicho andlisis se hallo, que los limites especiat#s demostrados haciendo uso principalmente de
trazos geométricos, identidades trigonométricasyptitas para calcular areas de sectores y triangulos
se utilizan también medidas angulares pero enmasgidJn aspecto que nos llamé la atencidn en estas
presentaciones es que, primero es demostragia e[ = 'y posteriormente es utilizado para hallar

el lim,_, ==

En dos de los libros revisados, encontramos unpupsta diferente de tratar a Ibsites
especialegPurcell, 1992, pp. 56-59 $wokowski, 1995, pp. 59-61), en ellos se sugierasel de
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tablas donde se aproxime a los valoreg gara ver qué sucede cffr) y con ello tener una idea del
limite de dicha funcidn, sin embargo, se hace eitplgue esta idea, aunque un tanto intuitiva, pued
ayudar al alumno a la busqueda del limite sugerido.

3. Disefo y aplicacion de la propuesta

Con base en los resultados de los analisis argsride propuesta para tratar a los limites
especiales, consistié en el disefio de una activeaddcada al uso de la graficacion de funciones
algebraicas y trigopnométricas y se utilizaron recgrcomo la visualizacién, la creacién de tablas de
valores, la calculadora y el software graficadooi@etra Sketchpad 4.05, éste ultimo se utilizé para
elaborar las gréaficas de las funciones que le®fupresentadas a los estudiantes en las activideldes
alumno no utilizé directamente el software, ya alie implicaba contar con un laboratorio de
cdmputo y en ese momento no se tenia.

Cabe sefialar que el sentido en el que se usamhtévisualizacién en el presente trabajo fue
como la habilidad, el proceso y el producto de aiéer interpretacion, uso de y reflexion en los
dibujos, imagenes, diagramas, en nuestras memegapel o con las herramientas tecnolégicas, con
el propésito de describir y comunicar informaciqgensando y desarrollando sobre la ideas
previamente desconocidas y comprensiones avangadayi, 1999).

La actividad disefiada, se conformd de una activitetiminar y tres actividades posteriores
(ésta puede verse en el apartado de anexos, ktiéireste escrito). A continuacion se describem cad
uno de los objetivos perseguidos por las actividade

La actividad preliminartuvo como fin conocer las concepciones que tieasralumnos sobre
los conceptosfunciony limite de una funcidny asi mismo percatarnos de la forma en que eadcul
los limites de funciones, centrando principalmentestro interés en los limitefim > vy

tcos)
x-0 X )

lim

La actividad namero unagpermitié mirar si los estudiantes podian o nemeinar el limite de
funciones y asi mismo relacionarlo con las grafimapuestas, también con ella fue posible conocer
los métodos que utilizan en el célculo de limitesuhciones. En la actividad se propusieron limites
de funciones, en particular, la linegtx), la cuadratica (y&) y la cubica (yx°), posteriormente se
trabajaron con las transformaciones graficas y ampenes bésicas entre dichas funciones,
particularmente fueron abordadas la suma y el ntede funciones.

El objetivo de laactividad niumero dosconsistio en que los estudiantes, calcularartdarile
funciones trigonométricas, en particular de lagikumessen xy cos x,por ello se les presentaron las
graficas de dichas funciones y se les pidi6 quaenags$ de la observacion de las graficas propuestas
argumentaran sobre los limites que se les pedtalagl en ésta actividad se pretendia que fueran
capaces de utilizar como herramienta a la visuafpa Posteriormente se les presentaron funciones
trigonomeétricas con transformaciones que implicdbaroperaciones suma, resta y multiplicacion de
los parametros de las funciones, de ellas teniandguntificar en las graficas presentadas el lioike
se les pedia.

cosx)

En laactividad nimero tresse le pidié calcular los limitekm, =™ vy |im , el

objetivo de ésta, fue que los alumnos pudieranutzlce identificar los limites con recursos que
habian utilizado previamente, ademas se les faailia herramienta que no se les habia propuesto
anteriormente, ésta era una tabla en donde apanegi@es aproximados al que tendian el limite
sugerido. Se les pidié ademas explicar el por gusudesultado.
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Una vez disefiada la propuesta, se aplicé a un gtagercer afio, del Colegio de Bachilleres
del Estado de Oaxaca, de la Cuidad de PinotepaoiNaciOaxaca, México, que habia cursado la
materia de calculo diferencial. Este grupo estaiaddo por 41 alumnos de edades entre 17 y 19
afos, de los cuales solo 32 participaron en lac&niude la actividad, debido a que fueron quieres s
presentaron el dia en que se aplico la actividad.

Para la resolucion de la actividad preliminar sidpirabajar individualmente, esto con el fin de
enfrentar al alumno con el problema. Para el rdsttas actividades se propuso trabajar en equipos,
con la intencion de que los alumnos pudieran iatalgar informacion con sus pares, y a si mismo,
justificar la pertinencia y validez de la formaare resolvian las actividades propuestas. Los eguip
se formaron por afinidad, para evitar un ambiemstihque pudiera impedir su participacion en la
solucion de las actividades. El tiempo que se $igné fue de dos horas, esto debido a que en los
Planes y Programas de Estudio revisados, se edoqumr a estos temas les asignan en promedio 2
horas, para ser abordados en clase.

4. Resultados

A continuacion mostramos por actividades los radols de los equipos que participaron en la
investigacion, para constatar el cumplimiento dedlojetivos perseguidos en cada una de ellas.

La actividad preliminar

La mayoria de los alumnos contesté la actividacgpBeto a las concepciones que tienen los
alumnos sobre los conceptdanciony limite de una funcignen las producciones analizadas, se
alcanzé a observar que la mayoria concibe a laidmncomo una correspondencia biunivoca; al
término limite lo asocian con el termino de algoathi que el limite de una funcién lo entiendanaom
un valor (punto, lo denominan ellos) en el cualdeudetenerse la funcion. Ver figura 1.

¢Qué entiendes por "‘C‘;??é‘;"pfé’{«'fb"é’mzu en donde o cada valor

dominto le cdvresponde  Solo un  valor del contrad

;Qué entiendes por el término limite?
ﬁn—\;o ftaal de n]Jo'_ ketrding.

;Como definirias el limite de una funcién? vy O
‘ “Runko ©némevo enel cval kerming opoeke

delenerse

1 CH alculas el limite de una funcion? . e
;Coémo ¢ Somst Vyendo e\ valoy q\ CUQ\ kiende X

f vacida

Figura 1. Actividad preliminar

Respecto de la forma en que calculan los limitefideiones, se encontré que el algoritmo de
sustitucion es el mas usado (ver figura 2). En astisidad se not6 que los alumnos tenian problemas
al abordar los limites, en particular hubo quieasgimentaban que una funcién continua no tiene
limite y que una funcion discontinua si lo tieneer(figura 3). Respecto a los limites especiales, |
valores que los alumnos participantes asociaratos gueron infinito ) e indeterminado.
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[1: Calcula el limite de las siguientes funciones. I Calcula ¢l limite de las siguientes funciones.
fyz datl
N lim3x+l = F = 3LOH D fim3ax+/
s —— 6 } l s
. x o . X
b) lim,_,_, = oo be S b) lim, P
. ‘ , nde kevemingd
oim sen(x) - w ) c]h,m.;en{x] Sen (O - L\";Lc, tade Levmingd o
=0 X =0 X 0
: . | er minado
~ . 1—cos(x) )= cod [p] = L‘:mJ'.C ‘inJc{ er ming .
D iim 7 — o d)lim—= _—
10 X ¢}
Figura 2. Actividad preliminar Figura 3. Actividad preliminar

La actividad nimero uno

Esta actividad se resolvio satisfactoriamente, pagsayoria de los alumnos hall6 los limites
pedidos y los identificé en cada una de las reptas®nes graficas, sin embargo, hubo quienes sélo
los resolvieron y no usaron las graficas. Respadts métodos que utilizan para calcular los ligyite
notamos en las producciones, que la mayoria deqogos optaron por el uso de tablas de valores,
notamos en ello que los valores usados fueroncmteo trabajaron con valores decimales.

Para los limites de funciones con transformacigréficas, observamos que hubo problemas
solamente en uno de ellos, el que correspondialamite de la forma 0/0, pues la mayoria de los
alumnos argumentaron que el limite era infiniéo){ a pesar de estar haciendo uso de tablas y de la
grafica de la funcioén, parece que no pudieron cowér estos dos resultados y mirar lo que realmente
se les estaba presentando. En los resultados ffaroho la atencion el caso de un alumno (ver figura
4), que tiene arraigada la idea de continuidadde lkimite.

d)
ilm -:j (_f #1{!{ f} - X"’ 51
»C { l Lx-4 flx)=(x2-16)(x-4)
Mg e5¢ PW’&J Ue no :_.‘”-4
(,4;8) ex5te . =8 B ana .

3]
——
%

Figura 4. Actividad 1, el limite es el punto que no existe
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La actividad niamero dos

El objetivo de esta actividad se cumplid, pues &yonia de los alumnos, al menos con las
funciones prototipassen xy cos x,dieron sus resultados solo a través del andlisisasl graficas
propuestas, lo cual nos deja ver que implicitambitieron uso del recurso de la visualizacion (ver
figuras 5 y 6), otros mas siguieron utilizando meétodos de sustitucion y la creacion de tablas para
los limites de funciones que implicaban transfoiorees gréficas entre ellas, la mayoria de los
estudiantes, recurrio al uso del método de sugiituc

I: Observa la grafica de la funcion f{x)=sen(x), ;Qué puedes decir del valor de los limites U Observa I grifica de I funcion ff)=cos(s), JQué puedes deirdel valor de los limites
siguientes? siguientes?
aylimsen(x) ) lim sen(x) ¢) lim sen(x) d) lim_sen(x) a)f{ﬁcos(x) b) @co.r»(x) ) Xli'rft‘cos(x) 0 il'{rg;m(x)
= Q =1 =0 s 2 = =0 -1 : 0
% ) ’ ) fix=cos(y)
1
f(x)=sen(x) /\1\{\.‘10 /‘\
. ]
2 _;: I 7_ 0 ] W;_, 7
1 2 2 | 2
2 (%)
Figura 5. Actividad 2, bloque 1 Figura 6. Actividad 2, bloque 1

En este bloque, hubo un equipo, que trabajé degldeste manera, primero convirtio los
radianes a grados y posteriormente usando el aigode sustitucion hallé el resultado, sélo que al
evaluar los valores deenf(x), lo hicieron con valores aproximados a éste ylmue verdaderamente
tendiax, lo que obstaculizo el dar un valor correcto deite pedido, esto puede verse claramente en
las figuras 7 y 8.

I: Observa la grifica de la funcion f{x)=sen(s), {Qué puedes decir del valor de los limites II: Observa la grafica de la funcion ffx)=cos(x), ;Qué puedes decir del valor de los limites
siguientes? G ¢ abos siguientes? . : .
(nq}’g o3 (89°0:99) {-13%a.01) (-26°, o.m) (176~ 0.94) (Bfl ,0.01%) [-175°,-0.30q)  (-260, -0.017)
(\) a)lim sen(x) /b) im sen(x) ‘c) lim sentx) ) !x’rg!:en(x) a) {‘f’)‘r cos(x)  b) fi"; (?os(x) c) x’i’f’" cos(x) d) Klf'fl, €0s(x)
fia enPedar of e { i [ 360
T §o b que ”(m) —
ﬁC%r:(;t: f)(;jJ 9 T U“d ]:“0 2 f)=cosin
2 &
Vabr de 0, iesen) [ﬂ\ /-\
i’\._ B4 - x x o=
2 2 2 2
Figura 7. Actividad 2, bloque 1 Figura 8. Actividad 2, bloque 1

La actividad namero tres

Con base en las producciones de los alumnos, net@me la mayoria pudo contestar la
actividad correctamente, debido a que el trabdjcaleulo de los limites se les facilité mucho ¢os
recursos proporcionados en la actividad. Sin enthdmgpbo algunos problemas, por ejemplo a algunos
estudiantes, los recursos proporcionados lejos yielaalos, los confundian, pues no pudieron
confrontar dichos recursos y emitir un resultadmsomas presentaron problemas al trabajar con el
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método de sustitucion, ya que para ellos la calcuta (donde hacen las operaciones de sustitucion)
les decia una cosa, mientras que la grafica lesaba otra (ver figuras 9 y 9.1), otros mas, enanen
proporcion, tenian muy arraigado el algoritmo dstitucion, lo que les cerré al empleo de otros
métodos, esto lo argumentamos por que algunos akiadrresolver esta actividad, sélo sustituyeron
el valor dex, en la funciorf(x), lo que les originé un cociente de la forma O/& dijeron era igual a
infinito( e ), y los recursos proporcionados ni siquiera losaimn en cuenta.

II: A continuacién te presentamos una tabla donde se le han asignado a x, valores proximos a
0, asi mismo se han obtenidos los valores en f{x), analiza éstos resultados, y junto con la

grifica de la funcion, calcula el limite sugerido.

Ejercicio Tabla de valores s
dvde | 7 | @ 1
C.Slq"lﬁujﬁ’ L

1.0 0.84147 ra—

0 099833 | /

_0-0‘ 0.99998 —— _;..‘_...5. +
by & sen(x) | M + "
0 x 0 ? I
Pero en t i 1 ] o4
‘q 3‘5% T om 0.99998 L
dake 1 0. 0.99833 *}

) e | osae

Figura 9. Actividad 3

ACTIVIDAD 3 .
I: A continuacién te presentamos una tabla donde se le han asignado a x, valores proximos a
0, asi mismo se han obtenidos ‘los valores en f{x), analiza éstos resultados, y junto con la

grafica de la funcion, calcula el limite sugerido.

wﬁ—mmm
a x 1 _.I'r’r)=!—_ cjs(x)
intin: 1‘0 P .
oD 10 0.459697694
| oa *4 0.049958347 )
1 001 | 00049999583
. ] - cos(x)
o iy 0.0001 0.00004999 | Hee{t-cosixlix
ﬁqm:wh B
. ~w=sm fado +—b—F—
en yar‘x’a: —F —
'y a3 me dio

-
{ o vesv Hado o001 :"-h.ounmw;
Jelaepcmdnrn 01| 0008999958
N '_D.mgossm
R 450697694

Figura 9.1.Actividad 3

Al pedirles que argumentaran el porqué de susteed, la mayoria coincide en que es por la
visualizacion que brinda la representacion grafiea figuras 10 y 10.1), fue mas simple mirar el
limite al que se estaba aproximando que expresatdtms de la tabla, y ésta les resultaba menibs fac
de comprender, y hubo algunos que dijeron quedn®tel uso de la tabla como el de la gréfica los
que les permitieron emitir el resultado.
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ACTIVIDAD 3

I: A continuacién te presentamos una tabla donde se le han asignado a x, valores proximos a

0, asi mismo se han obtenidos los valores en ffx), analiza éstos resultados, y junto con la

grafica de la funcién, calcula el limite sugerido.

[ Ejercicio Tabla de valores
B x o= L— cos(x)
x

10 "0.459697694
01 0.049958347

[ o=y 001 00049999583 J
ey 0.0001 0. 00004999

U
:aj

| Bor que eoid
| enla smF.m’j 0
~0.0000499
0. 00‘9909583

10.049958347 |
-0.459697694

Figura 10. Actividad 3

1: A continuacién te presentamos una tabla donde se le han asignado a x, valores proximos a

0. asi mismo se han obtenidos los valores en f{x). analiza éstos resultados, y junto con la

grafica de la funcién, ealeula el limite sugerido.

Ejercicio Tabla de valores
* - 2
X
1.0 [ osdta7 |
0.1 0.99833
0.01 099998
1 1
sen(x)
b) == 5 5
bk
Por q“g 001 099998
oy da |
Ianmu EN 09983 |
-LO 084147 |

fixjaenixyx

Figura 10.1.Actividad 3

5. Conclusiones

Basados en los datos recogidos de la aplicacioma dectividad, podemos afirmar que la
propuesta disefiada, si permitié a los alumnos guiparon en la investigacion, visualizar y ddduc

los limites: Iim, =™ y |im,_, <% Sin embargo, existen ain problemas, que dificubatotal

comprension de éstos resultados; como es el heehgsal el método de sustitucidén en donde al
evaluarx, enf(x), les queda la expresion 0/0, asi como tambiéectaiia o interpretacion de lo que se

les presenta, en este caso nos referimos a las tatd las gréficas de las funciones. Lo cual desde
nuestra opinion exige, que de ser implementadoslam® estos recursos para resolver limites de la
forma 0/0, requerira primero de un trabajo presiatd con graficas de funciones como con tablas de
aproximaciones, en el cual los alumnos puedan srdrcomprender el valor y la finalidad de estos
recursos, para posteriormente ser utilizados, tdim €ele que en los cursos posteriores los alumnos
sean capaces de manejarlos favorablemente al aalicuites.
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Anexo (La actividad disefiada)

Actividad Preliminar
I: Argumenta
¢, Qué entiendes por el término funcién?
¢, Qué entiendes por el término limite?
¢, Como definirias el limite de una funcién?

¢, Como calculas el limite de una funcién?

[I: Calcula el limite de las siguientes funciones.

[im3x+1

a) x-2

Actividad 1

Bloque 1

I: Calcula los siguientes limites y localizaloscada una de las siguientes representaciones grafica

a)ll'mxﬁox

lim, __,x

b)

Tfx)=x

0) lim,_,x
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d) II'mXH_ZX & x2

X

f lim,_,x

X

h) lim,_,x

fx)=x3

Bloque 2

I: Calcula el limite de las siguientes funcionespfRsenta tu resultado en cada una de las graficas
presentadas.

. X
a) lim3x+1 by lim,_,— c) lim §x2 +1
X2 3 X2 2

fix)=xi3
f(x) = 36+1

/ fix)=32(x2)+1 |

Actividad 2
Bloque 1

I: Observa la grafica de la funcié{x)=sen(x),¢;, Qué puedes decir del valor de los limites sigesh

, fix)=senix)
AN /
/2, _STII - ,; a % 37' 2x
Ii lim ser{x) " lim ser{x)
a)xlﬂrrllser(x) by C)xltrp”ser(x) d) %
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Il: Observa la grafica de la funcidfx)=cos(x),¢ Qué puedes decir del valor de los limites sigesh

T K(x)=c0s(x)
—2x N/; [1} ; x ? 7x
limcos() L@COS(X) lim cos(x) XI|'r_nﬂcos(x)
a)xan b) 2 ck--7 d) -T2
Bloque 2

I: Identifica los siguientes limites en la repraaeidn grafica dada.

Ejercicios Grafica

f(x) = sew(x)+23

a) Il'rq sen(x) +2

() = sBenlx+1)+:

b) Iirp33ser(x +1)+3

£ = cos(x)+3
X— 2

f(x) = 4Bos(x+3)-:

4

d) Iin(1)4cos(x +3)-2
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Actividad 3

I: A continuacion te presentamos una tabla donde $&n asignado ® valores préximos a 0, asi
mismo se han obtenidos los valoresf@), analiza éstos resultados, y junto con la grafiedad
funcidn, calcula el limite sugerido.

Ejercicio Tabla de valores Gréafica

f(x)= 1-cos)
X
1.0 0.459697694
0.1 0.049958347
0.01 | 0.0049999583
0.0001| 0.00004999
x-0 l l
? ' 0 ?
1 T
-0.0001| -0.00004999
-0.01 | -0.0049999583
-0.1 -0.049958347
-1.0 -0.459697694

X

II: A continuacién te presentamos una tabla dorée shan asignado» valores préximos a 0, asi
mismo se han obtenidos los valoresfeq), analiza éstos resultados, y junto con la grafiedad
funcién, calcula el limite sugerido.

Ejercicio Tabla de valores Gréfica

o | e 3B

X

1.0 0.84147

0.1 0.99833 | fixseniix

0.01 0.99998 wé :
b) 1jm S . . : S| : 6
x-0 X

0 ?

1 1 Al

-0.01 0.99998 T

0.1 0.99833 i

-1.0 0.84147
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