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Resumen El estudio analitico y topoldgico de las curvas daulas en el seno de variedades
multidimensionales, ha permitido vislumbrar un sBEechado horizonte de resultaclos
mateméaticos asi como de sorprendentes implicaciisieas.
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Abstract The analytic and topologic study of knots insiddimensional manifolds has allowed Js
to peep at an unexpected horizon of mathematidtseas well as surprising physical
implications.
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1. Introduccién

Observar a un experimentado marinero realizandoswabn ua cuerda, es un verdadero
espectaculo que cualquégpuede admirar en circunstancias propicias. Sinaegah las asombrosas
propiedades de los nudos, considerados en si msonas puros objetos matematicos, no resultan tan
sencillas de advertir. Estas propiedades, una vezsq estudian en profundidad, sugieren la posible
existencia de una relacion con ciertos comportatoseexhibidos por la naturaleza en sus niveles mas
profundos, ya en la mas sofisticada fisica de das$ o en las teorias sobre la estructura detiespa
tiempo. Asi pues, el estudio topoldgico de las ae formas posibles de anudar y desanudar curvas,
alimenta una de las mas activas y dificiles aremsndestigacion en mateméaticas fundamentales
(Adams, 1994; Cromwell, 2004).

En 1867 Lord Kelvin (1824-1907) propuso su teorgh ‘@tomo vorticial”, inspirado por un
articulo sobre vortices de Helmholtz y por el tialile Riemann sobre funciones abelianas. Segun la
idea de Kelvin, los 4&tomos —y la materia en gerenal serian mas que remolinos, o vortices, en el
éter que ocupaba la totalidad del espacio fisiacedtabilidad hidrodindmica de los nudos explicaba,
su parecer, las propiedades usuales de la makRgiaeste mismo camino, Kelvin albergaba la
esperanza de justificar las propiedades quimicéssdetomos a partir de los anudamientos producidos
entre los vortices de éter.

Diez afios después, el también britAnico Peter @.(IT831-1901) publicé su primer articulo
sobre la enumeracion de los tipos posibles de n#dgs mas tarde, Tait comenzé a colaborar con el
matematico C. N. Little hasta el punto de que ena@l afio 1900 habian conseguido clasificar los
nudos con diez entrecruzamientos. El problema aquergraron estos autores consistia en que las
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herramientas formales para el estudio de los nodase hallaban bien desarrolladas. Por ese motivo,
Tait llegd a distinguir nudos diferentes pero naguemostrar matematicamente esa diferencia. A
comienzos del siglo XX, por fortuna, el avance aléopologia permitié abordar con mayor solvencia

la tarea iniciada por Tait y Little, definiendo que es un nudo, probando teoremas sobre ellos y
estableciendo clasificaciones que los distinguiesen

2. Definiciones y propiedades

De forma semi-intuitiva podriamos concebir un ngdmo una manera especifica de insertar
una circunferencia en el espacio (Lozano, 1998aldqlier alteracion de un nudo que se realice sin
cortar ni volver a pegar la linea que lo represestgendrara un nudo equivalente. Esta relacion de
equivalencia viene matematicamente expresada @xideencia de una isotopia entre el nudo inicial y
el final. Contemplada con amplitud, la teoria delosuse presenta como una rama de la topologia
algebraica dedicada a estudiar los diversos moeldssertar un espacio topoldgico en otro. La forma
mas simple de este problema implica la insercioh dieulo de radio unidad en el espacio
tridimensional. Por su parte, un nudo se defimideo una curva lineal cerrada mediante diversas
circunvoluciones sobre si misma ehespacio tridimensional euclided.-Como hemos visto, dos
nudos se consideran equivalentes si uno puede rtivg@esn el otro tras una ligera deformacién sin
cortes ni roturas. En ese caso existe un homemsnmwfen R que aplica uno de los nudos sobre el
otro.

La definicion simple de nudo previamente esbozaclame una curva continua, simple y
cerrada en un espacio tridimensional eucliB&e hace muy dificil manejar las deformaciones, que
juegan un papel esencial en las propiedades deultss. En ocasiones resulta preferible definir un
nudo como una curva poligonal cerrada y simpl&&rSean, por ejemplo, dos puntos distintos en un
3-espacio, p y g, e indiguemos como [p , q] el 'sgmde linea que los une. Asi, para un conjunto
ordenado de puntos distintos,(p;,...... , Br), la union de los segmentos,[p:], [P2, Pals ----» [Pz 1]

Y [pn, P, S€ denomina curva poligonal cerrada. Si aderadla segmento intersecta exactamente a
otros dos segmentos, intersectando a cada undodalaicamente en su extremo, entonces la curva se
dice simple.

Tenemos asi los llamados “nudos de barras” o “nutdosarillas”, formados por segmentos
rigidos. Intuitivamente, parece sencillo percatateeque un nudo formado por una curva suave y
continua podria aproximarse tanto como se quierdiangs un gran numero de segmentos en una
linea poligonal.

Figura 1. Linea poligonal (izg.) y su representacién esquieaédcha.)
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Llegamos con todo ello a una util definicién pataritificar los vértices de un nudo poligonal.
Si el conjunto ordenado {pp,,..., @) define un nudo, y ningln otro subconjunto ordenggropio
define el mismo nudo, los elementog {gkel conjunto reciben el nombre de vértices.

En 1914 Max Dehn (1878 — 1952) fue el primero ebar la equivalencia, o alternativamente
la inequivalencia, de dos nudos gracias a las jgeeslpropiedades de deformacion de estos objetos
matematicos. Dos nudos se consideran equivalemegsden transformarse uno en otro mediante una
deformaciéon continua. En consecuencia, un nudo cbssidera una deformacion elemental de otro
nudo K si uno de los dos queda determinado poseaocaencia de puntos,(f,,..., p,) Y el otro queda
determinado por la secuencia,(p., p2,..., i), donde (1) pes un punto no colineal conypp, Y (2)
el tridngulo cuyos vértices sony(jp, pr), intersecta el nudo constituido pok,(p,....,p) tan solo en
el segmento [p p,]. Por tanto los nudos K y J son equivalentes giuma secuencia de nudos K g K
Ky,...,Kn=J, donde cada, es una deformacion elemental dgpirai mayor que cero.

El diagrama de un nudo es la proyeccidn sobre amopdle un nudo tridimensional. Bajo ciertas
condiciones puede probarse que si dos nudos tiehemsmo diagrama ambos son equivalentes.
Ahora bien, ¢cémo podemos confirmar la igualdathsleliagramas de dos nudos? Para comprobar la
equivalencia de diagramas, en 1932 K. ReidemefsiblicO unas transformaciones que llevan su
nombre, los “desplazamientos de Reidemeister’e&fieima correspondiente nos asegura que si dos
nudos son equivalentes sus diagramas pueden deseerho en otro a través de una secuencia de
desplazamientos de Reidemeister. Sin embargo,matas complicados los calculos requeridos por
este procedimiento suelen hacerse farragosamegts I ivingstone, 1993).

|
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Figura 2. Ejemplos de desplazamientos de Reidemeister

Un enlace, por otra parte, consiste en la inser@d&nn nimero finito de circunferencias en el
espacio. La imagen fisica corresponderia a la dasvauerdas cerradas, que pueden estar anudadas y
a la vez enlazadas unas con otras. De ello se eepiecun nudo puede concebirse como un enlace
con una sola componente. Dos diagramas represemnt@ces equivalentes si, y solo si, se puede pasar
de uno a otro mediante la aplicacion de un numarbofde desplazamientos de Reidemeister
(Lozano, 1998)Los tres desplazamientos de Reidemeister recogidda figura 2, coinciden
con las denominadas transformaciones de tipoyl]lll

3. El estudio moderno de los nudos
Con los ilustres precedentes dex Dehn yJames Waddell Alexander (1888-1971)uno de
los especialistas que mas relevantes aportacieaézsd en esta disciplina durantesejlo XX fue el

britanico John Horton Conway (1937-), profesor deUniversidad de Princenton. Conway es un
prominente mateméatico que cultivd, entre otros rnaatampos, la teoria de nudos, los grupos finitos
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de simetria, y la teoria de automatas celularetorAle mas de diez libros y ciento treinta artisulo
sobre una amplia variedad de temas de matematwalsién abordo las teorias de niumeros, de juegos
y de codificacién. Su mas interesante contribueidraritmética consistié en la creacion de un nuevo
sistema numérico “los nimeros surreales”. Conway adquirié tamipépularidad por su invencion
de simulaciones cibernéticas de la vida celulate Egiego de la vida” —como lo llamé Martin
Gardner en su columna de la reviSeientific American pese a estar gobernado por reglas muy
simples, da lugar a un comportamiento notablemeateplejo. Por estos y otros muchos méritos,
Conway ingres6 en la Royal Society y fue galardonadn el premio Polya de la Sociedad
Matemética de Londres (James, 1999).

John H. Conway

El objetivo declarado de Conway era sencillamemscdbrir un algoritmo que identificase
cuando un lazo de cuerda constituye en realidatudo (Conway, 1970, pp. 32938). Puede parecer
una cuestiéon banal, pero si nos detenemos a psoler ello durante un instante nuestra impresion
cambiara. Es posible componer un enrevesado mamojolos lazos cerrados de una cuerda, los
cuales, sin embargo, puedan ser desatados sin dimtta cuerda. No es en absoluto trivial determina
qué lazos pueden ser desatados y cuales no pueder(salvo escision o ruptura). Y el asunto se
complica si ascendemos a dimensiones superioradedas posibilidades de enrollamiento para una
cuerda aumentan enormemente.

A mediados de la década de 1930, H. Seifert dethagte si un nudo es la frontera de una
superficie en un espacio tridimensional, entonass siperficie puede usarse para estudiar el nudo.
Con ello se abrio la puerta al uso de métodos gemme en la teoria de nudos (Crowell y Fox, 1963).

! Los numeros surreales fueron denominados asi poalBdnuth en su famosa novela (Knuth, 1974) sebre
tema, y el apelativo —que agraddé a Conway— proizio fortuna. Ademas de abarcar el conjunto de dades,
este nuevo tipo de nimeros admite nimeros “infhjtmayores que cualquier real, y también “infigiteales”,
mas cercanos a cero que cualquier numero reataibitAun pareciendo semejantes a los nimerosrbegles
de Abraham Robinson, los surreales de Conway s&rayen de manera distinta (con un procedimiemtolasi

a los cortes de Dedekind) y contienen los hipezeeabmo un caso particular.
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Figura 3. Desenrollamiento de un nudo

La busqueda de métodos matematicos que permitanexdiar unos enlaces de otros y
distinguir los que estan realmente anudados deguesno, es el objetivo principal de la rama de la
topologia relacionada con los nudos. Para estableca clasificacion, se buscan magnitudes
caracteristicas denominadas invariantes de nudodages. Son cantidades cuyo valor es el mismo
para todos los posibles diagramas representaniasnisma clase de equivalencia. Uno de ellos es el
gue se obtiene mediante el llamado polinomio dexalder, que no posee gran capacidad de
discriminacion, ya que existen infinitos ejempliespares de nudos distintos con el mismo polinomio
de Alexander (Lozano y Morton, 1990). Afortunadateemxisten otros polinomios asociados con
otros invariantes para los nudos. Por ejemplajesicubrimiento por el matematico neozelandés
Vaughan Frederic Randal Jones (1952-) del polinoguie lleva su nombre para clasificar nudos
(Jones, 1985; Sossinsky, 2002, pp. 71-89), le hiececedor de la medalla Fields, en el Congreso
Internacional de Matematicas celebrado en Kyotd¥30. Sin embargo, también existen parejas de
nudos con distinto polinomio de Alexander —razonlpaual son nudos distintos— que aun asi tienen
el mismo polinomio de Jones.

Como cabe suponer, la mayor parte de la teoriaudesnconsiste en la busqueda de métodos
por los cuales podamos averiguar si dos nudos goivadentes. Se ha instaurado la costumbre de
afadir epitetos muy sonoros a los distintos tigpawtos, quizas para conseguir una descripcion mas
vivida y colorista de sus propiedades entre expertprofanos. Asi, tenemos nudos “domesticados”
cuando su resolucion no crea muchos problemas srisdbvajes” si sucede exactamente al contrario,
y nudos “triviales” cuando son equivalentes a tautiferencia.

Figura 4. Dos variantes del nudo de trébol

El nudo de trébol es el tnico con tres crucesummps lleva hasta los métodos de clasificacion
de nudos, basados precisamente en el recuente dedas que la cuerda se cruza sobre si misma. Las
tablas de clasificacion de nudos, iniciadafinales del siglo XIX, muestran hoy dia una adnigab
sofisticacion. Tragastres cruces del nudo de trébol, tenemos tambié&olannudo coruatrocruces,
tres con seis cruces, y siete nudos con siete grlige cantidad de nudos y cruces aumenta con
rapidez; por ejemplo, hay 12.965 nudos con 13 cogign1.701.935 con 16 0 menos cruces.
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También resulta de gran interés investigar si existprocedimiento para descomponer un nudo
en nudos mas simples, de modo que sea masstaeistudio tras dicha descomposicion. En algunos
casos puede descomponerse un nudo cortandolodraabuente con una esfera en exactamente dos
puntos. Los cabos del nudo cortado que quedan asalatios de la esfera se unen por una linea para
producir dos nuevos nudos. Un nudo imposible deateponer de este modo en dos nudos no
triviales recibe el calificativo de “primo”, cuyaxistencia fue probada mediante procedimientos
geomeétricos en 1947 por H. Schubert.

Cualquier nudo no primo se obtiene por una opemnacigersa a la de descomposicion, llamada
—la “suma conexa’— a partir de una coleccion firda nudos primos. Esta operacion, que es
asociativa, dota al conjunto de los nudos de strai@ura de semigrupo, cuyo elemento neutro es el
nudo trivial. El hecho de que no exista elementeriso significa que no existe manera de deshacer un
nudo mediante suma conexa de otros.

Los ocho tipos de nudos més sencillos quedariarseptados en el dibujo inferior:

DB P BV

Figura 5. Las ocho clases de nudos simples

4. Implicaciones en las ciencias de la naturaleza

Gracias al estudio y manipulacion del acido desitxinucléico (ADN), la biologia fue el
primer campo en el que se aplic6é seriamente laiatede nudos fuera de la matematica pura.
Descubierto en 1953 por Watson y Crick el modeltad#oble hélice de la molécula de ADidsulta
susceptible de experimentar anudamientos y defoomes que obstaculizariasu funcion, lo que
sugiere la importancia de aplicar en este &mbgactmsideraciones topologicas antes mencionadas.
La teoria de nudos permite asimismo caracterizaestiaictura espacial de las moléculas de ADN antes
y después de un proceso bioquimico (transcripd&omerizacion, ruptura y unién), facilitando la
deduccion del mecanismo enzimatico involucrado. kdéde, la teoria de nudos encontré nuevas y
fecundas aplicaciones en areas de investigacion ¢t@muimica molecular, la mecanica estadistica o
la computacién cuantica. Y por si todo ello fueseq el fisico Edward Witten descubri6 en la década
de 1990 que los nudos se hallan vinculados a téateaantica de campos a través de los invariantes
generalizados de las variedades tridimensionalesogucontienen.

Nuevas aplicaciones fisicas de esta fascinante denias matematicas no tardaron en llegar, y
fueron muchos los fisicos y matematicos de primelem que decidieron emplear las téesic
topoldgicas desarrolladas para los nudos en sysogroampos de investigacion. Asi lo hizo Louis H.
Kauffman (1945-) de la Universidad de lllinois ehi€xgo, con su librdNudos y Fisicaen el que
popularizaba el uso de estos objetos en el estddida naturalezgKauffman, 1987, 2001).
Comenzaba a abrirse paso la idea de que los nopogicos acaso fueran utiles en la busqueda de
soluciones para la elaboracion de una gravedadicaiasi como para otros problemas concernientes
a la fisica de la materia condensada.
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Louis H. Kauffman

En el campo de los sistemas dinamicos, la teoriaud®s asiste a los investigadores en el
estudio de los anudamientos y enlaces formadassandyectorias cerradas de dichos sistemas cuando
se hallan inmersos para su descripcidn en varisdaddimensionales. Asi se concluyé que en
sistemas gobernados por las ecuaciones diferendaleéorenz eR® solo pueden aparecer un tipo de
nudos llamados “nudos positivos” (Birman y Williani983). Por otro lado, los conocidos como
modelos de vértices permiten obtener el polinoreidahes a partir de las funciones de particiérade |
mecanica estadistica. Y en la mecanica de fluidnsrauy habituales los modelos con tubos de flujo y
vértices anudados o enlazados, lo que conduce auewa cantidad medible llamada “helicidad”. La
helicidad resulta ser una magnitud invariante bl@jormaciones continuas de la estructura del fluido
lo cual permite realizar estimaciones medias denitades geométricas relacionadas con el sistema
(Rica y Berger, 1996).

Se ha recurrido a la teoria de nudos en el intdetaesclarecer problemas de la fisica de
particulas relacionados con la estadistica fraetiarasociada con la transformacion de propiedades
entre bosones y fermiones en modelos bidimensisnales métodos topoldgicos desarrollados para
los nudos han acabado generalizando los clasiagsogrde Lie, con importantes aplicaciones en
teoria de cuerdagn fisica de la materia condensada y en la busqiedavariantes en las teorias
cuanticas topologicas. Pero sobre todo, a efeefia®iha de este capitulo, el estudio matemétido de
nudos ha revelado insospechadas consecuenciaga®katia gravedad cuantica. Los bucles anudados
que tanto atormentan a los topdlogos, proporciaiganecho una base —en el sentido algebraico— para
las soluciones de las férmulas basicas en la gravediaatica de lazos. Cuando se intenta cuantizar la
relatividad general en su version espacio-tempmaltorsion (teorias de Einstein-Cartan), aparecen
diversas cantidades llamadas bucles de Wil¥dils¢n loop} relacionadas en cierto sentido con los
nudos. Estas magnitudes permiten definir el "iiavie de Vassiliev", del cual se ha conjeturad® qu
tal vez ayude a clasificar los estados fisicos e presunta relatividad cuéntica con torsion aégav
de los invariantes de nudo.

Sabiendo todo esto, seguro que la préxima vez gseatemos los zapatos pensaremos con
mucho mas respeto en un acto aparentemente teah ¢owmo el de anudar dos cordones.

2 En sistemas bidimensionales se definen “cuasieudas”, como los anyones, cuyas estadisticas ni so
fermidnicas (al permutar dos de ellas la funcibnodda se multiplicaria por —1) ni bosonica (la fdncse
multiplicaria por +1). En su lugar, la funcion deda de las cuasi-particulas se multiplica por etofaexp(B),
que incluye los fermione® € 1) y los bosones)(= 0) como casos particulares.
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