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Resumen La adquisicion de habilidades de orientacion y espntacion espacial es un objetvo
incluido en los disefios curriculares, por sus aplanes practicas e implicaciones er el
desarrollo cognitivo de los estudiantes. No obstdatensefianza del tema no es una tarea
facil para los profesores como revelan las invastanes didacticas. En este trabijo
analizamos diversas tareas presentadas en lastigaeésnes sobre visualizacion y
orientacién espacial de objetos y espacios tridgioerales. Proponemos una clasificac 6n
de las tareas y describimos ejemplos prototipicasa cada una de las categorias
expuestas, incluyendo informacion sobre los coniecitns puestos en juego en su
realizacion.

Palabras clave Espacio, geometria, visualizacién, orientacion eigha situaciones de ensefian:a,
habilidades y conocimientos.

Abstract The acquisition of skills of spatial visualizati@md spatial orientation is an objective
proposed in the curricular design, for its pradt@gplications and implications for tte
cognitive development of students. However, theheg of this subject is not an easy
task for teachers, as the educational researclaleevi@ this paper we analyze various
tasks presented in the researches about spatislivistion and orientation of thre:-
dimensional objects and spaces. We propose afataisin of these tasks and describe
prototypical examples for each of the categoristed, including information about the
knowledge put into effect in such activity.

Keywords Space, geometry, visualization, spatial orientatieaching, skills and knowledge.

1. Introduccién

La visualizacion y orientacion espacial figura aa directrices curriculares como contenido a
tratar en los distintos ciclos de educacién primgrsecundaria ya que el desarrollo de habilidddes
orientacion espacial y visualizacion de cuerposnggncos se considera un objetivo valioso y
necesario para cualquier ciudadano.

Por ejemplo, en los Principios y Estandares detitidal Council of Teachers of Mathematics”
(NCTM, 2000) se indican entre los objetivos el dedi del sentido espacial y reconocimiento de la
geometria como un medio para describir y modektanundo fisico. Estos objetivos relacionados
con la orientacion y visualizacion espacial se gmzn desde preescolar hasta el octavo afio en los
“Curriculum Focal Points” de geometria. También tagntaciones curriculares espafiolas (MEC,
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2006) hacen referencia al tema de la “orientacidepyesentacion espacial’. Concretamente en los
criterios de evaluacion se indica, “Describir luacion de un objeto del espacio proximo, y de un
desplazamiento en relacion a si mismo, utilizamdocbnceptos de izquierda-derecha, delante-detras,
arriba-abajo, cerca-lejos y proximo-lejano. Estéedo pretende evaluar las capacidades de
orientacion y representacion espacial, teniendouenta tanto el lenguaje utilizado en la descripcio
como la representacién en el plano de objetosigdiines”.

Esto justifica que los procesos de ensefianza yndigege de la visualizacion y orientacion
espacial sean objeto de atencion por parte devésstigacion en didactica de la matemética (Battista
2007; Gutiérrez, 1996a; Presmeg, 2006).

En este trabajo presentaremos una sintesis deigaaenes realizadas sobre este tema con el
objetivo de facilitar el acceso de los profesoréssaresultados de tales investigaciones y ayuslarle
la reflexion sobre la forma de abordar la ensefalgamismo, principalmente en los niveles de
educacion primaria.

Organizamos el articulo en cinco secciones. Eredarsda seccion fijamos la atencion en los
tipos de tareas o situaciones — problemas trataddas investigaciones en las cuales se ponen en
juego habilidades de visualizacién y orientaciépaesal y proponemos una clasificacion en tres
familias. En las siguientes secciones se desanilliedalladamente cada una de las familias de tareas
presentando ejemplos prototipicos de dichas s@nasiy mostrando los conocimientos puestos en
juego cuando se aborda la solucién de las taremgi¢®es 3, 4 y 5). Terminamos con algunas
reflexiones e implicaciones para la practica esaghuso de las distintos tipos de tareas descrita

2. Tareas de visualizacion y orientacion espacial

En las investigaciones analizadas en el campo dedigacion matemética se proponen
diferentes definiciones de visualizacion y orietactanto en el contexto de la geometria como en
otras disciplinas (por ejemplo, el algebra o langética), pero muchas veces se designa un mismo
concepto con nombres diferentes y conceptos difsseoon un mismo nombre. Ademas, estas
definiciones pueden resultar de dificil aplicacitiecta en la ensefianza.

De forma general consideramos la visualizacion grientacion espacial como un conjunto de
habilidades relacionadas con el razonamiento edpaisualizar y orientar un objeto, un sujeto o un
espacio, no incluye Unicamente la habilidad de ™Ves objetos y los espacios, sino también la
habilidad de reflexionar sobre ellos y sus posibéggesentaciones, sobre las relaciones entre sus
partes, su estructura, y de examinar sus positdasformaciones (rotacion, seccion, desarrollos,...).
Observamos que la interpretacion y la comunicadénla informacién de manera figural (con
descripciones gréficas y modelos de hechos y melasi espaciales) o verbal (vocabulario especifico
utilizado en geometria, expresiones y términostide&) son importantes habilidades relacionadas con
la visualizacién y la orientacion espacial.

En este apartado abordamos de una manera opeasiatiraa de la visualizacion y la orientacion
en el contexto de la geometria espacial, identifloay clasificando los principales tipos de tareas
sobre la visualizacion y la orientacion de objetosspacios tridimensionales (representados en el
plano o presentados fisicamente). Para lograragédivo analizamos las tareas presentadas en las
diferentes investigaciones sobre el tema en el oataga educacion matematica y de la psicologia.

Observamos que dichas investigaciones presentareniés tipos de estudios: investigaciones
sobre aspectos epistémicos, como el estudio depassentaciones planas de objetos tridimensionales
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(Gutiérrez, 1996b; Parzysz, 1988) y los procedimoiger(Fischbein, 1993; Lurcat, 1979; Mesquita,
1992); investigaciones sobre aspectos cognitivasoclas definiciones de procesos y descripcion de
habilidades (Bishop, 1983; Del Grande, 1990), cdpcion de etapas y niveles (Mitchelmore, 1978;
Piaget e Inhelder, 1967; Weill-Fassina y Rache@93), las estrategias (Gorgorio, 1996, 1998), los
errores y las dificultades (Battista y Clement9@)9investigaciones sobre experiencias o propsiesta
instruccionales (Berthelot y Salin, 1992, 1993;n@ats, 2004; Cuisinier y al., 2007; Galvez, 1985;
Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996; LappBhillips, Winter, 1984; Wiegand, 2006);
investigaciones con profesores (Gaulin, 1985; Mal4998).

Estas investigaciones presentan diferentes tipasctiéidades que involucran capacidades de
orientacion y visualizacion espacial, también lldas “habilidades espaciales” (spatial habilities),
pero pocas presentan una detallada clasificacidasdareas.

Hershkowitz, Parzysz, y Van Dormolen (1996) idecdifi dos categorias de actividades
relacionados con el espacio y las formas dependidettipo de relacion entre los objetos que son
observados y el observador. En el primer tipo lacién es directa, subjetiva e implica la reflexion
sobre lo que el observador ve: el estudiante desdo que ve como observador o lo que ve
identificandose con un observador. En las activedatkl segundo tipo la relacion es indirecta, agnqu
objetiva e implica la reflexion sobre cémo el olador ve: el estudiante tiene que reflexionar stibre
situacion del observador, tiene que identificarse dos personas, una que observa y la otra que
observa al observador.

Por otra parte Berthelot y Salin (1992, p.36) ideatron tres grandes categorias de acciones
para gue el sujeto tenga un buen control de sasioeles con el espacio sensible, esto es: recqnocer
describir, fabricar o transformar objetos; desplazacontrar, comunicar la posicion de objetos;
reconocer, describir, construir o transformar yree® de la vida cotidiana o de desplazamiento.

Basandonos en esa categorizacion de acciones ramgohos en el contexto tridimensional
(prescindimos de las tareas de orientacion y vimgbn de figuras planas) podemos diferenciar tres
grandes familias de actividades, segun el tépipeafco tratado:

1. Orientacion estatica del sujeto y de los objetos
2. Interpretacion de perspectivas de objetos tridinoeases
3. Orientacion del sujeto en espacios reales

La primera familia es una ampliacion de la categde acciones de Berthelot y Salin (1992)
“desplazar, encontrar, comunicar la posicion deetolsj) donde incluimos las tareas que tratan el
problema de la orientacidén del cuerpo del sujedbsdjeto con relacion a otros objetos, y la evantu
orientacion de objetos (orientaciones que involuoeh conocimiento del esquema corporal y la
posible proyeccion de este esquema en el objeto).

La segunda familia de actividades esté relaciosadda categoria de acciones identificada por
Berthelot y Salin como “reconocer, describir, fahrio transformar objetos”, en las cuales incluimos
también las tareas de representacion (bi o tricsineal) de objetos tridimensionales (materiales o
representados en el plano).

Mientras que en la tercera familia incluimos lasivedades de reconocimiento, descripcion,

construccion, transformacion, interpretacion y espntacién de espacios de vida (espacio reales) o d
desplazamientos.
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Una importante diferencia entre las tareas de tailila 2 y 3 es que las actividades de
“interpretacion de perspectivas de objetos tridisimmales” requieren que el sujeto cambie su punto
de vista de manera “discreta”, es decir, se requigre el sujeto se imagine o se ponga en una
determinada posicion con respecto a una composigdobjetos, sin dar importancia al movimiento
gue tiene que hacer para cambiar su posicion,sstmal punto de vista final. Mientras que en las
actividades de “orientacion del sujeto en espagides” el punto de vista del sujeto cambia de naaner
continua a lo largo de su desplazamiento, es deairyvision del espacio esta vinculada a un
movimiento continuo.

Otra importante diferencia es el tamafio del esp&ii@n la familia 2 se trabaja con objetos
aislados o composiciones de objetos (la composesdoonsiderada como un todo), y la atencién no
se fija en el espacio donde estan, sino sobre tsucksa y su composicion, en la familia 3 se
consideran espacios mas grandes, que puedan geides (fisicamente o mentalmente) por el sujeto.

Esta triple clasificacion de las tareas de la Vizaion y orientacion espacial se puede observar
en diferentes trabajos (Berthelot y Salin, 1992ul&a 1985; Gorgorid, 1998; Lurcat, 1979). Por
ejemplo Lurcat (1979) presenta actividades queieegn que el sujeto interprete la posicion de su
cuerpo, la posicion de otro sujeto y la posicidatiea de objetos, sea en un contexto estatice{obj
y sujetos fijos, familia de tareas 1), como de m@nto (itinerarios, familia de tareas 3).

En Gorgorié (1998) se analizan las estrategiaszadids por alumnos de 12 y 16 afios al
resolver nueve tareas que involucran la rotacipaaal. Estas tareas estan clasificada en dos gjrupo
atendiendo a si la accidn requerida para resob/@dade interpretacién o de construccion (dibujo o
construccion tridimensional). Observamos que eloseitems de interpretacion hay tres tareas que
requieren la identificacién de un objeto tridimemsil tras una rotacion (familia 2) y una tarea que
requiere describir un itinerario entre dos puntesida ciudad por medio de un mapa (familia 3). Esta
variedad de tipos de tareas muestra la complefidatema y apoya nuestra propuesta de clasificar en
tres familias los tipos de problemas en los queriwgnen habilidades de visualizacidn y orientacion
espacial.

En las secciones siguientes describimos con mafledleada una de las tres familias de tareas
propuestas, identificando trabajos de investigacgmtrados en cada una y algunos resultados de los
mismos.

3. Tareas de orientacion estatica del sujeto y ded objetos

Incluimos en esta categoria las tareas que requimprender el esquema corporal, identificar
y utilizar sus polaridades: arriba-abajo, izquieddaecha, delante-detras, utilizar dicho lenguaja p
describir la posicion del propio cuerpo, o de atbservador, con respecto a objetos u otras pergonas
las posiciones de objetos con respecto a otrogosbj&n estas actividades consideramos que los
objetos y las personas estan inmoviles.

Vamos a dar algunos ejemplos de actividades datadi@én estética del sujeto y de los objetos
encontradas en la literatura, en libros de textn otro material instruccional.

Ejemplo 1 El nifio tiene que reconocer las diferentes pattesu cuerpo y de otra persona que esta
frente a él (Garcia, 2009, Nivel 4, Ficha 213, Fagl).
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Con tu mano derecha técte el ojo izquierdo.

Ensefia dos dedos con tu mano derecha y tres con tu mano izquierda.

Con tu mano derecha sefiala hacia el lado derecho.

Con los ojos cerrados, sefiala con la mano derecha tu pierna izquierda.

Con los ojos cerrados, ensefia dos dedos con tu mano derecha y cuatro con tu mano izquierda.
Con tu mano izquierda sefiala mi pierna derecha.

Con tu mano derecha sefiala mi ojo izquierdo.

Con tu mano derecha sefiala mi oreja izquierda.

© ©® N @ oA W N

Con tu mano izquierda, sefiala mi ojo izquierdo.

10. Con tu mano derecha sefiala mi oreja izquierda.

El educador se coloca frente al nifio/a y le explica que debe imitar sus gestos, pero sin realizar ninguna indicacién verbal:
11. Con la mano derecha se toca el ojo derecho.

12. Con la mano izquierda se toca el pie derecho.

13. Con la mano derecha ensefia cuatro dedos y con la izquierda dos.

14. Con la mano derecha toca su oreja izquierda.

15. Con la mano izquierda se toca el pufio derecho.

Figura 1: Tareas de orientacioén del cuerpo en el espacio real

Ejemplo 2 En una imagen de nifios en diferentes posicidigagd 2), el nifio tiene que colorear los
zapatos izquierdos de un color y los derechosme(dtiegand, 2006, p. 107).

Figura 2. Tarea de orientacién estatica del cuerpo

Ejemplo 3.Se utilizan un coche pequefio y un camion pequesemnjodifican sus posiciones sobre la
mesa: a) ambos en direccidn izquierda delanteife] h) orientados hacia el nifio; ¢) el auto dad®i
hacia el nifio y el camién en direccién opuestardilireccién oblicua, uno frente al otro. Se inaita
nifio, en cada situacion, a poner: 1) el coche teeldel camion; 2) el auto detras del camion. (Liyr¢a
1979).

En las situaciones anteriores hemos evitado paneas de descripcion de posiciones relativas
de objetos que no tienen, por su estructura oguuma determinada y clara orientacion (por ejemplo
en un dibujo, no tiene sentido pedir que se pildsrobjetos que estan a la derecha de una botella).
Esto para evitar los conflictos de referencias mueden aparecer segun que el objeto sea visto como
tal en el espacio, o bien considerado a partiudesguctura posiblemente ambigua.

Sociedad Canarialsaac Nfeyvton Vol. 77 + julio de 2011 | 103
de Profesores de Matematicas



Tareas para el desarrollo de habilidades de visualiciéon y orientacion espacial
M. Gonzato, T. Fernandez Blanco, J. Diaz Godino

Un estudio muy interesante que trata diferenteslpneéticas relacionadas con dichas
actividades es presentado por Lurcat (1979). Eticplar, en este trabajo se establece una distincio
entre objetos que, por su estructura o su fungidseen una parte anterior y una posterior (y ptota
derechalizquierda) y los que no las poseen. Tamberdiferencia entre referentes subjetivos
(dependientes de la posicion del sujeto) y objstiindependiente de la posicién del sujeto). Para
explorar las diferentes modalidades de la proyecdi#l esquema corporal se proponen interesantes
situaciones experimentales.

En Alberti (2004) se afirma que las relaciones s cuales se estructura el espacio estan
relacionadas con las propiedades de nuestro cugupole dan un significado preciso. La distincion
entre delante/detras de una persona se definel peckeo de que el cuerpo esta orientado, es decir,
tiene una parte considerada como delante por swafgrfunciones y otra como detras. La orientacion
de la forma es, por tanto, una condicién necegmra poder usar un objeto como referencia para
identificar la combinacion delante/detras. La distin de izquierda/derecha, asume que el objeto de
referencia tenga un plano de simetria, como elpoukeumano que se caracteriza por su lateralidad, es
decir, dos partes iguales de forma y funcién, prrgos movimientos tienen sentido contrario. La
distincion cerca/lejos es una relacion que inva@wdrmenos a tres cuerpos, uno de los cualesdsrve
referencia para establecerse y comparar las diatade los otros. Es, por tanto, una nocion de tipo
métrico que se necesita para evaluar las distapoias objetos y ponerle un orden, aunque no estén
alineados en el plano o en el espacio. Implicarexa® la capacidad de reconocer la conservacion de
las longitudes al variar la orientacion de la refigia o de los objetos.

En el plano, por ejemplo, el binomio arriba/abagppuede tener el significado del lenguaje
comun, ya que se refiere a las caracteristicaggpelcio fisico que tiene la direccion vertical como
direccion de referencia; por tanto, el sentido stestérminos debe ser aclarado por el profesor, de
acuerdo a las convenciones en uso. Incluso landiéti delante/detras hecha sobre la hoja puede dar
lugar a ambigledad, por lo que parece oportunargsibponer a los nifios fichas con estos temas.

Observamos que estas problematicas estan tratajesmente en edad preescolar (educacion
infantil) siendo estos conocimientos consideradokag escuelas primarias como previos. Es por esta
razon que centraremos mas la atencion en las @d@®tras familias de tareas relacionadas con la
visualizacién y orientacion espacial.

4. Tareas de interpretacion de perspectivas de olfes tridimensionales

En esta familia de tareas incluimos las actividaglesrequieren reconocer y cambiar puntos de
vista (cambio de perspectivas), interpretar peisper de objetos, rotar mentalmente objetos,
interpretar diferentes representaciones planas bjletos tridimensional (perspectivas, vistas,...),
convertir una representacién plana en otra, cansibjetos a partir de una o mas representaciones
planas,... Observamos que en estas tareas se cemstégnicas para representar un objeto o un
espacio, y al mismo tiempo se aprende a leer difeseipos de representaciones planas y los codigos
respectivos.

Muchas son las investigaciones que estudian leategias, los conocimientos, las habilidades,
las dificultades, puestas en juego al resolverralifies actividades de perspectivas de cuerpos
tridimensionales. Describimos brevemente las tgueasentadas en algunos trabajos centrados en este
tépico.

Gutiérrez (1996a, p. 36), en el analisis de un iéx@ato de ensefianza de las representaciones
planas de mddulos multicubos, distingue tres tfmactividades:
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e A partir de una representacion plana del médulogstldiante tiene que construir el
respectivo médulo fisico.

» A partir del médulo (fisico o presentado en perspaen el ordenador con la posibilidad
de girarlo libremente), tiene que dibujar difersrtipos de sus representaciones planas.

* El estudiante tiene que relacionar dos tipos deesemtaciones planas del médulo, sin
construirlo fisicamente.

Observamos que las representaciones planas quérr@nticonsidera en este trabajo son la
perspectiva (no tratada en el analisis del experio)e la representacion por plantas, las vistas
ortogonales, las vistas ortogonales codificadasprdyeccion isométrica.

En Pittalis, Mousoulides y Christou (2009) se dbstr dos actividades relacionadas con la
interpretacion de una representacion plana de yetoolridimensional: una requiere construir un
objeto tridimensional a partir de sus vistas ytta cequiere dibujar un objeto tridimensional yuegir
las propiedades del objeto que se conservan espsesentacion.

Muchos trabajos analizados incluyen tareas de iGmtade un objeto tridimensional. Por
ejemplo Gorgorio (1996, 1998) se centra en el &stde las estrategias utilizadas por alumnos entre
12 y 16 afios al resolver tareas que involucrarciatas espaciales.

Fischbein (1993) analiza el caso del desarrollom@eubo, como ejemplo de una préactica con
estudiantes de actividades mentales en las cualesdperacién entre el aspecto conceptual y el
figural requiere un esfuerzo especial. Esta adivise refiere al desarrollo de un cuerpo geoméyrico
esta compuesta de tres partes:

» Dibujar la imagen obtenida desarrollando un cuggmmeétrico

» Identificar el cuerpo geométrico obtenido a patérun desarrollo plano

e Indicar en el desarrollo las aristas que se hacemesponder cuando el objeto
tridimensional sea reconstruido.

De manera mas general, Ben-Chaim, Lappan y Houh®88] estudian las habilidades de
visualizacion espacial y el efecto de la instruscéh los grados 5-8 (identificando diferencias por
sexo, edad y proveniencia) utilizando un test deualizacion espacial cuyos items requieren
reconocer vistas ortogonales o perspectivas de a@sinipnes de cubos (edificios), afiadiendo o
quitando cubos, combinando dos sélidos, aplicaaddea de vista codificada superior.

En el contexto de formacion de profesores sefialahosstrabajos centrados en este tema:
Malara (1998) y Gaulin (1985). Malara presenta arperiencia llevada a cabo con profesores de
escuela secundaria que consistia en resolver gadie#s que involucran la habilidad de visualizar el
efecto de determinadas transformaciones sobreosolwl de imaginar la perspectiva de un solido
desde un determinado punto de vista. Gaulin anatzs ejemplos de actividades propuestas a
maestros en formacién, para “desarrollar la vigaalbn espacial y la intuicion geométrica”, dos de
estas tareas se centran en el estudio de lasgms#gresentaciones de solidos multicubos.

A continuacion intentamos clasificar las tareacds en estas investigaciones.
Analizando las investigaciones anteriores obsergague las tareas presentadas tienen en
cuenta tres parametros: el estimulo inicial pres#mtla accion principal requerida para resolver la

tarea y el tipo de repuesta solicitada. El estirmitdal se refiere a la presencia o no, en la dgsion
de la tarea, del objeto fisico, o de una de sugseptaciones.
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Las acciones principales requeridas para resolasr threas que se presentan en las
investigaciones son:

Cambiar el tipo de representacion (plana o tridsiaral): representar un objeto fisico con
una representacion plana, construir un objetontedisional a partir de su representacion
plana, o convertir representaciones planas de tgifesentes (perspectiva/proyeccion
isométrica/vistas/vistas  codificadas/fotografiasPbservamos que el cambio de
representacion puede implicar también una rotad@biobjeto, un cambio de punto de vista.
Rotar: rotar el objeto o partes del objeto, o deema equivalente cambiar mentalmente de
perspectiva (imaginarse en otra posicion con réspacobjeto). Observamos que no hay
cambio de tipo de representacion plana.

Plegar y desplegar: plegar un desarrollo plano feenaar un objeto tridimensional (fisico o
representado), o viceversa desplegar el objetogidemer uno de sus desarrollos.
Componer y descomponer en partes: dadas dos oigrss gomponerlas para formar un
sélido, o viceversa, dado el s6lido descomponetidas 0 mas partes.

Contar elementos: dado un solido contar los elemseguie lo componen (unidades de
volumen, caras, aristas, veértices, etc.).

Observamos que las acciones pueden aparecer de éapticita o implicita en el enunciado de

la tarea.

En cuanto al tipo de repuesta solicitada diferencgentre:

Construccion: si se requiere la construccion dgdtoliridimensional.

Dibujo: si se requiere una representacién planalgeto tridimensional.

Identificacién: si se requiere identificar la rept@ecorrecta entre mas opciones.

Verbal: si se requiere una respuesta verbal /ngméfgue no exija ninguno de los
anteriores tipos de repuestas).

Observamos que Gorgorid (1996), centrandose enidedies de rotacidn (tipo de accidn)
clasifico las tareas en dos categorias: tareasafestruccion”, si la respuesta requiere la consibnc
del objeto o su dibujo, y tareas “de interpretatifue requieren que el estudiante reaccione arde u
accién geométrica ya cumplida. Con respecto a rauekdsificacion del tipo de respuesta, separamos
las tareas de “construccion” de Gorgori6 en couostéin del objeto fisico y dibujo como
representacion plana del objeto tridimensionalntnés que las tareas “de interpretacion” de larauto
corresponden al tipo de respuesta que nosotroartas de identificacion.

Presentamos en la tabla 1 una sintesis de laictasiin de las tareas propuesta.

Tipo de

Estimulo inicial Accion (ejecutar/imaginar) respuesta

Presencia del Objeto (y/o sujeto) movil
objeto fisico

Convertir entre representaciones (plana o |3Dynstruccion

Objeto (y sujeto) fijo RO Dibujo
Plegar o desplegar Identificacion
Objeto observado L L
Ausencia del | previamente Composicién y descomposicion en partes | Verbal
objeto fisico Objeto presentado en el| Conteo de partes Otras

plano

Tabla 1. Clasificacion de las tareas de interpretacionlgetos tridimensionales
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Podriamos también considerar el tipo de objetomgdacos, multicubos, cotidiano, el tipo de
representacion plana utilizado (perspectiva, paygxciones ortogonales codificadas, etc.) y el
tamafio del espacio: micro (objeto solo), meso (asiepn de objetos). Observamos que cuando se
trabaja con un objeto fijo, ausente o representaddos dimensiones, sin posibilidad de manipularlo,
las acciones requeridas serian “mentales”, comogjgmplo, imaginar la rotacion de un objeto o
cambiar el punto de vista. Ademas hacemos congfatauna tarea puede involucrar mas acciones y
si la respuesta es de dibujo puede necesitar deedies técnicas (dibujo en perspectiva cabakera,
proyeccion, etc.).

Vamos a dar algunos ejemplos prototipicos de aetilés que pertenecen a esta segunda familia
encontrados en la literatura, en libros de textenootro material instruccional. En este trabajo
elegimos clasificar las tareas segun la acciorcipa@h requerida para su resolucion (ver tabla 1).

4.1. Convertir representaciones

Ejemplo 4:Construyeuna composicion de cubos que tenga las vistasatiest en la figura 3 (Pittalis,
Mousoulides y Christou, 2009, p. 387).

Vista de frente Vista de perfil Vista desdeéba

Figura 3. Proyecciones ortogonales del objeto

Para resolver esta tarea el alumno tiene que conoteleterminado lenguaje grafico para
interpretar las representaciones planas del objgte,en este caso son proyecciones ortogonales,
llamadas vistas. El conocimiento de las propiedatieslichas representaciones (por ejemplo que
conservan la forma, tamafio y posicion relativaodeclierpos proyectados y en consecuencia las caras
del cubo son cuadrados cuando se miran frontalngréemite coordinarlas e integrarlas para
construir el objeto tridimensional. Esta coordidacide las vistas constituye una de las mayores
dificultades para los estudiantes (Battista y Cle1e1996; Gutiérrez, 1996a).

Observamos que el estimulo inicial de esta tareda®representaciones planas (proyecciones
ortogonales) y el tipo de respuesta es de conshrucvariando el estimulo inicial (poniendo un
objeto fisico u otro tipo de representacion plaoabjen el tipo de respuesta que se pide se pueden
obtener interesantes variaciones de la tarea.

4.2. Rotar objetos

Ejemplo 5.¢,Cudl de las imagenes de la derecha continuai&? se
(Ferrero, 2008, p.172, figura 4)

\-

o
R K-

Figura 4. Dados que giran

En la resolucion de esta tarea de rotacion se tjgadeer una representacion plana (perspectiva
paralela) de un cuerpo tridimensional y se pongnego los siguientes conocimientos principales: ej
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de rotacion, rotacion de un cuerpo alrededor deejan la estructura del cubo y las propiedades
derivadas de la rotacion como isometria.

Variando la estructura del cuerpo y su tipo deeasgmtacion (estimulo inicial), combinando
varios ejes de rotacién y cambiando el tipo deuesia (por ejemplo, de dibujo) se pueden formular
diferentes tareas de rotacion. Observamos que ehasuareas de rotacion de un objeto se puede
variar el enunciado solicitando un cambio de pésicton respecto al objeto (y viceversa). En
Gorgorio (1998) se pueden encontrar interesanteBpdps de tareas de rotacidén y un andlisis de las
posibles estrategias utilizadas para resolverlasedte trabajo se mencionan también algunos errores
manifestados por los alumnos en la resolucion si¢al@as, entre los cuales esta la confusién kentre
rotacion de 180 grados y la simetria.

4.3. Plegar y desplegar (desarrollos)

Ejemplo 6 (figura 5). Escribe cuales de estos desarrollos correspondem @ubo (Almodovar y
Garcia, 2009, p. 197)

Figura 5. Desarrollos de cubos

Para resolver esta tarea es necesario conocer qquén @esarrollo y las propiedades que
conserva con respecto al objeto geométrico, pon@je el paralelismo de las aristas de las casas, |
forma y el tamafio de las caras.

Una de las dificultades para resolver tareas dard#® proviene del hecho que, a diferencia de
las proyecciones, en estas representaciones sgcprada duplicidad de algunos elementos del cuerpo
tridimensional. Por ejemplo, una arista del cubedsuser representada por dos aristas en el désarrol
(a un punto del cubo le puede corresponder purgbgldno). Estas aristas corresponden a aquellas
qgue se unen al plegar el desarrollo. Un andlisis deiallado de esta tarea se puede encontrar en
Mesquita (1992).

4.4, Composicion y descomposicion en partes

Ejemplo 7 Juntando dos piezas de puzle se pueden constrenos sélidos, como se muestra en el
ejemplo. Para cada uno de los siguientes solidosaftos por las dos piezas, la figura 6 muestra cémo
se construye pintando una de las piezas que lo@oeniVariacion de la tarea presentada por Lappan,
Phillips y Winter, 1984, p. 622).

i

Piezas del puzle Ejemplo

o

SR R —

3

Figura 6. Composiciones de puzles de dos piezas
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En la resolucion de esta actividad se tienen qterpretar representaciones isométricas de
objetos y conocer sus convenios. La particion d#ide en las dos piezas dadas supone la
identificacion de dichas piezas en la figura, gaéace a través de movimientos isométricos de las
piezas. Las posiciones relativas de las piezasifemobtener las diferentes construcciones.

Ademas de las dificultades de interpretacion yesgmtacion en perspectiva isométrica tenemos
las dificultades asociadas al hecho de que alguardss de los objetos estan ocultas.

4.5, Conteo de partes

Ejemplo 8.El objeto representado en la figura 7 esta forn@atocubos. Supongamos que pintamos
toda su superficie exterior de azul y después twmdatamos totalmente. ¢Cuantos cubitos tendrian
exactamente tres caras azules? ¢Y cuantos temhdatamente dos caras azules? ¢Y una cara azul?
¢ Y ninguna cara azul? (Bishop, 1983, p. 187).

Figura 7. Conteo de cubitos

En esta tarea se tiene que interpretar la repagséntdel objeto y sus partes (los cubitos), se
tiene que conocer la estructura del ortoedro ydinar las diferentes caras que pertenecen al mismo
cubito (las vistas ortogonales de las caras detas)b

5. Tareas de orientacion del sujeto en espacios fes

Incluimos en esta familia aquellas tareas que ezgni que el sujeto comprenda el espacio
donde se sitla (0 donde se sitla otra personaatopbpu ubicacién y orientacién en el espacio.
“Orientarse en el espacio” puede significar leermapa, un plano o comprender una maqueta de
espacios de diferentes tamafos (ciudad, barriagksaula), describir verbalmente un itineraritveen
dos lugares conocidos, dibujar un plano, un mapanstruir una maqueta de un espacio conocido,
orientar un mapa con respecto a puntos de referdifus en la realidad, o con respecto a los puntos
cardinales. También incluimos las situaciones gaeieren que el alumno lea, construya o utilice un
sistema de coordenadas para estudiar las difereatesteristicas de un espacio. Por ejemplo,
incluimos tareas donde se requiere que el alumrdimadein lugar en un mapa por medio de
coordenadas cartesianas o polares, o de dibujainarario descrito verbalmente a través del uso de
coordenadas.

Observamos que al abordar algunas situaciones rilent@cion del sujeto en espacios reales” se
requiere conectar el esquema corporal al espagiaw fEircundante, trabajando otro aspecto de dicho
conocimiento. Por ejemplo, en la descripcion detinerario dibujado en un mapa (sin el uso de los
puntos cardinales) es necesario conocer el preggjoesna corporal (izquierda-derecha, arriba-abajo,
delante-detras), proyectarlo en el personaje inaaginque recorre el itinerario representado, y
conectarlo con los puntos de referencia presentesraapa (edificios, cruces,...).
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Siguiendo las ideas de las “matematicas realisties”la escuela holandesa, Hershkowitz,
Parzysz y Van Dormolen (1996) afirman que la gedimetclidiana empieza con la orientacion en el
espacio real, esto ed, entorno del cual los estudiantes forman parfietman que “la experiencia en
el espacio comprende la posicion relativa de Igetob en el espacio y la posicion relativa de los
objetos en relacion con la posicién de un observaglspecto de dichos objetos” (p. 177). Estos
autores subrayan que para adquirir un modo de peeis® y de razonamiento visual es necesaria una
educacion visual bien planeada y sugieren intetesaareas de interpretacion de mapas y planos.

Un trabajo muy interesante que trata sobre el td#ra orientacion del sujeto en espacios reales
es el de Galvez (1985). En el capitulo 5, la auttescribe una secuencia de situaciones didacticas
para el aprendizaje de la orientacion en el espatiano. Parte de la hipotesis de que, para trabaja
con mapas, hay que aprender a orientarlos con atespé espacio fisico que representan. Las
situaciones didacticas que describe en este capisthn destinadas a promover el aprendizaje de la
elaboracion y uso de mapas del espacio circundh@étabito escolar.

Otro trabajo que presenta interesantes problemadatberacion e interpretacion de planos y
mapas es de Berthelot y Salin (1993). Las activddaglie proponen surgen del cumplimiento de tres
condiciones: la necesidad de utilizar un plano pasalver el problema, que el tamafio del espacio se
lo suficiente grande para que no se pueda abavcanrta Unica mirada y, por ultimo, que el espacio
sea el mas indiferenciado posible (con pocos elaseidentificables en el mapa) para que los
alumnos tengan que tomar consciencia de la neckdalan sistema de referencia y de su control.

Weill-Fassina y Rachedi (1993) analizan como adutte bajo nivel escolar localizan en un
plano de un edificio el punto donde se sittan. IEmalisis a priori de las tarea identifican tresngles
etapas de la localizacion espacial: 1) la macralpacion, o sea la localizacion de los objetos
caracteristicos, elementos del plano o materiagsetcepcion mas saliente, 2) la orientacion, desea
puesta en congruencia de los dos espacios (el ptamel espacio fisico) y la coordinacion de los
puntos de vistas, y 3) la micro-localizacion, o lsebisqueda de elementos de localizacion finos par
localizar el elemento requerido.

Sharagli (2003), analizando algunas experienciastagueron profesores de diferentes niveles
escolares, propone actividades relacionadas ceapelcio y las figuras. Sugiere que los alumnos de
los primeros niveles educativos empiezan con agdes “corporales”, en el espacio real, para seguir
en una representacion tridimensional de tamafioci@dcomo puede ser la construccion de una
maqueta, donde el nifio no ejecuta la actividad wrpropio cuerpo sino la gestiona desde el
“exterior”. Solo después de las actividades erspheio tridimensional se puede pasar a actividewes
el plano, al “dibujo”. Subraya la importancia degam entre el espacio tridimensional y el
bidimensional en todos los afios de la escuela gama

Berthelot y Salin (1992, pp. 325-326) diferencigesttipos de situaciones que requieren el uso
de planos y mapas: la exploracién de lugares destins (que puede servir para elaborar un propio
plano), el desplazamiento en un espacio (los pldaodas informaciones necesarias para determinar
el propio itinerario) y la comunicacion de una lagcion precisa (con planos en escalas). Tamtgén s
diferencian las situaciones que requieren comunidarmaciones espaciales sin un plano o con un
plano.

Siguiendo estas ideas vamos a distinguir tres tlpasstimulos iniciales:

» Espacio real: tareas donde la accion del sujetwsd¢rare en el presente o ya ha sido
realizada en el espacio real sin el apoyo de nitigdrde representacion del espacio.

« Representacion espacial: tareas donde el sujeteatiaa fisicamente una accién sino que
so6lo interpreta la informacion contenida en el msipanavegacion fisica del espacio y sin
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tener una referencia fisica al espacio representado
» Espacio real y representacion del espacio fiseweas donde el sujeto realiza o ha realizado
la accion en un espacio fisico y dispone de un@septacion de dicho espacio.

Observamos que las acciones iniciales requerides mggolver la tarea estdn asociadas al
estimulo inicial.

Hemos distinguido entre cuatro tipos de respueslapendientes del estimulo inicial:

« De representacién: el sujeto tiene que representaspacio y/o un trayecto en dos o tres
dimensiones.

« De localizacion de objetos y personas: el sujetiedecalizar un objeto o una persona en
mapas, planos con o sin el uso de un sistema ddeastaalas.

» De descripcion (verbal) de trayectos o posiciones.

» Fisica: orientar la representacion del espaci@fderdo a los puntos cardinales, de acuerdo
a objetos fijos en la realidad), ejecutar fisicar@erayectos, ubicar fisicamente objetos o
personas en el espacio.

Resumimos en la tabla 2 la clasificacion propuesta.

Estimulo inicial Accion inicial Tipo de respuesta

Explorar el espacio De representacion:

(con movimiento) « del espacio: construir maquetas, dibujar mapasgplan
Espacio real * de trayectos

Observar espacios,

trayectos,... (sin De localizacion de objetos y personas:

movimiento) * en un mapa/plano/maquetas

» con coordenadas

Interpretar informacién

Representacién gréfica (localizar De descripcion (verbalmente):

Espacial elementos, leer trayectos, * trayectos
interpretar sistemas de * posiciones
coordenadas,...)
Fisica:
* orientar la representacion del espacio (de acuartis
Espacio real + . . puntos cardinales, de acuerdo a objetos fijos eral@lad)
representacion | Relacionar el espacio con | ejecutar trayectos

i Su representacion espacial : : .
del espacio P P « ubicar objetos o personas en el espacio

Tabla 2. Clasificacion de las tareas de orientacion dieltsien espacios reales

Podriamos también considerar como variables detdasas el tipo de representacion del
espacio: 2D (planos, mapas, fotos,...), 3D (maquethtamano del espacio real. Observamos que en
muchos casos la respuesta a la tarea involucraéamipa accion y que para resolver una tarea se
pueden necesitar varias acciones.

A continuacion, vamos a dar algunos ejemplos pipitats de tareas pertenecientes a esta
familia de actividades encontrados en la literataralibros de texto o en otro material instrucaion
Observamos que en los libros de textos de primama encuentran exclusivamente tareas de

' Hemos revisado las colecciones de textos de pian(de 1° a 6° curso) de las editoriales Santill&ha,y
Anaya (ediciones de afios entre 2006 a 2009).
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interpretacion de informacion gréafica, sin un refge fisico. Se trabaja entonces una orientacion
puramente “mental”.

Para mostrar la gran variedad de situaciones @atarion del sujeto en espacios reales que se
pueden proponer a alumnos de primaria, vamos aldanos ejemplos prototipicos, clasificados
segun la accion inicial requerida para su resotuuer tabla 2), es decir: explorar el espacio (con
movimiento fisico), observar espacios, trayectogsin movimiento fisico), interpretar informacion
gréfica, relacionar el espacio con su representaggpacial. También analizaremos brevemente los
conocimientos principales puestos en juegos esslaluicion de las tareas.

5.1. Explorar el espacio

Ejemplo 9 “El maestro lleva a los nifios de visita al pargedbomberos. Por el camino hablan acerca
de las casas y las tiendas por las que pasan.ly¥drva la escuela crean una maqueta de la ciudad
utilizando bloques” (Wiegand, 2006, p. 93).

En esta tarea se requiere que el alumno organidefdemacién de un espacio que se ha
recorrido previamente para construir con bloquesrepresentacion tridimensional. Observamos que
el tipo de repuesta requerida es de representémdistruccion de maqueta). Se podria variar latare
pidiendo la representacién plana sin la ayuda sléllmques, o sefialar en la representacion el idoorr
seguido durante el paseo. Estas variaciones supanah nivel superior de dificultad al perderse una
de las dimensiones.

5.2. Observar espacios, trayectos,... (sin movimiento

Ejemplo 10 Se presentan 16 cajas de cerillas sobre una grasale cuadrada colocada en una
habitacion totalmente vacia y puesta de manerauggéados estén inclinados 45 grados con respecto
a las paredes de la sala. Se disponen las cafs) @or cada lado, paralelas a los bordes de $a.me

El profesor pone un bloque légico diferente (que dtlumnos saben representar) en cada caja y las
deja abiertas. Los chicos observan el contenidtada caja y tienen que recoger informacién (dibujar
planos, escribir,...) para que el dia siguiente,wgraque las cajas han sido cerradas, puedan describ
el contenido de tres cajas sefialadas por el profBsahelot y Salin, 1993, pp. 96-97).

La situacion ha sido construida para que los chieogian la necesidad de considerar (y
representar) un elemento externo a la situaciongjeonplo las ventanas, la puerta, un cuadro,tg pa
poder orientar correctamente su plano y poder ikaralos elementos y su posicion el dia siguiente.
Una dificultad asociada a la interpretacion del anep la puesta en congruencia del espacio fisito co
el espacio representado.

Berthelot y Salin (1992) describen los conocimientecesarios para la realizacion de un plano:
la determinacién de un sistema de referencia et la necesidad de articular los diferentesgglan
obtenidos por la representacién de los espaciedelosituados alrededor de los puntos de referencia
y, por ultimo, la representacion de los desplazatogey su coordinacion en el espacio considerado.
Observan que en la realizacion de un plano local mapa global, el control de la orientacion rekati
entre los diferentes elementos representados esciglse También hacen remarcar que los
conocimientos que se ponen en juego dependen detlmaleza del problema (por ejemplo, si
queremos representar un plano para orientar a ugoat@nemos que respetar por lo menos las
propiedades topolégicas y afines del espacio) Yyadecaracteristicas del espacio considerado. No
pueden faltar las informaciones que permitan &btesel plano orientarlo con respecto a la realidad
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5.3. Interpretar informacion grafica

Ejemplo 11(figura 8): Almudena sale de su casa en la C/ Gatdyasta el cruce con la C/ Delfin y

gira a la derecha en direccion a la plaza. Endagpktoge la C/ Foca hasta el cruce con la C/ Oso,

donde est4 la casa de su amiga Begofa. ¢Qué naoreesponde a la casa de Almudena? ¢Y a la
| L

casa de Begofia? (Ferrero, 2006, p. 209).
[

Figura 8. Mapa de un barrio

@

CI Ballena
C/ Caballos

C/ Gaviola
G/ Delfin_
o

En esta tarea es importante la coordinacion derilentacion del sujeto (su derecha, su
izquierda,...) y del espacio representado en el difjas calles, los numeros,...).

Por lo que se refiere a los sistemas de referemcla descripcion de un itinerario de acuerdo a
un mapa Galvez (1985) piensa que el sujeto debeagmrz de disociar al menos dos sistemas de

referencia;

» El sistema ligado a su propio esquema corporabyqutado por traslacion sobre el papel y
» El sistema correspondiente a la proyeccion del essgucorporal de un moévil que se
desplazaria a lo largo del itinerario que se tatdescribir

Observamos que, en la tarea propuesta, Alimudenasezga un movil con su esquema corporal
que se desplaza siguiendo el itinerario descrédod@érecha y la izquierda dependen del sentido del

trayecto seguido).

Ejemplo 12 y 1%figuras 9 y 10; Ferrero 2006, p. 212 y p.207, eeipamente).

Observa el plano y contesta.

' Fijate en el plano y completa en tu cuaderno.

3 B castillo
3-—** iﬁ Gasolinera
. A Abetos
=, Puente
1 * Molino
/ ~
0 2 3 4 5 6

[moLiNo| — (5, 3) L
OLINERA | [casTILLO | = (o) o)

a) Indica las casillas en las que se locali- GASOLINERA = (ury 2ud)
=zl B O B

b) ;Qué edificios hay en las casillas (B, 5),
(F,7)y (G, 7)?

Figuras 9 y 10.Tareas de interpretacion de un sistema de coordenad
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Estas dos tareas de localizacion de edificios guiamo se diferencian por el tipo de sistemas de
coordenadas. En el ejemplo 12 (figura 9) se utilizaistema de intervalos alfa-numérico, donde cada
letra y cada namero designa un intervalo, y ellg@a nimero designa una region. Por otra parte, el
ejemplo 13 (figura 10) utiliza el clasico sistenaatesiano de representacion de puntos en un pano,
forma que cada punto del plano viene determinadaipgar de nimeros (abscisa y ordenada). Por lo
tanto, en el primer caso un elemento se sitla an@mmas) regiones, mientras que en el segundo un
elemento viene localizado por un punto (dos coadas). Conocer las diferencias entre los dos
sistemas es fundamental a la hora de planificaatass.

5.4. Relacionar el espacio con una representaciospacial

Ejemplo 13.'‘Busqueda de un objeto escondido en una mesa aisancegistro hecho en un plano del
aula”. Mientras un alumno sale del salén otro edeamn objeto en una mesa y marca dicha mesa
sobre un plano del aula que el maestro ha repraadwem una hoja de papel (que tiene cada nifio).
Entra el alumno que estaba fuera e interpretangaab tiene que encontrar el objeto escondido.
(Galvez, 1985, pp. 64-65).

Fijando la atencion en el alumno que estaba afetripo de respuesta seria de localizacion
fisica (respuesta fisica, ubicar objetos, ver t@pla/ariando el tipo de respuesta, el nimero gsca
y/o su disposicion se pueden obtener otras tareas.

Berthelot y Salin (1992) describen los conocimismiancipales implicados en la lectura de un
plano: poner en relacion los elementos del plamosts correspondientes en la realidad (se necesita
conocer el cédigo utilizado por el autor del plap@yientar el plano materialmente o mentalmente.

Observamos que en las tareas donde se requietedaretacion o el uso de una representacion
grafica de la realidad (plana o tridimensionalnesesario hacer una correspondencia entre el objeto
(o la situacion) representado y la representacidndélizacion). Esta correspondencia realidad-
modelo requiere la habilidad de interpretar, comgee y crear relaciones y analogias entre la
representacion de la realidad y la realidad, oeedtrs representaciones diferentes de la realidad.
Berthelot y Salin (1993) afirman que la resolucida un problema por modelizacién implica el
establecimiento de una cierta relacién entre dosdas! el mundo sensible y un modelo, sistema
simbdlico dotado de reglas internas que permiteistcoir, a partir de objetos iniciales y de relaei®
iniciales, nuevos objetos y nuevas relaciones aslid

En Clements (2004) y en Weill-Fassina y Rached®8) $e identifican dos grandes dificultades
relacionadas con la interpretacion de planos y siapa

» Dificultad para orientar un mapa a través de eleaseen la realidad (dificultad para
considerar y poner en congruencia dos sistemasfelencia diferentes).

« Dificultad para comprender el lenguaje simbdlicdigditad para entender que un mapa
representa solo algunos aspectos de la realidacey ta realidad en miniatura).

Observamos que esta familia de actividades tieftetes relaciones con situaciones diarias.
Por lo tanto, seria una fuerte limitacion restingl tema Unicamente a las actividades de
interpretacion de informacion gréafica presentadsisabmente en los libros de textos y olvidar la
importancia y el interés de trabajar con un refiereaal, en un espacio que los estudiantes puedan
recorrer y explorar.
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6. Reflexiones finales

En este trabajo hemos propuesto una clasificadgktaikas, relacionadas con la orientacion y
visualizacion de espacios y objetos tridimensiag)aacontradas en las investigaciones y en lasslibr
de texto. Esta lectura nos ha permitido poner daiffesto la riqueza y diversidad de las tareas
presentes asi como los conocimientos que se pongrego Yy las potenciales dificultades asociadas a
las mismas.

La distincion entre tres tipos de familias de tarde visualizacion y orientacion espacial puede
ayudar a los profesores en la planificacion deeslagie cubran los diferentes aspectos del temay qu
incluyan trabajos manipulativos y fisicos. Las ifieaciones detalladas de las familias 2 y 3,
presentadas en las tablas 1 y 2, pueden ser pélasdisefiar variaciones interesantes de las tareas
cambiando el estimulo inicial de una tarea o eb tge respuesta se pueden obtener diferentes
actividades que estimulan mas aspectos de una rasrian.

Observamos que frecuentemente en los cursos dematiatas el tema de la orientacion y
visualizacion de espacios y objetos tridimensianade poco tratado o planteado como actividad
recreativa. Las tareas que se encuentran en los lie textos reflejan este escaso interés y cubren
parcialmente los aspectos principales del topiedrabaja Unicamente con representaciones planas de
objetos y espacios sin hacer una referencia abfEtos y espacios reales que representan, no se
trabaja en espacios conocidos sino con represengzcde espacios ficticios y personajes imaginarios

Situaciones de visualizacion y orientacién espgmdrian ser presentadas no soélo en el &mbito
matematico, sino también en otras asignaturas, quraden ser la geografia, el dibujo técnico y la
educacién fisica. En matematicas el nifio puededabdareas como las que hemos descrito en este
trabajo; en geografia el nifio se puede enfrensituaciones relacionadas con la lectura y elabénaci
de materiales cartograficos, que podrian ser in@afds yendo al descubrimiento de nuevos espacios.
En el dibujo técnico el nifio podr4 aprender los cedimientos de la proyeccion y los
convencionalismos de representacion, mientras quesdrcacion fisica podrd experimentar la
orientacion de su propio cuerpo con actividadegioest. Observamos asi que en la escuela primaria
el tema podria ser tratado de manera interdiseaiplin

Reconocimiento
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