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Resumen Presentamos una propuesta Freudenthaliana parsd@éianza de los nimeros negativos
en la escuela secundaria. Este articulo recogedariencia desarrollada con alumnos
extremos: uno de bajo rendimiento y otro de alt@limiento. El analisis de los procesos
de resolucion observados en entrevista individual edtos estudiantes, permitieron
identificar hechos que muestran la necesidad darémen el principio de permanencia
geométrico-algebraico para lograr una mejor congiden de las operaciones con
ndmeros positivos y negativos.

Palabras clave Plano cartesiano, niUmeros negativos, operaciorssasafamilias de rectas.

Abstract The work described in this article was based omeadienthalian perspective in order to
analyze the teaching of addition and subtractiompadgitive and negative numbers in
students’ transition from arithmetic to algebra. ol'extreme subjects were chosen for
videotaped individual clinical interviews. Analys$ students” work showed the need to
consider the Geometric-Algebraical Permanence Pptacin order to convince th2
learners of the validity of operations with negatiwumbers.

Keywords Cartesian plane, negative numbers, basic operafamsies of straight lines.

1. Introduccion

Compartimos la concepcion Freudenthaliana referattdhecho de que el curriculo de
matematicas debe ensefar a organizar campos dedans. Mas aun, Freudenthal (1983) afirma que
la fenomenologia didactica puede empezar por loénfienos que necesitan ser organizados y desde
este punto de partida, ensefiar al estudiante gpolanesos medios de organizacion. Asi, los nimeros
naturales organizan el fenomeno de la cantidadieddvel autor. En relacion al tema que nos
concierne, Freudenthal adopta una perspectivariciaty plantea: “[...] Los nimeros negativos se
originaron a partir de la necesidad algebraica &bhe validar la solucion general de las ecuaciones
pero no fue sino hasta la algebrizacion de la ga@en@a geometria analitica) que se vuelven
vigentes, esto es, vigentes de contenido. [...] lgetaizacion y los sistemas de coordenadas
presuponen los nameros negativos que conflictuar@escartes. Los nimeros fueron introducidos
como magnitudes y se utilizaron letras para intisaes decir, nimeros positivos. Cuando se usa el
método cartesiano no se puede evitar que las letmesenten también ndmeros negativos. Si las
rectas son descritas algebraicamente en su tatabfiéas curvas son descritas en cualquier sitnaci
es necesario admitir los valores negativos” p. 4B2a citada.
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Insiste Freudenthal que la didactica de las maieagite ha prestado poca atencion a la
siguiente situacidén: “Las operaciones numéricasay leyes que las rigen, se justifican via la
simplicidad de la descripcidén algebraica de figugasmétricas, esto es, el algebra es validadalpor e
hecho de funcionar en geometria. [...] este planteatimiresulta muy convincente en la ensefianza del
algebra elemental a fin de que los estudiantegeéps nimeros negativos. [...] la recta numérica no
posee una estructura visual lo suficientemente gearequiere de la bidimensionalidad del plano
cartesiano” (pp. 450, obra citada).

Por lo tanto, para este autor no sélo debe bakaesgsefianza de los niUmeros negativos en el
principio de permanencia algebraico, sino en ehg#ndco-algebraico, ya que éste permite que una
sola formula algebraica represente la totalidadr@gecurva, independientemente de los cuadrantes que
atraviese. Define lo que él considera como princige permanencia geométrico-algebraico, al
incorporar a la geometria y no quedarse so6lo emlgipulacion algebraica de los niumeros negativos.
Ya que los negativos son necesarios para descobipletamente el plano cartesiano y las figuras
planas con toda su extensién por ecuaciones, stdipacion de las operaciones numéricas y susleye
se simplifica por la descripcion algebraica deréguy sus relaciones geométricas”, (pp. 432-468 obr
citada). Continua este autor, “desde la didactisaalizo el principio de permanencia algebraico
(retomado de Hankel (1867) referente a la extend@rsistema numérico de la matematica formal)
mas bien como un principio de permanencia geonoédifigebraico. Este principio se ajusta mejor a la
perspectiva histérica que muestra a los negatiwseocindispensables para la permanencia de
expresiones, ecuaciones y férmulas pertenecientegesnmetria analitica” (pp. 435-436, obra citada)

Propone “esquemas didacticos” en que las operaioor positivos y negativos se pueden
integrar en tablas como las siguientes (figurgpdja la suma.

0 1 2 3 4 5 6
-1 0 1 D 3 4 5 \
-2 -1 0 2 3 4 =%

s Sy S S S \ \ \
—4 3 _2 _ 0 1 2 ‘ X+y=3
-5 -4 =3 -2 -1 0 1 \ Ray=2
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 N

x¢_y:‘\

x+y=0

x+ys -1

Xeyz-2
Figura 1. Esquemas para la adicion con nimeros positiveaggtivos

Al observar la figura anterior podemos ver quedasrdenadas en el plano cartesiano estan
marcadas con numeros positivos y negativos, est@ezes, unos, dos..., negativo uno, negativo
dos...etc., si fijamos nuestra atencidén en los cgraesrificamos la suma de sus coordenadas (X, Y)
todas ellas nos daran como resultado igual a emismo con el uno, el dos, negativo uno, negativo
dos etc. Pongamos un ejemplo, localizamos el pdetacoordenadas (-1, -3) y vemos que esta
marcado con el -4, si sumamos las coordenadasIxe=y = -3 el resultado es igual a -4. Entondes, s
sumamos las coordenadas de los puntos en el plteEsiano cuya suma sea igual a negativo 4
obtenemos la recta x + y = -4. Lo mismo pasa cerdEmas puntos, por lo tanto, se observa que la
suma con numeros positivos y negativos organifantéia de curvas x +y = a.
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Para la sustracion de numeros positivos y negatiiesrvemos la figura 2:

Xey=ad
A-yied
syl
¥yall

y . .
Koysd
e -6 =5 -4 =2 -1 0..
e =5 -4 -3 -1 0

-4 =3 =1 0 1

o —

/]

/

Figura 2. Esquemas para la sustraccién con nimeros positiiegativos

Al igual que en la adicion se observan que los gaimharcados con numeros positivos y
negativos son el resultado de restar las coorder(@dg) de cada punto, esto es, x -y . Analicealos
siguiente ejemplo: centremos la atencion en elgpdatcoordenadas (3, -1), ahora restemos al valor d
la coordenada en “x” el valor de la coordenadayérasi: 3 - (-1) = 4, realizando esta operacion con
cada uno de los puntos de coordenadas (X, y) ydgneomo resultado 4, queda definida la recta x-
y=4. Asi mismo, pasa con los demas puntos, queddefitida la familia de rectas x - y = a.

Para la multiplicacion muestra esquemas como lessgguen (figura 3):

\ yat-x

— y=0.x

Figura 3. Esquemas para la multiplicacién con nimeros pasity negativos
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Para definir la familia de rectas para la multigdidn a través de los numeros positivos y
negativos, Freudenthal (1983, pp. 432-460) hacigigiente: el valor de la coordenada en “y’es igual
al valor de la coordenada en “x”, multiplicada paoralquier nUmero positivo 0 negativo, esto es,
algunos de los puntos que conforman la recta y so8x (3, 9); (2, 6); (1, 3); (0, 0); (-1, -3); (-B);

(-3, -9)...etc., como podemos ver la coordenada €ne% multiplicada por 3 y se obtiene la
coordenada en “y". De esta forma queda definidartdlia de rectas para la multiplicacion.

Para la familia de rectas de la division el autappne dar el trato a las fracciones como
cociente de enteros, quedando asi definida laitadel rectas para la division. Pongamos por ejemplo

X . -
y=—2. En este caso se observa que el valor de la quaddesn “y” es igual a dividir el valor de la

coordenada en “x” por negativo dos, esto es, aljupantos que conforman esta recta son: (4, -2);
(2, -1); (0, 0); (-2, 1); (-4, 2); etc., asi quatkdinida la familia de rectas para la division. Rotanto,

las operaciones elementales de los nimeros pasiiveegativos organizan familias de rectas en el
plano.

2. El Estudio Empirico

Nos basamos en el hecho ampliamente conocido, @éagunanifestaciones de la negatividad
matematica surgen en la historia y en la didaaticeho antes de la emergencia de los numeros
enteros, Lizcano (1993). Por otra parte, Gallard®94; 2002) realiz6 un estudio histérico-
epistemoldgico con el proposito de analizar lamsitn del dominio numérico de los naturales a los
enteros en estudiantes ubicados en la transicidm alitmética al algebra. Identificé cuatro catége
de la negatividad en los textos historicos, asiadambién, en las tareas aritmético-algebraicas
propuestas al alumno de secundaria. Estas soiglasrges.

®* Numero sustractivo. Donde la nocién de nimero berslina a la magnitud (en a— b, a
es siempre mayor que b donde a y b son nimerosateesl

® Numero signado. Donde el signo mas o menos esaakocion la cantidad, sin ser
necesario agregarle significado alguno.

®* Numero relativo. Donde en el dominio discreto suegelea de cantidades opuestas en
relacion con una cualidad y en el dominio contitauilea de simetria.

® Numero aislado. Donde se advierten dos nivelegselitado de una operacion o como
la solucion de un problema o ecuacion.

2.1 Objetivos de la investigacion

En nuestro estudio empirico nos preguntamos: ¢Gdtepretan los estudiantes los nimeros
negativos y cémo aprenden las operaciones elerasrgapartir de los niumeros naturales? Bajo el
telon de fondo de la propuesta Freudenthalianapdetmos analizar los siguientes objetivos:

— Identificar las dificultades y habilidades que nfistan dos estudiantes extremos, uno
de bajo rendimiento y otro de alto rendimiento, rapresentar las adiciones,
sustracciones, multiplicaciones y divisiones, cdmeros positivos y negativos, en el
plano cartesiano.

— Analizar los procesos de resolucion de estos ddsdiestes extremos, en las
operaciones elementales con positivos y negativesgganizan rectas en el plano.
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2.2 Metodologia

La investigacion se realizé en una escuela seciangdblica urbana de México Distrito
Federal, con 13 alumnos de 14 a 15 afios de edaprifBar lugar se aplicé un cuestionario inicial,
luego se desarrollé un programa de ensefianza, &espuaplicé un cuestionario final y por ultimo se
llevaron a cabo entrevistas a dos alumnos, unoafte rendimiento y otro de alto rendimiento, de
acuerdo a los resultados obtenidos en las etapaggaionadas. Los ejercicios del protocolo que se
pidio resolver a los estudiantes en las entrevistasncuentran enunciados en el apartado 3 de este
articulo.

Es importante mencionar que, los cuestionariogainjcfinal tienen la misma estructura que el
protocolo de las entrevistas, en donde se mangtntds estratos del lenguaje algebraico como son:
azl_1= b, (a y b son nimeros negativos y/o posjivg = £ ax (a es un nimero negativo o
positivo) y expresiones de la forma x £y = a (xayson numeros positivos y/o negativos). Asi raism
se disefid el programa de ensefianza, es decir, rprigee plantearon actividades para abordar la
adicidn y sustraccion, luego se les ensefio a tabstas operaciones de acuerdo con la propuesta de
Freudenthal, lo que él llama la extrapolacion debgces decir, le da valores a “X” de la siguiente
manera: ...4, 3,2, 1,0, -1, -2, -3, -4,... y encarlwa valores de “y”, que cumplan la condicién x +
= a. Enseguida se recurre al plano cartesiano gibtgar los puntos de la representacién tabular.
Después que han dibujado la recta correspondienta sina coordenada en “X” 0 en “y” a través de

expresiones como x| | =] |+ y = a, Yy se busatadenada faltante apoyandose en la
recta trazada. Para la multiplicacion se introdeiceoncepto de mudltiplos, es decir, una vez que se
tabulé y se dibujo la recta de acuerdo con Frethdénse explicO que esa recta representa los
multiplos de un numero, de la siguiente manerataeexpresion de la forma y = + ax, “a” es un
namero constante positivo o negativo, “X” es cu@guumero negativo, positivo o cero y los valores
de “y” son los multiplos del nimero “a”. Por dltinpara la division se utilizaron a las fracciones

. . : X :
como cociente de enteros, por ejemplo en las exmes como: y= —, donde “a” es diferente de
a

cero y es un namero positivo o negativo, “x” esniimero positivo o0 negativo y la “y” representa el
cociente de dividir “x” entre un nimero constand uedando definida la division entre cualquier
namero positivo o negativo y diferente de cero.

Es importante sefialar que, estas ideas de Freadlesthn desconocidas tanto para el profesor
como para el grupo de estudiantes. Estos jovenbalyian tenido experiencia con contenidos previos
referente a las operaciones elementales con loenogrpositivos, negativos y con temas relacionados
al plano cartesiano, ya que se encontraban cursdridacer grado de secundaria. Para constatar este
hecho se consulté con el profesor del grupo y sgoobaron los contenidos desarrollados a través de
algunos cuadernos de los alumnos, observandostugruan ensefiados como lo sefiala el programa
oficial, es decir, sin ningun vinculo entre las rgp®nes elementales con positivos y negativos y el
plano cartesiano. Ademas se recurrié al Modelo €f@allardo, 1994), basado en el método Fang-
Cheng descrito en el texto chino “El libro de logeMe Capitulos del Arte de las Matematicas” (250
A.C.). Agrega Gallardo “los modelos concretos dee@anza no pueden ser desterrados del ambito
aritmético escolar y recurrir solamente a las eglatacticas de operatividad de enteros, a pesasd
dificultades intrinsecas del modelaje”. La operdtéid empleada en ese modelo es la misma que
presentan los mateméaticos chinos y consiste erciasem la oposicién entre positivos y negativos;
especificamente el modelo chino se basa en: 19reec de los numeros positivos extendido a los
nameros negativos, 2) en el proceso de sustracexisten casos en que se requiere de una
representacion alternativa del minuendo para llaveaibo la operacion de resta, recurriendo entonces
a la adicion adecuada de ceros segun sea el caso.
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Los estudiantes extremos que se escogieron pdizardas entrevistas fueron, una alumna de
nombre Erika de 13 afios de edad, que obtuvo la meamndidad de aciertos, en los cuestionarios
inicial y final y asi mismo, manifestd un bajo reniknto durante la fase de ensefianza. El otro
estudiante de nombre Diego y con 13 afos de edadlorun alto rendimiento en los custionarios,
obteniendo el mayor nimero de aciertos y se destadé@sempefio en la fase de ensefianza. A los dos
estudiantes se les aplicd el mismo protocolo deeeista, las cuales se realizaron por separado, con
una duracién de 60 minitos para cada una de laswstas. Aunque los dos sujetos trabajaron con
lapiz y papel, para dar mejor claridad a las imégeen este articulo, éstas se elaboraron con la
computadora, copiando fielmente lo que los esttieéarealizaron.

En este articulo Unicamente presentamos el anéliésies entrevistas de los dos estudiantes
extremos. “A través de un protocolo se puede dguwisgento a estrategias de solucion que surgen de
preguntas especificas y de otras situaciones gaegemdurante la entrevista, alienta al informante
describir sus experiencias en detalle y el sigaifac que les atribuyen”, afirman Cohen & Manion,
(1980, pp. 80-90, 241-262).

3. Entrevista de Erika

A continuacion se muestran algunos de los didloigok entrevista de Erika (Damian, 2009),
una alumna que presentd bajo rendimiento, en todatd de investigacion. Acompafa a los didlogos
el analisis del proceso de resolucion del ejerciBloentrevistador se identifica con la letra Ely a
informante con la letra M.

Ejercicio 1: Representa la recta x + y = 8 en el @ho cartesiano

M: “Tengo que ver los nUmeros que tiene “x” paraauando sea sumada a “y” me dé un resultado a 8”.

Construye una tabla de dos columnas.

O WIN|F (X
w0 Uo|N<

1
=

1
~

-3 -5

N
1
(e}

Los primeros valores asignados a “x” 1, 2, 3, ladteen a valores correctos de “y”. Cuando la
“X" la considera negativa también le asigha valoregativos a “y". Ella extrapol6 los valores de “y”
correspondientes a la “X” positiva y solamentedlgegd un signo menos. Obtuvo asi: (-1, -7), 62, -
(-3, -5). Obsérvese que no escribié una tercenanmuwd correspondiente a x + y en la tabla anterior
que le hubiera podido advertir de los valores negsiterroneos asignados a la “y”. Las cantidades
negativas las nombra como: menos uno, menos dasignédadoles la categoria de nUmeros signados.

E: “¢ Qué vas hacer ahora?”
M: “Esta grafica la voy a representar en el plantesamno.
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M coloca los puntos (-1, -7), (-2, -6), (-3, -Suda y afirma:

M: “Creo que ya me equivoqué”.
E: “¢Por qué?”
M: “Porque no conté muy bien los numeros del plam@s@&no”.

M atribuye los errores al conteo, localiza en @npl cartesiano las coordenadas de su tabla
como sigue (Figura 4):

Figura 4. Respuesta de Erika en el Ejercicio 1

E: “¢ Qué figura tiene que formarse para que represerd suma?”.
M: “Una recta, pero a mi no me da una recta”.

En este momento se da cuenta que tiene dos regasadas una en el primer cuadrante y otra
en el tercero.

E: “Ya localizaste todos los puntos de tu tabla, 4as® con estos puntos?” (sefiala los localizados en
el terecer cuadrante) ¢por qué no estan alineanfosestos otros? (sefiala los localizados en el prime
cuadrante)”.

M: “Aqui (apunta los del primer cuadrante) son numeyositivos y aqui (se refiere a los del tercer
cuadrante) son nimeros negativos”.

Nétese que en el plano cartesiano les asigna égada de relativo a los nimeros positivos y
negativos. Utiliza una regla para unir los punto®pidos en el primer cuadrante.

E: “¢Hasta donde llega la recta?”
M: “Puedo ver cuantos nimeros me dan 8 y no es uenadmasta mil sino un ndmero infinito”.

M logra extender la recta por ambos extremos, kesfgermite cruzar otros cuadrantes y no
quedarse en el primero.

E: “¢ Qué representa esta recta?”.
M: “Esta es una recta de suma que me da igual ee8hugstra la recta trazada por M (Figura 5):

Sociedad Canarialsaac Newton Vol. 78 + noviembre de 2011 | 53
de Profesores de Matematicas



Los positivos y negativos como medios de organizanide familias de rectas en el plano
A. Gallardo Cabello y E. Damian Velazquez

Figura 5. Respuesta de Erika en el Ejercicio 1

M ya se habia percatado de que los puntos encelrtenadrante no estaban alineados con los
del primero. Este hecho lo confirma al ver trazélaecta que une los puntos localizados en el
primero, sabe que esa recta trazada representméade las parejas de niumeros (X, y), que al semars
le dan como resultado 8.

E: “Yamos a comprobar estos puntos (sefiala los quadiz0 M en el tercer cuadrante), sefala el
punto (-1, -7), en tu tabla colocaste que “x” vagativo 1, ;cuanto debe valer “y"?”
M: “Alo mejor no es 7 negativo, sino 7 positivo”.

Este hecho indica que M sabe que el punto (-1debg estar en el segundo cuadrante que es
por donde pasa la recta trazada. Cambia el sigha cordenada en “y”. E le sugiere que localice el
valor de “x” igual a -1 y encuentre el valor copesdiente a “y’, M coloca la regla
perpendicularmente sobre el eje de las abscisas-efi, observa la interseccion de la regla y &ae
Retira la regla y cuenta desde la coordenada skfietan su dedo en “X” hacia arriba y dice:

M: “Nueve”.

En este momento se da un tratamiento fenomenol@ite la operacion adicion y la recta
trazada, es decir la suma x + y esté organizandicta X + y = 8. La recta le esta ayudando a gisrre
los errores cometidos. Se observa una transicidnpdacipio de permanencia algebraico al
geomeétrico-algebraico.

E cuestiona a M:

E: “Entonces cuando “X” es igual a negativo uno tleslique “y” es 9 ¢estéds segura que al sumarse
esos dos numeros el resultado es 8?”

M: “Aja”.

E: “¢Porqué?”

M abandona la gréafica y escribe en su hoja dejalhar 9= 8 “Porque éste es menos (sefiala
-1) por mas (sefiala + 9) da menos o sea seria mves uno, da ocho”. El razonamiento es erréneo,
aunque el resultado es correcto dada la equivalsimtactica: -1+ 9 =9 - 1= 8.
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Observaciones al Ejercicio 1:

e La representacion tabular fue un obstaculo, yaMjsiguid un patrén numérico de arriba
para abajo en la tabla, sin relacionar a “x” e ‘66n la suma de ambas, pues omitié la tercera
columna x +y = 8. Si “x” es negativa también |d'¥s

Ejercicio 2: En cada cuadrito en blanco colca un ninero (positivo, negativo o cero), para que
se cumpla la igualdad. Puedes apoyarte en la gradi@anterior que trazaste.

A) | 12 + =8 C)| -1c | + =8

B) +5 | =8 D) +l20 | =8

E: “¢ Cuénto va ahi?”, sefiala el cuadrito en blanda dperacion: 2A.
M: “Necesito ver el nimero gque representa “y”, patzes si nos da igual a 8.

M cuenta 12 sobre el eje positivo de las abscigaerter del origen, toma la regla y la coloca
perpendicularmente al eje en este punto, obselindelseccion con la recta x + y = 8, retira ldaeg
dice

M: “Entonces seria menos tres”.

E: “Bien. El que sigue” se refiere al ejercicio: 2B.

M: “Aqui nos estan dando el resultado de “y" que e€nas cinco, localizamos aqui estd menos
cinco”, (sefiala -5 sobre el eje de las ordenadsn gyuda de la regla se desplaza horizontalmente a
partir de la coordenada y = -5 y dice: “Aqui medpigrodria ser a trece positivo”.

E: “bien, el que sigue” (ejercicio 2C).

M: “Aqui me estan dando un namero en “x” que es meales, tengo que buscar, “y” para que el
resultado me dé a ocho”. M localiza la coordenada & -10 con su dedo, luego cuenta hacia arriba y
dice: “Seria diez negativo coma mas dieciseis”.

El entrevistador le pide que se auxilie con laaggira que verifique si el punto de coordenadas
(-10, 16) pertenece a la recta x + y = 8 que teaz@l plano cartesiano anteriormente. M dice que si
pertenece, ya que si observamos la recta queraftéd es incorrecta y la coordenada en “X” mas
cercana a esa recta trazada es 16.

E: “Bien, por ultimo tienes éste” dice el entrevigiacefiriendose a 2D.

M: “Aqui me estan dando un 20 positivo y tengo quechuel valor de “x”, entonces voy a localizar
20 positivo en la recta para ver cual de los puntedda 8”, M cuenta 20 sobre el eje de las abscisas
coloca su dedo y se dezplaza hacia abajo en foeni@al y dice: “Aqui...y aqui me da un resultado
de menos diez".

M ya no hace uso de la regla, no prolongd masdia rteazada y encuentra esta coordenada en
y = -10 apoyandose Unicamente en su vista, es, deie una prolongacion de la recta mental y
afirma que es ahi donde se da la interseccionecretta x +y = 8.

Sociedad Canarialsaac Newton Vol. 78 + noviembre de 2011 | 55
de Profesores de Matematicas



Los positivos y negativos como medios de organizanide familias de rectas en el plano
A. Gallardo Cabello y E. Damian Velazquez

Observaciones al Ejercicio 2.

e Aunque comete errores de localizacion, podemosafiel uso fenomenoldgico que hace
entre la recta y la operacion adicion, ya que atdvigue en esta operacion intervienen
numeros negativos y positivos, denotados comoiveta(“trece positivo”). Sin embargo,
cuando coloca su respuesta en el cuadrito en blaa@mnsidera como nimeros naturales.

e M esta totalmente centrada en lo que ha obtemda gréafica y no se cuestiona que tiene
dos resultados erroneos en un mismo primer sumasdber: -10 + 16 =8 y -10 + 20 = 8.

Ejercicio 3: ¢ Existen parejas de numeros negativagie sumados den como resultado 8? ¢Po
qué?

M: Sefiala con el dedo el semieje negativo de lasisalssy el semieje negativo de las
ordenadas, “-x" y “-y”",respectivamente. Mencion&to; mi grafica queda encima, al ver mi gréfica,
yo me estoy dando cuenta que hay mas numerosvess{tubre con su mano el primer cuadrante),
bueno, hay un niumero de combinaciones positivonsmativo y me da 8” (se extiende al segundo
cuadrante).

Observaciones al Ejercicio 3:

e M logra dar una justificacion a través de un pgitc de permanencia geométrico, al
observar que la recta trazada cruza otros cuadrgmte sélo el primero.

e Cuando sefiala con su dedo los semiejes negativies chbscisas y ordenadas, su pasado
unidimensional de la recta numérica se hace preseatiando cubre con su mano la region
del primer cuadrante y se extiende con la mismatedior del segundo cuadrante, se observa
la transicién a la riqueza visual de lo bidimenaion

e Observamos una manipulacidn geométrica esponté@wealecir, la estudiante realizd
acciones fisicas y verbales, inducidas por la npahdesplazamiento de sus manos y dedos
en el plano.

Ejercicio 4: ¢ Cuantos pares de numeros diferentesees que existan de modo que al sumarse
obtengas como resultado 87?

M: “Un namero infinito”.

E: ¢Por qué?”

M: “Porque nosotros no podemos saber hasta dongedkgynimero infinito y pueden salir muchas
sumas, qué obtengamos como resultado de 8”.

E: “¢Como lo puedes comprobar?”

M: “Con la recta...porque podemos extenderla por ua yadtro, asi no podemos llegar a un nimero
exacto, porque hay un nimero infinito”.
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Observaciones al Ejercicio 4:

e Advertimos una transicion del principio de permaia algebraico al geométrico-
algebraico cuando observa que la recta trazadaeldepprolongar por ambos extremos.

Ejercicio 5: Representa la recta x - y = -10 en elano cartesiano

M: “Primero vamos a buscar los numeros de “x” quéareigual, del positivo seria, del 1 al 3 y
negativo del 1 al 3.

Notese en esta verbalizacion la presencia de megatomo numeros aislados; M elabora la
tabla de dos columnas “x” e “y”, mostrada a cordiian:

y
9

10
11
10
-9

-10
-3 -11

e [OW N | X

M: “Voy a localizar “y” para que me de un resultagondenos diez, entonces aqui podria ser uno mas
nueve, a lo mejor me podria dar menos diez, ensozitera voy a ver en la recta cual nimero “y” me
puede dar menos diez”. M cuenta nueve sobre ekegemégativo en “y”, hace una breve pausa (esta
sefialando sobre el semieje negativo de las ordenada9), recorre su dedo hacia abajo un numero
mas (sefialando con su dedo y = -10) y dice: “Ageipodria dar diez” (n6tese que ignoré el signo
negativo de -10).

E: “¢1-10, te da diez?

M: “No, menos diez".

E: “A ver, ¢porqué no haces la operacion aqui? (aefie hoja en blanco).

M: (Escribe en la hoja 1 - 10 = 9) “aqui seria unoasdaltiez...a nueve, entonces lo voy a localizar”.

Se observa la presencia del negativo como sustacti

E: “Bien, entonces ya conoces el primer punto”.

M: “ (Coloca el 9 en la tabla de dos columnas quéalzia elaborado) aqui podria ser 2 coma 10 y
aqui 3 coma 11, y aqui seria cero coma 10; y aet&a snenos 9, menos diez y menos 11
(correspondientes a los niumeros en la columna’dd.,'x2, -3, respectivamente).

La estudiante abandona la operacion centrandoss exatron numérico y sélo cambian los
signos de las coordenadas en “y” de positivos atnexs.

E: “Bien, ¢qué vas a hacer?”.
M: “Lo voy a graficar en el plano”.

M localiza los puntos correspondientes a la taldasipbord, trazando las rectas siguientes (Fijura

Sociedad Canarialsaac Newton Vol. 78 + noviembre de 2011 | 57
de Profesores de Matematicas



Los positivos y negativos como medios de organizanide familias de rectas en el plano
A. Gallardo Cabello y E. Damian Velazquez

Figura 6. Respuesta de Erika en el Ejercicio 5

Observaciones al Ejercicio 5:

e M tiene dificultades con la operacién x - y = -t@bido a que la representacién tabular
constituye un obstéculo para ella.

e La estudiante localiza correctamente los puntamens tabulados en el plano cartesiano y
las rectas trazadas correspondientes a los valerkstabla. Representa geometricamente los
falsos puntos, via dos rectas. No hubo un tratonfiemoldgico entre la expresion x -y = -10 'y
la recta que debid trazar.

%

Ejercicio 6: En cada cuadrito en blanco coloca unimero (positivo, hegativo o cero), para qué
se cumpla la igualdad. Puedes apoyarte en la gradi@nterior.

A)| 10 - =-10 Q)| -8 10-

B) -1 5 =-10 D) I3 -10

M: “Podria poner cero para gue me dé menos diezkfigge al ejercicio: 6A.

E: “El siguiente” se refiere a 6B.

M: “Y aqui me esta dando el valor de “y” que es mainso y voy a localizar en la grafica el valor
de “X". Localiza -5 en el semieje negativo “x"sediradolo con el dedo, se detiene y se desliza hacia
abajo hasta que su dedo indice se intersecta cmttta trazada en el tercer cuadrante, sefialando el
punto de coordenadas (-4, -11) una vez ubicadaexdire con el mismo dedo hacia la derecha hasta
intersectarse con el semieje negativo “y”, se dasphacia arriba contando en voz bajil ydice:
“Aqui podria ser once. De acuerdo a la graficeaseeénos once, menos cinco igual a menos diez”. La
estudiante coloca en el cuadrito en blanco -11.

M: “El valor de “x” (se refiere a la operacion 6C), menos ocho, seria...(cuenta ocho a partir del
origen hacia la izquierda desplazandose con eténstbbre el semieje negativo “x” encuentra x= -8,
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de ahi se desplaza hacia abajo contando en vohasja que su dedo se intersecta con la recta del
tercer cuadrante en el punto de coordenadas (},-Hgui seria un valor de quince para que me de
menos diez, seria menos quince”. Coloca en el itaar blanco el nimero -15 y continua diciendo:
“Y aqui me estan dando un namero en “y” positiwdifiendose a 6D), lo voy a localizar en la recta y
lo voy a desplazar aqui, seria once coma tres,a.semos diez”.

Obsérvese que para resolver el ejercicio 6D, M eeuld grafica del ejericio 5 y localiza con el
indice en el semieje positivo de “x”, x = 3, seplaga con el mismo dedo hacia arriba contando en
voz baja hasta que inersecta con la recta trazadd primer cuadrante. Se detiene en el punto de
coordenadas (3, 11) un punto que ya tenia localigattarcado desde que tabuld, luego coloca en el
cuadrito en blanco el nimero 11.

E: “¢ Encontraste niumeros que se estan sumando nde38ta
M: “Que al restarse te de un nimero de menos diez”.

E: “Entonces ¢,qué operaciones resolviste?

M: “Restas”.

M no olvid6 que se trataba de la operacion sustra@ observar constantemente los ejercicios
planteados. Se da la transferencia del planoexfagsiones con los cuadritos en blanco.

Observaciones al Ejercicio 6:

e Recurre a la gréfica, donde realiza manipulacigeesnétricas de los nimeros negativos.
Les asigna dos categorias como sustractivo y sigmaedlizando acciones fisicas y verbales
en el plano.

e Pasa de la identificacion de los nimeros negatibicados sélo en los semiejes “x” e “y”
a internarse en las regiones de los cuadrantes.

Ejercicio 7: ¢ Existen parejas de numeros negativague al restarse se obtiene como resultadg
10? ¢Por qué?

M: “En el plano cartesiano me est4 dando un resuliegdmenos diez, o sea, si se puede ver qué
nameros negativos se pueden restar y nos da utadksde diez”.

E: “En tu plano cartesiano se observan dos rectaadas, ¢cual de ellas te indica que existen dos
nameros negativos que al restarse te da un regltjadl a negativo diez?”

M: “Esta”, sefala la recta que cruza por los cuadsgmtimero, tercero y cuarto del plano cartesiano.

Observaciones al Ejercicio 7:

e M esta conforme con los puntos erréneos localigamoel plano cartesiano y con las dos
rectas trazadas en él.

e Se observa una doble centracion en el plano, pdado, le ayuda y se siente confiada al
validar sus propias respuestas aunque éstas séaras y por el otro, el plano se vuelve un
obstaculo que no le permite relacionar la expresigabraica con la gréfica trazada.
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Ejercicio 8: ¢ Cuantos pares de numeros diferentesees que existan de modo que al restarse
obtengas como resultado -10?

M: “Un namero infinito”.

E: “¢Por qué?”

M: “Porque, o sea, aqui me estan demostrando quebelyos puntos...como localizarlos (sefiala la
recta que pasa por los cuadrantes primero, teycemarto), pero no hay un nimero exacto”.

Observaciones al Ejercicio 8:

e La estudiante ignora la recta que trazo en etiejer7 y cruza los cuadrantes primero,
segundo y tercero. La respuesta es correcta (debigioe tiene un concepto intuitivo de
infinito). Se puede observar que ignoro la sustéecse basa solamente en la recta que cruza
por los cuadrantes primero, tercero y cuarto. Maegha vision bidimensional del plano
construida a partir de la adicion (ejerciciol).

e M no logra establecer una descripcion geométtigekmaica entre la recta trazada y la
operacién que la describe.

D

Ejercicio 9: Completa la siguiente tabla. Despuésiltlija en el plano cartesiano los puntos d
coordenadas (x,y) correspondientes a esta tabla.

y = - 4x

M: “Tengo que buscar los nimeros de “y” y luego &rgyb que localizar en el plano para ver si me
da menos cuatro equis”.

E: “¢Menos cuatro equis sera alguna operacion?

M: “A lo mejor podria ser una operacion”.

E: “¢ Qué operacion?”.

M: “Una resta”.

E: “Entre el negativo cuatro y la equis ¢,qué operas®esta realizando?”.

M: “No puedo saber porque no me estan dando otro najroesea, ésta (sefiala la equis) se toma
como una letra mas”.

E: “El primer valor de la “X” es tres, si ese valordustituyes en tu expresion y = -4x, ¢qué valor
obtendras que correspondera a la “ye"?”

M: “Enla“y”. (M coloca en su hoja de trabajo y=-43juarenta y tres”.

M sélo cambio la “x” por el primer numero de sulgabel tres. De esta manera continua
llenando su tabla (Figura 7)
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Figura 7. Respuesta de Erika en el Ejercicio 9

Pero cuando “x” toma el valor de -1 dice: “Y aqgeiiia...como son nimeros negativos y el 4 es
numero negativo, puedo multiplicar menos por metzgomas y me da un resultado de 43”".

Notese que no cambi6 el valor de la x = -1, sine gjurealizar la multiplicacion de los signos
sefiala el menos de -1 y lo multiplica por el medesla expresion y = -4x que tiene en la parte
superior de la tabla y se le queddé fijo mentalmeht&imero 43, luego siguiendo el patrén de laatabl
la completa con los numeros 42 y 41.

E: “Ya completaste la tabla, ahora ¢qué vas a hacer?”
M: “Que los puntos los vea en el plano cartesianmocme estan dando niumeros mayores, lo puedo
dividir a la mitad (realiza subdivisiones sobra@iieje positivo de “x")".

M contd sobre el semieje positivo de las “x”, ds éo dos, hasta que sumd 42 y colocando su
dedo se desplaza hacia abajo hasta -2, sefialandsucotro indice en el semieje negativo de las
ordenadas, marcando el punto de coordenadas {1tle-Ba misma forma localiza los puntos quinto y
séptimo de la tabla que completd, obteniendo lacgrue se observa a continuacion (Figura 8):

* Erika coloca’estd etiqueta‘a la‘recta
encontrada:

xyzdx |

Las coordenadas de este punto son: (10, -1] para Erjka corresponde al punto de su tabla [-1, 4

* Laé coordenadas de este‘punfo son: (11, -2 parg Erika carresponde al'punto dé su fabla’[-2, 42)

) L;as cn;urdénad;as d; esie puﬁlu éun: h 2,13 p;ra E‘rikaﬁcurréspu}lde ;:I pL;nlu ;1& Sljl tahia [3 1)

Figura 8. Respuesta de Erika en el Ejercicio 9
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E: “Y esa recta ¢,qué operacion representa?”

M: “ Una suma”.

E: “¢Segura?”

M: Si, juntamos lo que es 4y los numeros, en estejoatamos 4 y 3 que nos da menos 43”.

Observaciones al Ejercicio 9:

e En la expresion y = -4x, M sustituye los valores ‘d” recurriendo al sistema de
numeracion posicional y lo interpreta como una swaajue junta los valores que toma “X”
con el -4.

e No consigue justificar la operacion a traveés dddacripcion algebraica de la recta y sus
relaciones geométricas. Para M la “x” es s6lo litesal agregada como etiqueta y no puede
ver la expresion -4x como una multiplicacion.

D

Ejercicio 10: Completa la siguiente tabla. Despuédibuja en el plano cartesiano los puntos d
coordenadas (x,y) correspondientes a esta tabla.

Nx

M: “Aqui me estan diciendo que voy a dividir”.

E: “¢Qué vas a dividir?”

M: “La “ye” igual a equis entre cuatro, entonces camsosabemos el valor de “x” aqui me estan
dando x = 12 y es a dos”.

E: “¢Por qué dos?”

M: “Doce entre cuatro es a dos”.

E: “Bien, el que sigue”.

M: “Ocho entre cuatro a una y aqui cuatro entre cuatrero, aqui me da como resultado a cuatro (se
refiere a cero entre cuatro) y aqui es menos cigtiad a cero (en vez de decir menos cuatro entre
cuatro igual a cero), luego menos ocho igual a meno (no verbaliza menos ocho entre 4 igual a -1)
y doce igual a menos dos”.

Notese que comete errores al efectuar las divisign@osteriormente la representacion tabular
constituye un obstaculo, ya que al seguir una se@erdenada completa la tabla sin recurrir a
operar, esto lo podemos observar a partir de g€ tama el valor de -4. A continuacion se muestra
la tabla con los valores que M lleno:
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E: “Bien, ahora, ¢qué vas a hacer?”

M: “Voy a localizar en el plano cartesiano”.

A continuacion se muestra la gréfica trazadal\bor

N x

O~ |OIFLIN

=

N

2y’

’ [.f, -g) cor

)

Este punto corresponde al punto de coordenadas [-4, 0] que esta en la thla que
Erika llend, absérvese que invirtid Tas coordenadas para su localizacion,

ste punto 1a|]1hié!1 in\.:iniﬂ el orden de las coordenadas y
esponde seqin su tabla af punto [, -1)

Figura 9. Respuesta de Erika en el Ejercicio 10

Observaciones al Ejercicio 10:

e M identifica la operacién en el segundo miembrdadexpresion y :Z como una division.

e No logra justificar la operacion a través de |aadipcion algebraica de la recta y sus

relaciones geométricas.

e Nuevamente la representacion tabular constituyabstaculo para M.
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4. Entrevista de Diego

Se muestran algunos de los dialogos de la entzexésilizada a Diego (Damian, 2009), que
present6 un alto desempefio en toda la ruta detigaei®n, se le hicieron las mismas preguntas que a
M. El entrevistador se identifica con la letra Elyinformante con la letra D. Sélo se exhiben los
dialogos de los ejercicios 5, 6 y 9 que merecelisée los procesos realizados por el estudidite.
resto de los ejercicios fueron contestados comeantse por Diego.

Ejercicio 5: Representa la recta x - y = -10 en elano cartesiano.

D elabora una tabla de tres columnas (Figura 10).

2 -lv -l
6 -6
4 -1q
Figura 10. Respuesta de Diego en el Ejercicio 5
Como se puede observar, los resultados que con@spa la columna y son incorrectos.
E: “Wamos a revisar los primeros valores que esdalfse refiereax =2 ey =-12).
D escribe 2 - 12.

: “¢ Qué operacion vas a resolver?”.

. “La resta”.

: “Este signo (se refiere al signo negativo de ¢Jd& qué es?”.
: Escribe 2 - (-12).

: “Bien y el resultado de esa operacion ¢ a quéussdy

: “A menos diez” (D hace un uso del negativo consirsigtivo).

omomogm

Se observa que el estudiante aun no esta resaviasaistraccion.

D le pide al entrevistador un plano cartesiancallea los puntos de coordenadas (2, -12) y
(-5, -b), y dice: “Este ultimo no va a dar”.

E: “¢Por qué?”.
D: “Daigual a cero”.

En este momento el alumno se percata de que timre®

E: “¢ Qué pasa si yo te propongo una tabla con losesites valores y tu la completas?”

El entrevistador escribe:
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y | Xy

E: “ ¢Recuerdas en las clases anteriores que teni@masa manera de comprobar las operaciones
con nameros positivos y negativos?”
D: “El método chino”.
E: “ Entonces vamos a comprobarla” se refiere a-22)(= -10.
D representa al minuendo en el modelo chino corfidioas blancas.
E: “¢ Ahora, qué vas a hacer?”
D: “Agregarle ceros” (agrega doce ceros representeaia uno con un circulo blanco y otro negro).
E: “¢Y ahora?”
D: “Voy a quitar doce negativos” (el estudiante craaa una linea los doce circulos negros).

Nétese la verbalizacion del estudiante (doce neggtihaciendo un uso del negativo como
relativo. A continuacién, se muestra como D reprska operacion en el médelo chino (Figura 11):

OO OOOOOOOOOOOO

SRAR A d g gy

Figura 11. Respuesta de Diego en el Ejercicio 5

E: “¢ Cudl es el resultado?”

D: “Catorce positivo” (esta verbalizacion refuerzaediativo como relativo).
E: “¢Y que paso con el otro resultado?” (se refierEOa

D: “Estaba mal".

E: “Ahora trata de resolver y completar los valoredadtabla”.

D representa el primer valor de la tabla x = 3 lemadelo chino con tres circulos en blanco,
luego agrega diez ceros y posteriormente tachaiicatinea 13 circulos blancos.

E: “¢ El resultado es?”.
D: “Menos diez” (verbalizacion del negativo como sativo).

D coloca 13 en la columna de “y”. A partir de estemento el estudiante abandona el modelo
chino y completa la tabla propuesta por E correetaen(Figura 12).

Figura 12. Respuesta de Diego en el Ejercicio 5
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E: “¢Como puedes comprobar que los resultados dbl $on corectos?”.
D: “Con el plano”.

Mostramos la grafica realizada por D en la Figuga 1

Figura 13. Respuesta de Diego en el Ejercicio 5

Observaciones al Ejercicio 5:

e La utilizacién del modelo chino, ayudé a D a reeollas sustracciones con positivos y
negativos.

e Valida sus resultados a través de la recta, veimeld €sta con la operacion de sustraccion.

Ejercicio 6: En cada cuadrito en blanco coloca unimero (positivo, negativo o cero), para qué
se cumpla la igualdad. Puedes apoyarte en la gradi@nterior.

%

A |10 | - =-10 ols | | |=-10

B)| | -|s | =-10 D) 3 | =-10

D contesta el resultado que debe ir en el cuadntblanco en la operacién 6A, diciendo:
D: “Veinte”.

E : “¢ Seguro, cdmo sabes qué estas en lo corregt@®ponde
D: “Localizando los puntos en el plano”.
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Nétese la necesidad que se ha creado para valislgsuntos. Se esta dando un tratamiento
fenomenologico entre la operacion y la recta trazgd que la operacion resuelta ha funcionado como
medio de organizacion para la recta x -y = -10.

D toma el plano cartesiano y partiendo del origgnta en voz alta sobre el semieje positivo de
las “x” hasta diez, sefialando cada dezplazamiemiosa boligrafo, una vez ubicado en x = 10 se
mueve sin despegar el boligrafo hacia arriba cdataan voz alta hasta 20 y marca el punto de
coordenadas (10, 20), luego con la regla alinesectamente los puntos que ya tenia trazados y
prolonga la recta hasta el punto antes mencion2dsigue el mismo proceso para encontrar los
nameros que faltan en los cuadritos vacios.

Observaciones al Ejercicio 6:

e D es competente para extender la recta por otradrantes del plano cartesiano y no
guedarse sélo en el primero.

e Se observa la transicidon del principio de permeaiaealgebraico al geométrico-algebraico,
cuando se incorpora la geometria para validar ypcobar los resultados de la operacion
x -y =-10.

Ejercicio 9: Completa la siguiente tabla. Despuésiltlija en el plano cartesiano los puntos d
coordenadas (x,y) correspondientes a esta tabla.

D

y = - 4X

E: “¢ Qué operacidn es?”. Sefala la expresion y = -4x.

D: “Resta”(el estudiante ve a -4x como X - 4).

E: “¢ Qué operacion es? (el entrevistador vuelve alaeéon el dedo la expresion y = -4x).

D: “Una suma”(D visualiza la expresién -4x como -#)+

E: “Weamos... si tl tienes la expresion (el entrevigtagscribe2( ) = 6) ¢qué namero debe ir en el
paréntesis para que el resultado sea igual a seis?”

D: “Cuatro”.

E: “Si tienes un nimero y enseguida un paréntesientye ellos no hay nada, representa una
operacion, ¢cual es esa operacion?.

D: “Dos por tres igual a seis”.

E: “Bien, entonces qué operacion es 'y = -4x".

D: “Una multiplicacion”.

E: “¢Una multiplicacion de qué?.

D: “De numeros”.

E: “¢ Qué nimeros?”.

D: “De menos cuatro y equis”.
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El estudiante D es capaz de visualizar a la litaatomo un nimero.

E: “La equis ¢cuanto vale?

D: “Tres”(D esta observando la tabla de dos columyraar ello dice que es tres refirienddse al primer
valor).

E: “Entonces cuanto vale “ye™.

D: “Menos doce”.

El estudiante anoté y = -4 () y escribi6 -12 ertdbla en la columna correspondiente a la
expresion y = -4x. D completa la tabla comeesa continuacién (Figura 15)

X ly= —4ax
3 -z
2 -

1 I -1
0o o
-1 4,

-2 B

-3 V2
r -O

Figura 14. Respuesta de Diego en el Ejercicio 9

Después D dibuja los puntos obtenidos en la tatikriar (Figura 15).
3.7 12y ° kY

2.8)

(0.0},

n.-m

=.-8]

2.-12)

Figura 15. Respuesta de Diego en el Ejercicio 9

E: “¢ Qué operacidn te representa la recta trazada?

D: “Una multiplicacion”. Durante la fase de ensefiasgananejo la operacion multiplicacion bajo el
concepto de multiplos de un numero. Por tal motelogntrevistador pretende que D concluya que
encontré una recta que representa los multipled.de

E: “Entonces, todos los valores que toma “Xx” estaftiplicados por ¢ cuanto?

D: “Por menos cuatro” (presencia del negativo constraativo).
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. “¢ Entonces todos esos resultados, que son del -4”.

: “Multiplicadores”.

: “Si te digo que x = 5 ¢ cuéanto vale “y"?

: “menos 20",

: “Bien, anoétalo en la tabla”. D anota en la colurded'x” 5 y en la columna de y = -4x escribe -20.

“¢ Puedes comprobar que el resultado es corredoEh silencio toma la regla, la coloca sobre la

ecta trazada y la prolonga hasta el punto (5, -20)

“¢ Pertenece a la recta?”

: “Si”.

“¢Por qué el resultado de multiplicar -4(5) nogriser positivo 207?”
: “Porque seria para arriba”.

“¢Dbénde quedaria?”

: “Por aqui”(sefala el primer cuadrante).

“¢Y pertenece a larecta?”.

“NG”

: “Entonces porqué un numero negativo por un negaéwla como resultado un nimero positivo”.

: “Por...l1a ley de los signos”.
“¢,Podriamos verificar esas leyes de los signad plano cartesiano? Si yo digo que éste no fuera -

12, sino positivo 12" (se refiere al primer pun® ld tabla de coordenadas (3, -1P)).Localiza el
punto en el plano y contesta “No esta en la recta”.
E: “Entonces ¢ qué puedes afirmar en cuanto a laddgsdsignos para este caso?”

D

: “Que menos por mas da menos”.

Esta afirmacidén de D justifica la ley de los sigrigé+) = - de manera gréfica, ya que si no

fuera asi, D dice “que no estaria en la recta”.ePub afirmar que la operacion y = -4x y la recta
encontrada le han brindado a D una fuente de gigdifs para validar las leyes de los signos para la
multiplicacion.

Observaciones al Ejercicio 9:

e D presenta dificultades para descubrir la operatigolucrada en la expresion y = -4x.
Primero la visualiza como una resta: x - 4, desjgoéso una suma: 4 + X. El entrevistador
le presenta la operacion 2( ) = 6 y D sigue pahsaguoe es suma visualizandola como 2 + 4
= 6. Finalmente D advierte que es una multiplicacio

e Logra pasar del principio de permanencia algebraicgeométrico-algebraico, cuando
verifica que los valores asignados a “x” y multplios por -4 son los resultados
correspondientes a “y” situados sobre la rectadx=

5.

Conclusiones

A partir de los resultados del cuestionario inice# pudo comprobar que la mayoria de los

estudiantes solo recurren al principio de permaneaigebraico cuando resuelven operaciones basicas
con positivos y negativos, ya que sélo hacen ungpukacion algebraica y no logran incorporar a la
geometria para manejar e interpretar dichas omerasi(Damian, 2009, p.p. 78-79). Después de haber
aplicado la propuesta de ensefianza al grupo eseldgido, se manifiesta en concordancia con
Freudenthal (ver pagina 2 de este articulo) ektjpio de permanencia geomeétrico-algebraico.
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En esta investigacion hemos seguido el camino dedErghal para introducir la ensefianza de
las operaciones elementales de los nimeros pasitinegativos, organizando familias de rectas en el
plano. Esta ruta poco explorada o quizas nuncéizada con sujetos que se encuentran en la
transicion de la aritmética al algebra, ha reveladwesencia de diferentes y contrastantes preaso
resolucion a través de los didlogos de entrevistien grabadas.

A continuacién se muestran los hechos méas revedadiel Estudio para los casos de los dos
estudiantes extremos. Estos hechos pueden contabwna mayor comprension de las operaciones
elementales con nimeros positivos y negativosel div secundaria.

En el caso de Erika (estudiante de bajo rendimjeiatoepresentacion tabular constituye un
obstaculo impidiéndole realizar operaciones coritigos y negativos ya que, recurre al seguimiento
de patrones numéricos de arriba para abajo erbla. t8e observd una doble centracién del plano
cartesiano. Por un lado, valida sus propias retggiesunque sean erroneas, y por el otro, el plano
cartesiano se vuelve un obstaculo al no permitelacionar las expresiones algebraicas de las
operaciones elementales y las familias de recaadas en el plano.

Erika manifiesta dificultades operativas que la dt@men a asociar dos rectas a las
representaciones geomeétricas de las expresionebraigas. No tiene consolidada la nocion de
variable. Utiliza dos categorias del numero negaticomo signado al colocarlo en las
representaciones tabulares y como relativo cuardeestra en las rectas trazadas en el plano
cartesiano. Al trabajar en papel y lapiz, usa eaémente la ley de los signos del dominio
multiplicativo en situaciones aditivas, que la esgm al uso de los nUmeros naturales. A pesar del
camino intrincado que recorre para resolver lasatapropuestas, resulta muy notable su avance hacia
el reconocimiento del principio de permanencia g&oigp-algebraico manifestado en los siguientes
hechos entresacados de los dialogos que sostiemeelc@ntrevistador: Surge un tratamiento
fenomenologico entre las rectas trazadas y lasaojperes elementales cuando concreta la idea de que
en ellas intervienen nimeros positivos y negatides mismo, se advierte una transicion del priripi
de permanencia algebraico al geométrico-algebraimndo el concepto intuitivo de infinito que
construye desde la operacion adicion, le permiteneber por ambos lados las rectas trazadas en el
plano, cruzando otros cuadrantes y no quedarse adlel primero. Realiza manipulaciones
algebraicas con los positivos y negativos, condgtia en algunos casos a respuestas erréneas y en
otros, sus resultados son correctos. De la misnmer@abservamos una manipulacién geométrica, es
decir, realiz6 acciones fisicas y verbales, deserdn desplazamientos con sus manos y dedos sobre
el plano cartesiano en forma espontanea. De hetdlaoinicié el proceso de resolucién sefialando
unicamente con su dedo los semiejes de las abscisadenadas, haciéndose presente su pasado
unidimensional de la recta numérica y al cubrir sarmano la region interior de los cuadrantes, se
observa la transicion a lo bidimensional. Finalidantificando las operaciones elementales entre
positivos y negativos asi como estableciendo untpueunque endeble entre los ambitos geométrico y
algebraico.

El caso de Diego (estudiante de alto desempefie)ireue al representar la suma x +y = 8 en
el plano cartesiano, logra la extrapolacion debcgn ninguna dificultad. Se observa el paso del
principio algebraico al geométrico-algebraico cuamnelaciona la expresion x + y = 8 con la recta
trazada. También logra dar un tratamiento fenondghod entre las expresiones planteadas en los
ejercicios: 2A, 2B, 2C y 2D, donde se asigna umrvalmérico a uno de los cuadritos y la recta
encontrada en el plano cartesiano. Hace uso deelgativos como signados y relativos al recorrer
correctamente con su boligrafo en el plano canesias ordenadas y abscisas respectivamente. Se
observa la presencia del nimero negativo comoastlisto al restar las cantidades de las expresiones
de los ejercicios: 2A, 2B, 2C y 2D, ignorando gnsi (+) de la operacion de adicion. Se advierte
claramente el paso del principio de permanenciebadico al geométrico-algebraico.
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Diego es capaz de justificar por qué dos numergativ®s al sumarse nunca van a dar como
resultado un numero positivo. La operacion adiaidganiza la recta x + y = 8 suministrandole
informacién para justificar que “la recta tiene mimero infinito de puntos, y por lo tanto existe un
namero infinito de parejas que al sumarse dan &a@sultado”. Realiza la prolongacién de la recta
por ambos extremos, cruzando otros cuadrantesguedédndose sélo en el primero. La utilizacion del
modelo chino lo ayudd a resolver las sustracciotrassitando de los niumeros sustractivos a los
relativos. Finalmente, validé espontaneamente ssslltados a través de la recta que trazo,
justificando la operacion de sustraccidn via lacdpsion algebraica y la representacion geométiica
la misma, identificando correctamente los cuadsagtee debia cruzar la recta. Presenta dificultades
para descubrir qué operacion representa la exprgsid-4x. Una vez que Diego advierte que se trata
de una multiplicacién resuelve correctamente lasragpones con positivos y negativos. Pasa del
principio de permanencia algebraico al geométrigetraico cuando verifica que los valores
asignados a “x” y multiplicados por -4 son los tesilos correspondientes a “y”, situados sobre la
recta y = -4x. En el caso de la division no preserihguna dificultad para llegar al principio de

permanencia geomeétrico-algebraico. Las represemeaside las rectas y = — 4x, yZ:, le permitieron

a Diego, justificar las leyes de los signos de mamgeomeétrica, ya que si no se cumplieran dichas
leyes, los puntos no pertenecerian a las rectasnegadas. Logra el principio de permanencia
geométrico-algebraico al ser Diego capaz de conjlggm dominios aditivo y multiplicativo, que
aparecen desconectados en la mayoria de los matkelssefianza, exhibidos en el curriculo escolar
y la literatura de investigacién al respecto.
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