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Resumen

Palabras clave

En este articulo se presenta parte de una investigaelacionada con los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones difaelen@rdinarias (EDO). Se distinguzn
dos partes principales: en primer lugar se muedtemalisis de la forma en que un grupo
de estudiantes que han recibido una formacién diathl del concepto utilizan sus
conocimientos matematicos para resolver problenrasponder a cuestiones relacionalas
con las EDO, para continuar con el disefio e impfgawgon de un Modulo de Ensefiar za
para la introduccion de las EDO en un ambienteedelucion de problemas, haciendo uso
de TIC (calculadora Voyad¥200). Finalmente se analiza el papel que la regoiude
problemas, la tecnologia y la interaccion jugaronet proceso de aprendizaje y se
describen los aspectos cognitivos observados @esalrollo de este Médulo.

Ecuaciones diferenciales ordinarias, resolucidprdblemas, tecnologia, interaccion.

Abstract

Keywords

In this article we present a part of a researcated| with ordinary differential equations
(ODE) teaching and learning processes. Two maits jaae distinguished: in first place vie
show an analysis of how a group of students wheived a traditional training of th2
concept use his mathematical skills to solve pmokleand answer questions related to
ODE. The paper continues with the design and imptgation of a teaching module (o
introduce ODE by creating an environment of probkatving, using TIC (Voyad&200
calculator). Finally the role that problem solvingchnology and interaction played in the
learning process is analyzed and cognitive aspelzserved in the development of this
module are described.

Ordinary differential equations, problem solvingchinology, interaction.

1. Introduccién

Las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) estarsideradas como uno de los tépicos
basicos en la formacién de profesionales de edjueadas relacionadas con la ciencia y la tecnologia
tal y como se refleja en diversos curriculos degiiniversitario, por ejemplo las licenciaturab®
grados en Matematicas, Fisica, Quimica, Econdmicka. razén de su importancia es clara: las
ecuaciones diferenciales permiten describir fen@sete variacion y por tanto resultan de utilidad
para modelizar, analizar y resolver numerosos proaé que surgen en diferentes contextos.

! Este articulo esta basado en la memoria de Tesitobo realizada por la autora, dirigida por loscidoes
Matias Camacho Machin (Universidad de La Lagunaefife) y L. Manuel Santos Trigo (Cinvestav-IPN,
México) y presentada en la Facultad de Matematieda Universidad de La Laguna, el 3 de diciemler@@iLO0.
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La investigacion que se presenta en este artiauigescomo respuesta a la preocupacion
mostrada por diversos profesores universitarioshgueensefiado ecuaciones diferenciales durante su
trayectoria profesional, al observar que sus esttiels tenian dificultades para resolver problemas
presentados en un contexto no matematico.

El trabajo se realiz6 en dos fases. La preguniavestigacion que guia la primera de las fases es:

Pregunta de investigacion 1Como utilizan los estudiantes sus conocimientognmaticos
para resolver problemas en los que intervienen eptuas y significados relacionados con las
ecuaciones diferenciales ordinarias?

En esta primera fase de la investigacion el olpetiy indagar acerca de la red de significados
que un grupo de estudiantes, que estan en plesegwale aprendizaje de las EDO, ha construido en
torno a dicho concepto y la forma en que lo utilipara resolver problemas y responder a cuestiones
relacionadas con las ecuaciones diferencialesausiones y el campo de direcciones asociado a una
ecuacion particular. En esta primera etapa paatioip alumnos de las licenciaturas en Fisica y
Matematicas de la Universidad de La Laguna (Espafi@) habian recibido una ensefianza del
concepto que denominaremos tradicional, centrada definicion formal del concepto, la posterior
clasificacion de las ecuaciones y el uso de métaltgbraicos de resolucion.

Los datos obtenidos mostraron cierta tendenciasigarticipantes a centrarse en la busqueda
de algoritmos de resolucion para dar respuesta adévidades propuestas, presentando un sistema
débil de conexiones entre distintas interpretaciomhe concepto de derivada y su relacién con el
concepto de ecuacion diferencial ordinaria, aded®giertas carencias en cuanto a habilidades y
capacidades esenciales para el aprendizaje de #smdticas y la resolucion de problemas
matematicos, como reflexionar, representar, abstrgeneralizar.

La segunda fase de la investigacion surge comauestp a los resultados obtenidos en la
primera fase y en ella nos planteamos las sigugareguntas de investigacion:

Pregunta de investigacion 2;Cémo disefar y desarrollar en el aula una rutaetisefianza y
aprendizaje, basada en la resolucidon de problemgag, promueva la construccién del concepto de
EDO de forma integrada con el concepto de derivada?

Pregunta de investigacién 3;,Qué procesos cognitivos desarrollaran los estudémihaciendo
uso de un modelo de ensefianza para la introducd®ras ecuaciones diferenciales ordinarias
basado en la resolucion de problemas?

Pregunta de investigacién 4¢Qué influencia tendran los tres elementos intradhs en el
proceso de aprendizaje (resolucion de problemasidiegia e interaccion entre estudiantes)?

De esta forma, la segunda fase de la investiga@adrienza con el disefio y la implementacion
de un Mddulo de Ensefianza para la introduccioncdetepto de EDO, tomando como punto de
partida diferentes significados asociados al caiacdp derivada de una funcion (Thurston, 1994) y
conjugando tres elementos: la resolucion de pradderal uso de tecnologia y la interaccidon entre
alumnos. Este Médulo de Ensefianza se disefié aibjetivo de introducir el concepto de EDO en un
primer curso de la licenciatura en Quimica de livéhsidad de La Laguna y se implement6 con un
grupo de alumnos que ya habian estudiado calculm&iy varias variables.
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A lo largo de este articulo describiremos las #tdides que se propusieron a los estudiantes de
cada una de las fases de investigacion y mostrargrade de las respuestas a las preguntas de
investigacion formulada. Previamente, presentaresgmos resultados de otras investigaciones que
estan directamente relacionados con el probleniavdstigacion tratado en este articulo.

2. Antecedentes de la investigacion

Las investigaciones relacionadas con la ensefianzl wprendizaje de las ecuaciones
diferenciales se pueden dividir en dos grandesogiugguellas centradas en la deteccion y anaksis d
dificultades en el proceso de aprendizaje y las groponen modelos de ensefianza alternativos al
modo tradicional, basado en el tratamiento algebrdel concepto, la clasificacion de las ecuaciones
en diferentes tipos y el uso de métodos algebrailmogesolucion especificos para cada tipo de
ecuacion.

La mayoria de las investigaciones centradas eprehdizaje de las EDO estan relacionadas
con el concepto de solucion, en particular, las@gohes de equilibrio. Distintos trabajos sefialste e
concepto como elemento que provoca la apariciomlifiultades en el tratamiento de las EDO,
considerando dos posibles causas: (i) el hechoudeet| conjunto de soluciones de una ecuacion
diferencial es un espacio formado por funciones par valores numeéricos y (ii) el uso de métodos de
resolucion o de calculo en el que se consideramdaables como simbolos que se deben manipular,
sin tomar en cuenta su significado (p. e. Rasmuge8i; Zandieh y McDonald, 1999).

Rasmussen y Whitehead (2003) realizaron una revggdadistintos trabajos relacionados con la
ensefanza y el aprendizaje de las EDO, identificatistintas estrategias, dificultades y formas de
comprender que muestran los estudiantes en relaoidka creacion, interpretacion y coordinacion de
distintos sistemas de representacion (incluyendgrdimas de fase y de bifurcacién) y la formulacion
de predicciones justificadas acerca del comportaimiede las funciones solucion. En una
investigacion mas reciente, Guerrero, Camacho yiaM&010) analizan la forma en que los
estudiantes utilizan sus conocimientos matemapeos representar el campo de direcciones asociado
a una EDO, observando que no logran articular ctameente los sistemas de representacién grafico y
algebraico, lo que les dificulta el andlisis de $atuciones de una EDO cuando no disponen de su
expresion algebraica.

Ante estas dificultades han surgido distintas pestas de modificacion del modelo de
ensefanza de las ecuaciones diferenciales ordindwdaprimera de ellas fue formulada por Artigue
(1987) y su caracteristica principal es que potentiuso de los sistemas de representacion gnafico
algebraico para la ensefianza de las EDO. Los adssltde esta investigacion muestran que los
estudiantes que participaron en ella tuvieron éxitda resolucion de determinadas actividadessen la
que se simultaneaban los dos registros (p.e. oglacidiferentes ecuaciones diferenciales con las
graficas de distintas funciones o estudiar la nmmat de las soluciones analizando el signo de la
primera derivada), sin embargo presentaron difidal$ con el tratamiento grafico de las funciones.
Habre (2000) y Guerra-Céceres (2003) comprobaran gun considerando distintos sistemas de
representacion en el tratamiento de las EDO, lagliestes siguen relacionando el concepto con un
conjunto de estrategias para la clasificacion deetaiaciones y una serie de métodos algebraicas par
la resolucién de cada uno de los tipos de EDO.

Otro modelo de ensefianza propuesto en el &mbitideestigacion en Educacion Matematica
es el realizado en el marco del proydaiguiry-Oriented Differential EquatioflO-DE), en el que se
interpreta el concepto de EDO como una expresi@ igdica la evolucion de una funcion en el
tiempo (Rasmussen y Kwon, 2007). Los estudiantespguticipan en este proyecto trabajan en un
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ambiente en el que se promueve la discusidn, atgdeiento de conjeturas, la justificacion de las
ideas y la creacion de métodos de resolucion psoflRasmussen y Blumenfeld, 2007). Distintas
investigaciones han mostrado que estos estudiabteEshen mejores resultados que otros grupos que
no participaron en este proyecto, sobre todo enidaties relacionadas con la modelizacion y el
analisis del comportamiento de las soluciones @eegnaciéon (Rasmussen, Kwon, Allen, Marrongelle
y Burtch, 2006), ademéas de tener una mayor caphaiga retencion de sus conocimientos y
habilidades mateméticas (Kwon, Rasmussen y Alled5p

En este articulo se conjugan los dos tipos de fipaesdn mencionados: por una parte se
analiza la red de significados que un grupo dedesttes ha construido en torno al concepto de
ecuaciéon diferencial ordinaria y cdmo los utilizgrara resolver problemas (seccion 3) v,
posteriormente, se disefia e implementa un MéduBendefianza en el que se introduce el concepto de
EDO en un primer curso de universidad, en un anbida resolucion de problemas en el que se
promueve la interaccién entre estudiantes y ebesecnologia (seccion 4).

3. Red de significados construida en torno al conpg® de EDO en un ambiente de
ensefianza tradicional

Para analizar, en relacion con la primera pregutgainvestigacion, qué conocimientos
matematicos utilizan los estudiantes para resqgiveblemas y responder a cuestiones relacionadas
con las ecuaciones diferenciales ordinarias, defeuéa lo hacen y cdmo interpretan y emplean los
conceptos de solucién y campo de direcciones alm@auna ecuacién diferencial, se disefiaron un
cuestionario y unas entrevistas dirigidas a un @rd@ alumnos que estaban en pleno proceso de
aprendizaje del concepto.

En esta seccion describiremos el contexto en quedesarrolld esta primera etapa de la
investigacion, los estudiantes con los que sezéglios instrumentos que se utilizaron para réappi
la informacion necesaria.

3.1 Participantes y contexto

En esta fase de la investigacion participaron 2adéemntes de las licenciaturas en Fisica y
Matematicas que estaban tomando su primer cursoealmciones diferenciales. En ambas
licenciaturas, la introduccion de las EDO se rahlizpartiendo de la definicion formal del concegpto
continuando con actividades centradas en la dasifin de las ecuaciones en distintos tipos y la
presentacion de métodos algebraicos especificasrpsolver cada uno de esos tipos. Los problemas
con un contexto no matematico (los llamados proatede aplicaciones) aparecian al final de cada
tépico y, en general, se trataba de actividadellasam a otras resueltas previamente por el profiso
la materia.

Los profesores de cada uno de los grupos eran etanpinte ajenos a la investigacion. Las
sesiones de clase eran de tipo magistral, jugahdapel central el profesor; a los estudiantesse |
entregaba una serie de actividades y problemasgehian resolver y que servian de preparacion para
el examen final de la materia. En general, dureht@oceso de ensefianza, no se hizo uso de ningin
tipo de herramienta tecnoldgica. En el momento spieealizé esta primera fase de la investigacion
estos estudiantes habian cubierto aproximadamemiédd de los contenidos de la asignatura, lo que
incluye las EDO de primer orden de variables sejga,echomogéneas, lineales, de Bernouilli, Ricatti y
las ecuaciones exactas.
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3.2 El cuestionario y las entrevistas

El interés principal de esta fase de la investiyacra analizar la red de significados y
conceptos matematicos que los estudiantes utilizphea resolver problemas y responder a cuestiones
relacionadas con las ecuaciones diferenciales anids) sus soluciones y el campo de direcciones
asociado a una ecuacion particular. Para ellosafidion un cuestionario y una entrevista basada en
tareas (Goldin, 2000) que nos permitieran indagaog recursos utilizados por los estudiantes y dar
respuesta a la pregunta de investigacion correggaieca esta primera etapa.

El cuestionario consta de once actividades (entegumtas y problemas) que provienen de
diferentes fuentéslibros de texto, trabajos de investigacion relaatos con el nuestro (Brodetsky,
1919;1920; Habre, 2000) y otras tareas que fuersefddas por el equipo de investigacion para
alcanzar algunos objetivos concretos.

El disefio de las entrevistas se realiz0 a partinrd@rimer andlisis de las respuestas de los
estudiantes al cuestionario, en el que se detectagotos patrones de comportamiento en los que era
necesario profundizar. En las entrevistas se atdiz algunas de las preguntas del cuestionario y se
incluyeron otras cuatro (Tabla 1). En total, emdsise de la investigacion se emplearon quince
actividades, que pueden consultarse en Perdomo(@049)’, donde también se incluye el escenario
en que se usaron (cuestionario, entrevista o andsd)omo los objetivos que se perseguian con la
inclusion de cada una de ellas.

Pregunta P1/ P2 P3| P4 P5| P6| P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 PR14 P15

Cuestionario ‘ 1 1 ‘ ‘

Entrevista ‘ ‘ ‘ ‘ 1

Tabla 1. Escenario en que se utilizaron cada una de Igsetfuntas de la primera fase

Las actividades propuestas a los estudiantes siicdeon en cuatro tipos, de cada uno de los
cuales mostramos un ejemplo a continuacion. En ggagplos podra observarse que, excepto en las
actividades relacionadas con el concepto de soludi® una EDO, las ecuaciones diferenciales
planteadas pueden ser resueltas sin el conocimigatonétodos especificos de resolucién de
ecuaciones diferenciales. Se tomo la decision @eagil fuera con el objetivo de poder observar los
recursos que los estudiantes utilizaban para res@dé problemas, sin que el desconocimiento o el
olvido de los métodos de resolucion supusieramyedimento al proceso de solucién.

Actividades de tipo 1:Requieren del conocimiento del concepto de satudi una ecuacion
diferencial ordinaria. Se trata de comprobar si empresion algebraica es solucion particular o
general de una EDO o utilizar el hecho de que #oysen analizar algunas propiedades generales de
las soluciones de una ecuacion en funcién de tosriés de la misma (P3, P4, P5y P11).

% El cuestionario completo puede consultarse en Camdterdomo y Santos-Trigo (2007).

® Pendiente de publicacién. Puede consultarse gn//titdropbox.com/u/26255014/JosefaPerdomo-THBIfS.
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P3. Contesta, de forma razonada, =1 las signientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) La funcion y = e 8 os solucién de la EDO 2 = 16y
¢ de Y/

(b) Las funciones y = f(x) que cumplen que —r* + 3y — y' = C son soluciones de
R dy 22
la EDO dr - T

Actividades de tipo 2: Su resolucion se puede abordar haciendo uso decictientos
matematicos estudiados con anterioridad o emplearodos algebraicos sencillos (P1, P2 y P12).
Conllevan la representacion gréfica de funcionesnehtales, pero no se ven involucrados ni la
construccion o interpretacién del campo de dirgwesoni la interpretacion de datos desde y hacia un
contexto matematico. En estas actividades se plds estudiantes representar graficamente algunas
soluciones de determinadas ecuaciones que puedelasiicadas como de variables separadas pero
gue también pueden resolverse utilizando Unicam@mencepto de derivada de una funcion.

P1. Representa graficamente algunas soluciones de las siguientes ecuaciones

a) B =0; z€0,2]
dy

i').l In = COsT

Actividades de tipo 3:Cuestiones para cuya completa resolucion es nécésaepresentacion
y/o interpretacion del campo de direcciones asociadna EDO (P6, P8, P10, P14 y P15). En algunas
de estas actividades se trata de que los estusliegpieesenten el campo de direcciones asociado a
determinadas EDO y una solucién particular; ensptigs alumnos deben interpretar la informacion
dada por un campo de direcciones ya representado.

& A ¥ i 1 . . u u s
P6. Resuelve la ecnacion diferencial 4 (1) = i Dibuja el campo de direcciones asociado

4 esta ecuacion y una solucién correspondiente a # = —1.

Actividades de tipo 4:Preguntas en las que es necesario interpretanmiafdn proporcionada
en términos algebraicos o gréficos, en un contexticeversa (P7, P9 y P13). Se trata de establecer
relaciones entre el contexto matematico y contextomatematicos.

P7. Se sabe que la poblacidn de una ciudad crece a medida que pasa el tempo, verificando la
ecuacion diferencial

dP

dlt
51 la poblacion se ha doblado en 3 afos. v en 5 afos ha aleanzado la cifra de 40.000
habitantes, jeudntas personas vivian en la ciudad al comienzo de ese periodo de cinco afios?

=K, K=0.

A continuacidon resumiremos brevemente los aspeni@s relevantes observados en las
respuestas de los estudiantes a las preguntasedgionario y las entrevistas.
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3.3 Caracteristicas principales observadas en lasspuestas de los estudiantes

Un primer analisis de las respuestas de los estiediale Fisica y Matematicas al cuestionario
permiti6 observar que no existian diferencias qustificaran la presentacion de los resultados de
ambos grupos por separado (Camacho y Perdomo, ;2Q0B&b). Por tanto, las observaciones
presentadas en esta seccion hacen referenciajahtmude los 21 participantes, sin distinguir entre
aquellos que estudiaban la licenciatura en Fisea atematicas.

En relacion con el conjunto de soluciones de un® E8e pueden considerar dos procesos
asociados a dicho concepto (Raychadhuri, 200§)ragleso de definicion, que consiste en derivar la
expresion de la funcidén candidata a solucion vyitsirsta expresion obtenida en la ecuacion, y el
proceso de generacion, por el que se obtiene legrp de las soluciones a partir de la resolud&n
la ecuacion.

En las respuestas de los alumnos a las preguntaBipdel se observo que la mayoria
consideraba Unicamente uno de estos procesosstladiantes que trataban de responder a alguna de
las cuestiones con uno de los métodos (derivandesdlviendo la EDO) y no lo conseguian, no
trataban de hacerlo empleando el otro proceso ojalidbstrando asi limitaciones en cuanto a
heuristicas y una construccion débil del conceptsalucién de una ecuacién diferencial.

En cuanto a la interpretacion y la construccionadehpo de direcciones asociado a una EDO
(actividades de tipo 3), se constaté que la mayaeidos participantes tenian dificultades con estos
procesos y no relacionaban el concepto de campbreleciones con la conexion que existe entre la
derivada de una funcion en un punto y la pendidatta recta tangente a dicha funcion en ese punto.
Mas de la mitad de los estudiantes no responds priblemas de Tipo 3, aln cuando han estudiado
los elementos necesarios para abordar este tipoedtiones.

En lineas generales, la tendencia de los alumsoBuscar un algoritmo que les permita
resolver las ecuaciones presentes en cada actiidagtrcera parte de los estudiantes no utiliza el
concepto de derivada o significados asociados ammipara analizar y responder a cuestiones
relacionadas con las EDO. La siguiente imagen (&igy muestra un ejemplo de cémo un estudiante

utiliza el método de separacion de variables paraner las soluciones de la ecuac+§1¥1= 0.
X

-i‘_l.:o , *é -0‘23

- zct ; 6(0,'2.3
a’ﬁ 0 = A:j:.-o&—.f-‘) [GLJ-;JO@&—;_.-*) j, K , k=elk %

Figura 1. Respuesta de Jordan que muestra su tendencia @ adgoritmos de resolucion

En cuanto a los problemas planteados en un contexteatematico (Tipo 4), pudimos observar
que un numero considerable de estudiantes no reéigpareste tipo de actividades y que las respuestas
de otros alumnos presentaban caracteristicas mliésra las mostradas en otro tipo de actividades. P
ejemplo, en la siguiente imagen incluimos las resfas de Edna a tres preguntas del cuestionario
clasificadas en grupos diferentes (Tipo 2, TipoTpo 4, respectivamente). En ella puede observarse
que plantea las dos primeras ecuaciones como prablde valores iniciales y utiliza una expresion
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general para las soluciones de las EDO de pringemdineales, mientras que en el problema P7, cuyo
enunciado hace referencia a una poblacion, haceleisus conocimientos acerca de la derivada de
una funcién, cometiendo el error de no consideraiohstante de integracion correspondiente, lo que
le hace resolver el problema de manera incorrecta.

lﬁa‘:coax J‘e&‘o e

‘3%):30 g %{ﬂ.—. w € 4 jxo ws T dec = -\a,,i-(mx —Sew ¥o) .
1 .

fa'ﬂ): ? t

= € 4 -
) _ ( la(ﬁ-—‘aa'!'s"?ds—?i- e-&...*%
z(fc)-%) ({’='-\1‘%{t‘3)=go) l;

»

W= K — P =K

P2y =3K =2 Q 2K=26000 = 9x = x 2000
P) =SK = %00 L K= 4‘_""'%29- = g.0c0

fo poblhcicic pmiciol ern de 12.000 hbcBien.

Figura 2. Respuestas de Edna a las preguntas P1b, P6 gspéctivamente

En resumen, los resultados de esta primera fada thwestigacion reflejaron que, con una
enseflanza de las ecuaciones diferenciales ordindasada en su clasificacion y resolucion
algebraica, puede que los estudiantes consiganrdisle los recursos conceptuales necesarios para
resolver los problemas planteados en el aula @edn, integracion, algoritmos de resolucion de
distintos tipos de EDO...) pero no acceden a @lldgs utilizan de manera eficiente ante situaciome
las que no se han enfrentado con anterioridad.

El aprendizaje de conceptos matematicos requieedagpuestudiantes desarrollen estrategias y
habilidades para resolver problemas en distintoatestos, reflexionando, seleccionando y
discriminando, de su catalogo de recursos, lagiméentas necesarias en cada momento (Kilpatrick et
al., 2009). El analisis que se acaba de mostrijaajue los estudiantes no han logrado desarrollar
estas competencias.

4. Disefio e implementacion de un Modulo de Ensefianpara la introduccion de las
EDO en un ambiente de resolucion de problemas

El objetivo principal de la segunda fase de la $tigacion era tratar de dar respuesta a esas
dificultades de los procesos de ensefianza y apegedile las ecuaciones diferenciales ordinarias
detectadas en la etapa anterior y que se acabaesdeibir. Para ello, nos planteamos disefiar y
desarrollar en el aula una ruta de ensefianza pdipage que promoviera la construccion del concepto
de EDO de forma integrada con el concepto de d#miva en la que los estudiantes trabajaran
inmersos en un ambiente de resolucién de problépnagunta de investigacion 2).
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Para tratar de dar respuesta a esta cuestion dsbiemer en cuenta que, los resultados de la
primera fase de la investigacion muestran queytabmo sefialan Kilpatrick et al. (2009), el
aprendizaje de las matematicas no debe limitarasabe definiciones, procedimientos y algoritmos
sino que conlleva el desarrollo de habilidadespacalades entre las que se encuentran:

» Comprensién conceptuatomprensiéon de los conceptos matematicos, las dpees y
las relaciones entre ellos.

* Fluidez con los procedimientobabilidad en la ejecucion de procedimientos de &rm
flexible, precisa, eficiente y correcta.

» Competencia estratégicahabilidad para formular, representar y resolveblamas
matematicos.

» Razonamiento adaptativeapacidad para pensar de forma logica, reflexianaolicar
y justificar.

» Predisposicion productivanclinacion para ver las mateméaticas como practidies y
valiosas; confianza en la propia eficacia y diligan

Para promover el desarrollo de estas capacidadabiljdades optamos por plantear un modelo
de ensefianza para la introduccion del conceptocdacen diferencial ordinaria en el que los
estudiantes tuvieran la oportunidad de reflexigndiscutir acerca de sus propios conocimientos. En
el disefio del Médulo de Ensefianza se conjugaretessentos que contribuyen a la creacién de un
ambiente de discusion y reflexion: la resoluciénpdeblemas, el uso de tecnologia y la interaccion
entre estudiantes. Como herramienta tecnolégiaap&e por el uso de la calculadora Voy3{200
que, entre sus multiples opciones, cuenta consiansa de algebra computacional y un sistema de
representacion gréfica que pueden ser presentadosma simultanea en la pantalla, lo que facdita
analisis de los fenémenos.

En esta seccion describimos el Mddulo de Ensefaszaomo las caracteristicas del grupo de
estudiantes con los que se implementé y del esoesrael que se desarrollaron las actividades.

4.1 Disefo del Médulo de Ensefianza

El Modulo de Ensefianza esta compuesto por tredgonals cuyos enunciados se adaptaron de
situaciones que tradicionalmente se plantean adasdiantes como ejemplos de aplicacion de las
ecuaciones diferenciales ordinarias: descomposibéalementos quimicos, problemas de mezclas y
de dinamica de poblaciones. Dichos problemas se desmominadoDesintegracion del uranijo
Contaminacion de mercurpDindmica de poblacionesespectivamente.

Los tres problemas disefiados tienen en comun gtantel concepto de EDO partiendo de su

relacion con el concepto de derivada de una funcidmsiderandolo como un significado més a afadir
en la lista de interpretaciones que Thurston (1984tia con el concepto de derivada de una funcién.
Con el primer problema se introduce el concept&B® partiendo del significado simbdlico de la
derivada de una funciéta(derivada de kes n¥ la derivada de sin x es cos khurston, 1994, p.
3). En el segundo problema, se utiliza el concéptaerivada para indicar variacion y construir una
EDO a partir de dicho significado, mientras queektercero se estudia la monotonia de las funciones
soluciéon de una EDO analizando el signo de su aeéaiva partir de la expresion de la ecuaciéon
diferencial.

De esta forma se trata de facilitar el aprendizaetiendo de las dificultades que los
participantes en la primera fase de la investigaaidostraron al tratar de resolver problemas
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relacionados con las ecuaciones diferenciales amds1 el establecimiento de relaciones entre
distintos conceptos matematicos, en particulaER® y la derivada de una funcion.

La tabla 2 muestra un esquema de las caractesigtiogzipales de cada uno de los problemas
del M6dulo de Ensefianza: numero de sesiones guédase trabaja cada problema, contexto en el que
se plantea el enunciado, estructura general dblgma y descripcion general de su contenido.

Desintegracion del Contaminacion de Dinamica de
Problema uranio mercurio poblaciones
(1 sesion) (5 sesiones) (4 sesiones)
Descomposicién de . L
Contexto P o Mezcla de sustancias Poblacion de peces
elementos quimicos
Planteamiento de una | Planteamiento de una
Planteamiento de una | situacion concreta, situacion concreta,
Estructura situacion general, seguido de seis etapas| seguido de cinco etapas
seguido de una serie de de resolucion en las quede resolucién en las que
cuestiones. se incluyen diferentes | se incluyen diferentes
cuestiones y actividadescuestiones y actividades.
Se obtiene la expresién Se obtiene la expresion
. . de una EDO partiendo | de una EDO partiendo
Se analizan diferentes . - . -
. ; .~ de una situacion de de una situacion de
situaciones de variacion ., .
. variacion. variacion.
y Sus representaciones . .
) ... Se analizan las Se analiza el
en lenguaje matematica. . e .
. representaciones graficacomportamiento de la
... | Finaliza con la . T -
Descripcion y algebraica de la funcién solucién a

introduccién del
concepto de EDO, orde
y solucion de la misma.
No requiere del uso de
tecnologia.

funcioén solucioén.

e generaliza la
situacion.
Se utilizan los entornos
algebraico y gréfico de
la calculadora.

través de la EDO.

Se generaliza la
situacion.

Se utilizan los entornos
algebraico y gréfico de
la calculadora.

Tabla 2. Esquema descriptivo del Modulo de Ensefianza

A continuacion realizaremos una descripcion maalldeta de cada uno de los tres problemas
del Médulo, presentando algunos ejemplos de lastiomes y actividades planteadas a los estudiantes.

4.1.1 Problema 1: Desintegracion del uranio

Esta actividad estda basada en el fenomeno de tordpssicion de elementos quimicos; su
enunciado comienza con una situacion general qué v medida que los estudiantes van
respondiendo a una serie de cuestiones. El objptineipal de este problema es estimular que los
alumnos establezcan relaciones entre distintascsitoes reales y diferentes expresiones matematicas
relacionadas siempre con el concepto de derivaaactividad finaliza con una parte centrada en el
contexto matematico, no relacionada de forma eixg@léon la situacion planteada inicialmente, que se
utiliza para introducir los conceptos de EDO, orgdeolucion de la misma.

El problema comienza de la siguiente forma:
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Muchos minerales contienen uranio 238 en su corojgwsi El uranio es una
sustancia radiactiva, lo que significa que emita wierta energia que hace que se vaya
transformando en otras sustancias a medida que pasampo. Por ejemplo, el uranio
238 se va modificando hasta convertirse en plonto 20

Situacion planteada en el problema 1 del Médul&rieefianza

Una vez presentada la situacion general, se formlts estudiantes una serie de cuestiones,
atendiendo a unos objetivos principales, que seneran a continuacion, junto con algunos ejemplos
de las cuestiones que se les planteaban para gadke los objetivos.

Preguntas: Supongamos, de momento, que dicho nimero de atomogaria. ¢Como
expresarias esta situacion en términos matematicos® te ocurre alguna otra posibilidad?, ¢como
indicarias que la cantidad de atomos de uranio ismihuyendo?

El objetivo de estas cuestiones es promover quedagliantes se ejerciten en el proceso de
representacion de informacion en términos matewst{del contexto de la situacion planteada al
contexto matematico).

Preguntas: ¢ Puede ser que u’(t) sea igual a t? Justifica spreesta. ¢ Puede ocurrir que u’(t)
sea igual a -t?, ¢puede ocurrir que u'(t) sea igaal?Indica al menos otras dos posibilidades para
la expresion de u'(t).

Con estas preguntas se persigue que los estudiaitlesionen sobre posibles expresiones
matematicas que permitan modelar la situacionpleateada (del contexto matematico al contexto de
la situacion planteada).

Preguntas: ¢Qué diferencia habria entre el enunciado del peotd cuando u'(t)=-1 y
u'(t)=-2?,¢,qué diferencia habria entre el enunciati® problema cuando u’(t)=-1y u’(t) =-t?

Este tipo de preguntas se formularon con el firpaenover que los estudiantes establezcan
relaciones entre diferentes variaciones de la @iinageneral y distintas expresiones algebraicas
(interrelacidn entre el contexto matematico y @lterto de la situacion planteada).

Preguntas: Completa la siguiente tabla escribiendo una funcidiya derivada satisfaga lo
indicado en cada fila:

u'(t) u(t) u'(t) u(t)
-1 -t
-2 £
-t
-3 —
2

¢Hay alguna otra funcién que cumpla que su derivagda que aparece en cada fila de la
tabla anterior? Escribe al menos otras dos funcgee satisfagan cada uno de los apartados.
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Esta actividad se utiliza para introducir la defion formal de los conceptos de ecuacion
diferencial ordinaria, orden y solucion de la migizantexto matematico).

Los otros dos problemas del Mddulo de Ensefianzaeptan una estructura diferente al
primero. En ellos se distinguen diferentes etapasolucion y en cada una de esas etapas sedncluy
una serie de cuestiones y actividades que guiars &dtudiantes en el proceso de construccion,
analisis y generalizacion del modelo matematico.

4.1.2 Problema 2: Contaminacion de mercurio

Se trata de un problema de mezcla de sustanciatgele se plantea una situacion concreta. Su
enunciado es el siguiente:

A la atencion del Colegio Oficial de Quimicos den@aas

Acabamos de recibir el ultimo informe del Ministede Sanidad y Consumo sobre|la
calidad del agua que proviene de nuestros estand@dsatamiento. Uno de ellos, el mas
antiguo, no cumple con los estandares recomendados.
En el estanque hay 10.000 litros de agua y estantaxiuciendo en él una solucion que
contiene 0’1 gramos de mercurio por litro, a razte tres litros por minuto. Con esta
operacion, hemos contaminado el agua del depdsitoél sale del estanque también a
una velocidad de tres litros por minuto.

A partir del informe del Ministerio, hemos reducid@ cantidad de mercurio qu
bombeamos en el estanque, pero me temo que nolasheducido lo suficiente puesto
que la concentracion actual es de 0’7 gramos pop.liNecesito un modelo que me
permita calcular cuanto mercurio hay en el estangnecada momento, para poder asi
controlar la contaminacion.

11°)

Situacion planteada en el problema 2 del Médul&rieefianza

Los principales aspectos conceptuales consideuleste problema son la clasificacion de las
EDO de primer orden, la presentacion del métodebeiico de resolucion de ecuaciones de variables
separadas y la definicion de las condiciones il@sig el problema de Cauchy.

Esta actividad fue disefiada atendiendo a dos wbgetprincipales: (i) que los estudiantes
reconocieran distintas etapas en el proceso deluct@o de problemas e identificaran las
caracteristicas generales de cada una de ellas) ypréimover el desarrollo de procesos del
pensamiento matematico avanzado, como la abstraccidla generalizacion, y de aspectos
relacionados con la competencia estratégica y zeineaniento adaptativo como la habilidad para
representar y resolver problemas o la capacidaa ngélexionar, explicar y abstraer (Kilpatrick ét a
2009).

Estos objetivos marcaron la estructura del problema| que se distinguieron seis etapas de
resolucion: una actividad inicial, seguido de ltepas de comprension y analisis de la situacion, la
solucion del caso particular, el planteamiento yrdaolucion de casos generales y un andlisis
retrospectivo del proceso de resolucion. Ademagunals de las actividades propuestas en este
problema fueron planteadas para ser realizadaiantlo la calculadora Voyadt00. Esta
herramienta tecnologica se utilizé para resolvemaeiones diferenciales, representar funciones
graficamente, calcular limites, etc.
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» Etapa 0: Actividad inicial

Se pide a los estudiantes que elaboren un informed gue expliquen de qué trata el problema,
cuales son los datos relevantes para su resolyai@é procedimientos seguirian para resolverlo. Con
esta actividad se pretende que los alumnos refleri@cerca de la situacion planteada y las posibles
vias de resolucion, antes de comenzar con la stablecida.

» Etapa 1. Comprension de la situacion

En esta etapa se incluyen preguntas cgoué cantidad de mercurio entra en el estanque por
cada litro de agua introducido?, el mercurio qudraren el depdsito, ¢permanece siempre en él?, sa
qué velocidad sale la disolucién del estanque=! objetivo de estas cuestiones es que logliesties
identifiquen la informacion relevante para la res@n del problema.

» Etapa 2. Analisis de la situacién

Durante esta etapa se guia a los estudiantegpencelso de representacidn de la informacion en
términos matematicos. Sienda(t) la cantidad de mercurio que hay dentro del dep@sitcualquier

instante de tiempo, se pide a los alumnos expersaérminos matematicos la cantidad de mercurio
que entra y sale del depdésito por unidad de tieynpacionar dichas expresiones para indicar como
varia la cantidad de mercurio que hay en el depdsgta etapa concluye con la expresion de la EDO

que modela la situacic’)ﬂc;—? = 03-00003p.

» Etapa 3. Solucién del caso particular

Esta etapa comienza planteando a los estudiantesauie de cuestiones cuyo objetivo es que
reflexionen acerca de los contenidos matematicbeducidos hasta el momento (definicion de
ecuacion diferencial ordinaria y orden), relaciai@os con la expresion obtenida al final de la @tap
anterior. Algunas de dichas cuestiones fexpresion que has obtenido al final de la etapterior,
es una EDO?, ¢de qué orden?, ¢qué elementos apaeecla ecuacidn que hacen afirmar que se
trata de una EDO y que ese es su orden?

A continuacion, el profesor presenta a todo el gri@ clasificacibn de las ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden y el métaldebraico de resolucion de las EDO de variables
separables. Los alumnos clasifican y resuelvenD® Bbtenida en la etapa anterior de dos formas:
empleando el método algebraico y utilizando la \¢@#@200 y comparando los resultados obtenidos
en ambos casos. Esta etapa finaliza con la repaes@m grafica de la solucion del caso particular,
correspondiente al dato inicigh(0) = 0 (Figura 3), y su andlisis a partir de preguntanagcrees

que hay una cantidad maxima de mercurio que puabterren el depdsito?, ¢cudl es esa cantidad?;
El cliente te ha dicho en su mensaje que, en esteemto, la concentracion de mercurio que hay en el
depdsito es de 0’7 gramos por litro. ¢ Es eso pe8ibl
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Figura 3. Representacion grafica de la solucion
» Etapa 4. Planteamiento y solucién de casos geserale

En esta etapa del proceso de resolucion del prabdenpersigue que los estudiantes reflexionen
acerca del significado de cada uno de los térndeda EDO en relacién con la situacion planteada, a
igual que con la interpretacion de la solucion galing particular de dicha ecuacion. Esta formada po
cuatro apartados analogos, en cada uno de losscsalevan considerando y generalizando
determinados elementos que influyen en la situapi@mteada: la cantidad de mercurio que se

introduce en el estanqL(en), la velocidad a la que entra y sale la disoluc(tjﬁ el volumen del
depdsito (V) y la cantidad inicial de mercurio que hay en dhmrgue (PO) Cada uno de estos

apartados comienza con una tabla que los estuslideteen cumplimentar y en la que figuran las
EDO, soluciones generales y particulares correspotes a distintos valores del parametro a
generalizar (Figura 4).

Cantdad
de

mercurio & i
Cantidad maxima de

| ARE S o que ml?del;l 1a Solucion de Ia EDO Tunckin que madeln_ln svinciin ol mercurio que puede
introduce situacion _p{{)) =10 i b
el hiaber en el depdsito
depasita
(grd)
dp -na Vois — N S —3.0653 ai
0.1 ——=03-00003p(r) p(f)=Ce +1000 p()=-1000-¢ +1000 1000 21

ar

Figura 4. Primer apartado de la etapa 4

Cada uno de los cuatro apartados termina planteano® estudiantes una serie de cuestiones
cuyo objetivo es el analisis del modelo parcialmegéneralizado que se acaba de obtener. Por
ejemplo, en el primer apartado, donde se considgifarentes valores para la cantidad de mercurio
que se introduce en el depdsito, se formulan ptaguromo:La funciébn que modela la situacion,
cdepende de m?, Y la cantidad maxima de mercuréo sg puede alcanzar en el depdsito?
Representa graficamente, en una misma pantallafuasiones que modelan la situacion para los
casos en los que se introducen 0.1, 0.2, 0.3 y@ros de mercurio por litro de solucién. En un
instante de tiempo determinado, ¢en cual de lo®xa&® alcanza una mayor concentracion de
mercurio en el depdsito? ¢Qué cantidad de mercdeloemos introducir para que la concentracion
maxima que se alcance sea de 0’7 gramos por litro?
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La etapa 4 concluye proponiendo a los estudiamesagtividad en la que se comparan dos
depdsitos y cuyo objetivo es establecer si intaciehan los dos contextos y han contestado a las
cuestiones anteriores de forma razonada. El erdmdia dicha actividad es el siguiente:

Supongamos que tenemos dos depositos, el primenanceolumen de 60.000 litros en el
que introduce una solucion con 0’2 gramos de meaocpor litro, y el segundo con u
volumen de 45.000 litros en el que se introduce solaicibon con 06 gramos d
mercurio por litro.

Si en cada deposito tenemos una cantidad inicia8@ gramos de mercurio y las
soluciones entran y salen de ambos depoésitos aelpaidad de 3 litros por minuto, ¢En
cudl de los depdsitos se alcanza antes una coraméotr de mercurio de 0'1gr/l? ¢E
gué instante de tiempo se alcanza?

D o

=)

» Etapa 5. Analisis retrospectivo

En esta dltima etapa se pide a los estudianteseglieen un informe en el que figuren aspectos
como:cual es la funcion que permite calcular la canticddelmercurio que hay en el depdsito en cada
instante, qué informacion se puede obtener de digheidn, por qué no es posible que el depdsito
que se esta considerando en el caso particularaeamgga concentracion de mercurio de 07 gr/l.
Como has resuelto el problema planteado por ehtdieindicando por qué has necesitado utilizar una
EDO para modelar la situacion. Como has encontrada solucion mas general y cudl es su utilidad
El objetivo es que los estudiantes reflexionen esafir proceso de resolucién seguido, desde la
propuesta inicial que hicieron hasta el planteatoigda resolucién de situaciones mas generales.

4.1.3 Problema 3: Dindmica de poblaciones

La estructura general de este problema es similar del anterior, en el sentido de que se
explicitan diferentes etapas de resolucion queeroplan la comprension, analisis y resolucion de un
problema concreto, el planteamiento y resoluciérai®s mas generales y un analisis retrospectivo
del proceso de resolucién. Una de las diferencis significativas que existen entre este problema y
los anteriores es que en él hay una mayor presdatiistema de representacion grafico, jugando un
papel fundamental el uso de la calculadora Voy42f0.

En cuanto a los aspectos de tipo conceptual, kctaistica que distingue a este problema del
Mddulo de Ensefianza es que se utiliza la expredg@ola EDO que modeliza la situacion planteada
para describir la monotonia de la funcién solucignte la dificultad para analizar la expresion
algebraica de la misma. De esta forma se presefda astudiantes una nueva interpretacion del
concepto de EDO, relacionada directamente comelfisiado geométrico de la derivada.

En relacion con los procesos, en el disefio depestdema se incluye un grupo de cuestiones
relacionadas con el proceso de verificacion. Laisitat de incluir este tipo de preguntas esta
fundamentada en la observacién, durante el dekarda@l los problemas anteriores, de que los
estudiantes en general no se planteaban si loggimientos utilizados o las soluciones obtenidas
eran correctas.

El problema se enuncia presentando una situacipatdtica en un contexto real para el
estudiante. Dicha situacion es la siguiente:

A Sociedad Canarialsaac Newton Vol. 78 + noviembre de 2011| 127
de Profesores de Matematicas



Modulo de ensefianza para la introduccion de las eadiones diferenciales ordinarias en un
ambiente de resolucién de problemas y uso de tecogla
J. Perdomo Diaz

A la atencion del Colegio Oficial de Quimicos den@das

La piscifactoria “La mar de bueno” solicita sus s@ios para buscar una manera
sencilla de comunicar a sus inversores como varieaintidad de peces que hay en uno
de los recintos que utilizan para la cria de dorada
Los dltimos recuentos del numero de peces querhayn@ de los recintos han mostrado
que el numero de peces esta disminuyendo conslderabte. Los técnicos de nutricion
y de epidemiologia no han detectado ningun problestacionado con la alimentacién p
alguna enfermedad, pero me apuntan que quizablgma esté en la cantidad de peces
que hay dentro del recinto.
Necesito que realice un estudio sobre cémo variatehero de peces que hay en| el
recinto a lo largo del tiempo y que analice cuakga ser el problema.Para presentar|el
informe a los inversores, seria conveniente que sstpresentara en un formato de f4cil
comprension como, por ejemplo, una representacid@fiogq que refleje cudl es Iz
situacion en cualquier instante de tiempo.

Le adjunto cierta informacién recogida por nuesttosbajadores que podrian serle de
utilidad en su trabajo: la tasa de nacimiento deatdtas es de 410 por cada mil, cada
afio y la tasa de mortalidad de doradas es de 22@ada mil, cada afo.

1S4

Situacion planteada en el problema 3 del Médul&ieefianza
» Etapa 1: Comprensién de la situacion

Las primeras cuestiones que se plantean a losiastesl tienen como objetivo promover la
reflexion acerca de la situacion planteada y dghiicado de expresiones que aparecen en el
enunciado. Algunas de las preguntas formuladasfiugrué significa que la tasa de nacimiento sea
410 peces por cada mil?; en la situacion planteggtpé esta cambiando?

» Etapa 2: Analisis de la situacion

En esta etapa, los estudiantes analizan la situagp@artir del estudio de casos particulares, para
finalizar indicando la expresion de la EDO que nlizdda situacion:P'(t) = 019P(t) .

» Etapa 3: Solucion de casos particulares

En esta etapa del problema, los estudiantes resulelMEDO anterior y analizan la expresion de
la solucién en funcién de la situacion planteadaaRello se les formulan cuestiones corta
constante de integracion puede ser negativa?, pgaésitarias conocer para poder obtener el valor
de dicha constante?, el numero de peces, ¢aumeigminuye 0 se mantiene constanta?
continuacion se introduce el término de competicids alumnos reescriben la EDO que modeliza la

situacion (P'= OL9P —bP?) y estudian el comportamiento de la funcién sdimcton cuestiones

como: Analiza para qué valores de P la poblacion (a) antae (b) disminuye y (c) se mantiene
constante; ¢ qué sucede con la poblacién a lo lakgdiempo?

Posteriormente se pide a los estudiantes que eapers graficamente funciones solucion
correspondientes a distintos datos iniciales, talmam= 0001. El objetivo de estas actividades es
que los estudiantes analicen si las representacgndéicas que han obtenido se corresponden con las
respuestas que han dado a las cuestiones anteriores
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Esta etapa finaliza con una serie de preguntasepldas con el objetivo de que los estudiantes
formulen conjeturas y las verifiqguen. Algunas deselson:¢qué ocurre con el valor limite de la
poblacién si el término de competicion aumentaBigisminuye?

» Etapa 4: Planteamiento y solucién de casos geserale

En esta etapa se hace un analisis de la situagdilarsa la de la fase anterior, pero
considerando la tasa de crecimiento como un parareet Se estudia qué ocurre cuando dicho
pardmetro es positivo, negativo o nulo. Se planpgeaguntas comg;qué significa, en términos de los
nacimientos y las muertes de los peces, que ladasarecimiento sea negativa?, ¢qué ocurriria en
ese caso con la poblacion de peces a medida que gdatEempo?... Supongamos que a es un valor
negativo. Calcula el valor al que se aproxima lantidad de peces a medida que pasa el tiempo.
Representa graficamente la funcion que indica ehend de peces que hay en el recinto en cualquier
instante de tiempo, si en dicho recinto inicialneehtibia 280 peces, la tasa de crecimiento de dicha
especie es -0'19 y el término de competencia 6400

» Etapa 5: Andlisis retrospectivo del proceso decidiu

Al igual que en el problema anterior, en esta @teapa los estudiantes realizan un informe
cuyo objetivo es que reflexionen y expongan el @gocde resolucion que han seguido. En dicho
informe se les pide indicar qué factores influyenl& situacion, por qué han surgido diferentes
ecuaciones diferenciales, qué ocurre con el commento de las funciones solucion en el infinito.

4.2 Implementacién del Médulo de Ensefanza: partipantes y contexto de desarrollo

El Médulo de Ensefianza para la introduccion deelasaciones diferenciales ordinarias se
implementd con un grupo de 15 estudiantes de prouesso de la licenciatura en Quimica que ya
habian cursado las materias correspondientes @lle&@n una y varias variables. Para el desarrollo
del Médulo se dispuso de un total de 10 sesionetade, de una hora de duracion cada una. Durante
estas sesiones los estudiantes se agruparon fasnsaigparejas y un trio (tabla 3), conforme a sus
propios criterios de seleccion de compafieros.

Trio 1 Pareja2 | Pareja3| Pareja4d Pareja 5 Pareja 6 Pareja 7
Aslk())enrlfcl) Manuel | Milagros | Nicanor Virginia Alexis Nieves
Juan Ginés Silvia Mar Carmen Zoraida Naomi

Tabla 3. Participantes en la segunda fase de la invesfigaci

Ninguno de los estudiantes del grupo conocia laahéenta tecnoldgica elegida para el
desarrollo del Médulo de Ensefianza, la calculatfmygage 200, por lo que se decidié dedicar una
sesion de clase a mostrar su funcionamiento a llosnas. Ademas se les entregd un manual,
disefiado por el grupo de investigacion, para quiiepan consultar dudas sobre el manejo de la
calculadora durante las diez sesiones de trabajo.

Cada sesion de clase comenzaba con un breve resynoerparte del profesor, de las
actividades realizadas durante la sesion antefiocontinuacion se entregaba a cada grupo una
calculadora y la documentacion correspondiente atdpa del problema que se fuera a resolver
durante esa sesion y estos se ponian a trabajelfaerLa figura del profesor es la de asesor ante
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situaciones de duda, asistiendo a los estudianga®do estos lo requerian y guiandoles en el trabajo
que estaban realizando, ademas de provocar disessip situaciones de reflexion El profesor
realizaba otras intervenciones, dirigidas a todagrepo de estudiantes, cuyo objetivo era el de
formalizar los conceptos mateméaticos que iban sodgi.

5. Aspectos cognitivos observados durante el desalio del Modulo de Ensefianza e
influencia de los elementos introducidos en el preso de aprendizaje

El andlisis de los procesos cognitivos mostradasigm estudiantes durante el desarrollo del
Mdodulo de Ensefianza (pregunta de investigacion®) ba influencia, en el proceso de aprendizaje,
del uso de un ambiente de resolucién de probleemas] que se utiliza tecnologia y se promueve la
interaccion entre estudiantes (pregunta de invasgtig 4) se realiza mediante un minucioso proceso
de revisién de grabaciones (de audio, video y sigpdaducciones en la calculadora Voyd@e0) y
de la documentacion escrita por los estudiantesejehmplo de cémo se realizd este proceso puede
encontrarse en Camacho Machin et al. (por aparet@ngle se presenta el andlisis de los aspectos
observados durante el desarrollo del problema R1ddulo, Contaminacién de mercurio

La primera parte de la sesion dedicada a la reolatel primer problema se puede caracterizar
como un proceso de asimilacién, por parte de losdistes, de una nueva forma de concebir las
matematicas, modificando la creencia de que tamoprioblemas mateméticos pueden ser resueltos en
un corto espacio de tiempo y con expresiones dedagiones que pueden ser Unicamente valores
numéricos o expresiones algebraicas cerradas (Sfethdel 992).

El andlisis del trabajo diario de cada uno de lagpgs de estudiantes que participaron en la
segunda fase de esta investigacion refleja quin exlativo a aspectos de tipo conceptual, el Modul
de Ensefianza promovid la reflexion sobre:

El uso del concepto de funcion para indicar depecid del tiempo; la relacion entre
tipos de dependencia y distintas funciones; el mecioniento de asintotas en
representaciones graficas y algebraicas; interpogtas del concepto de limite de una
funcidn; identificaciébn de las variables en el esish de representacion gréfico; la
representacion grafica y las propiedades de laiGonexponencial y la funcion
cuadrética.

» El uso de la derivada de una funcion para expegaendencia del tiempo, aumento o
disminucion de cierta cantidad, velocidad de cambiariacion, monotonia...la
existencia de infinitas funciones cuya derivadacidie y las relaciones entre ellas.

* Uso del concepto de inecuaciones como elemento phrandlisis del signo;
comparacion entné y x.

» El uso de una ecuacion diferencial para expresaacsones de variacion y analizar el

comportamiento de las funciones solucién; la réla@ntre la constante de integracion

y un problema de valores iniciales. Interpretadéruna EDO como la expresion de la

derivada como funcién de la variable dependiente

“ En las EDO no auténomas de la forfa_ f(y,t): la derivada es una funcion que depende de déables,
dt ’

una de ellas una funcion. En el caso de ecuacibeés formady - f(y) al representar graficamente la funcién
t

derivada frente &y , la que inicialmente era la variable dependieategste casd/ ) se convierte en la variable
independiente. Esto provoca dificultades como hastrado Rasmussen (2001) y Guerrero et al. (2010).
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El hecho de introducir el concepto de ecuaciorrélifeial ordinaria a partir de su relacion con
el concepto de derivada de una funcién establetijguente entre ambos conceptos, contribuyendo asi
a que los estudiantes establecieran relaciones distintos conceptos matematicos. Por otra palrte,
hecho de considerar diferentes significados asosiadl concepto de derivada de una funcion en el
disefio de los problemas del Modulo de Ensefianzzilmayd a que los alumnos fortalecieran la red
de significados asociados a dicho concepto matematesarrollando asi su comprension conceptual.
De esta forma, la imagen que los estudiantes nauedil concepto de derivada de una funcién se
transforma de un conjunto de algoritmos a un cdiecgpe aporta informacion y de resultado de un
proceso (el de derivacion) a formar parte de lesirs®s que los estudiantes utilizan para resolver
problemas.

Dentro de los procesos cognitivos distinguimosesptiocesos, procedimientos y heuristicas.
Los procesos analizados incluyen la abstracciéra ygdneralizacion; los procedimientos hacen
referencia a métodos especificos, por ejemploeselucion de ecuaciones, reglas de derivacion, etc.
Por ultimo, las heuristicas contemplan las difeeemhaneras de buscar la solucién a un determinado
problema. Durante las diez sesiones de trabaja egsblucién de los problemas del Médulo se pudo
observar el uso, por parte de los estudiantes,osleptocesos de representacion, interpretacion,
reflexién, abstraccion, generalizacidén, argumenitagi verificacion, todos ellos de gran importancia
en el desarrollo de la competencia matematica @iilgk et al., 2009).

En cuanto a las heuristicas pudimos observar elesmétodos comensayo y errgrasociar
términos linguisticos con representaciones mateagtbasarse en lo empirico, utilizar conocimientos
adquiridos en otras asignaturas, considerar ladades de medida como referente para realizar
operaciones, comparar distintas preguntas y sysuestas, analizar casos particulares y buscar
patrones de comportamiento.

Finalmente, en relacién con los procedimientosplservo que la mayoria de los estudiantes
mostraban fluidez en el uso de los procedimientodetivacion e integracion, si bien algun alumno
mostrd dificultades con dichos procedimientos, egfmente con la aplicaciéon de la propiedad
(f +C)'= f', siendo f una funcion derivable y C una constantalquiera. Otros procedimientos

matematicos en los que los estudiantes tuvierommpstrar su fluidez fueron el célculo de limites, |
clasificacién de ecuaciones diferenciales ordisayita resolucién de EDO de variables separadas.

En cuanto a la influencia que tuvieron en el procds aprendizaje los tres elementos
introducidos en el Médulo de Ensefianza (resoludiérmproblemas, uso de tecnologia e interaccion
entre estudiantes) cabe destacar que la dindmiteligo en el aula favorecié la autonomia de los
alumnos y cre6 un ambiente de colaboracion enelagialumnos se sentian comodos al mostrar sus
razonamientos y criticar los de sus compaferogut permiti6 que reconsideraran ciertas ideas y
concepciones matematicas.

El uso de la calculadora Voyd§€00 actué como activador de conocimientos latentes,
permitiendo que los estudiantes indagaran, forranlaonjeturas y las comprobaran. En la siguiente
imagen, por ejemplo, puede observarse cémo VirgirGarmen utilizan la calculadora para hallar el
valor del limite de una funcién; después de varitentos en los que cometieron errores de sintkis,
herramienta les devuelve un valor que Virginia camapa haciendo uso de sus conocimientos acerca
de los procedimientos para el célculo de limitéguia 5).
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o

m lim[ -1000 e "3 E7# 34 1ppa] 16808,

0. 7+10000
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Virginia: Mira, si esto era una chorrada [Haciémdahora a mano] Esto da
menos infinito... esto es cero y te queda 1000 ¢ 3abes

Figura 5. Muestra del uso del proceso de verificacion potepde Virginia

Finalmente, el hecho de plantear el Médulo de Earsedi en un ambiente de resolucion de
problemas contribuy6 a desterrar en los estudidatetea de que los problemas matematicos deben
ser resueltos en un corto espacio de tiempo ynlwsdujo en un escenario en el que cuestionarse,
reflexionar, conjeturar y verificar son procesoseasarios y utiles.

6. Implicaciones didacticas

El analisis de los datos obtenidos en la primega & la investigacion, unido con la revision de
otros trabajos existentes en el campo de la Editddatematica, relacionados con la ensefianza y el
aprendizaje de las EDO, permitieron constatar duenfaque de ensefianza habitual, en el que se
introduce el concepto a partir de su definicionmakr y los métodos algebraicos de resolucion, no
favorece el desarrollo, por parte de los estudsarde heuristicas que permitan plantear y resolver
problemas enunciados en un contexto diferente alsgules presenta como ejemplos de aula, en
especial aquellos cuyo enunciado se plantea emntexto no matematico. En particular se observo
que la mayoria de los estudiantes mostraban ddides para establecer relaciones entre el concepto
de EDO vy el de derivada de una funcién, produciéedma discontinuidad en el aprendizaje de las
matematicas que impide la realizacion de actividadando no se recuerda el método especifico para
resolverlas (Camacho et al., 2009). Se ha constapael la tendencia de estos estudiantes es reducir
estudio de las EDO a la busqueda de un algoritn@ rgauelva tipos particulares de ecuaciones,
limitando asi sus posibilidades para abordar proatecontextualizados. Los resultados obtenidos en
otras investigaciones (por ejemplo, Guerra-Cace2@83; Habre, 2000; Rasmussen & Whitehead,
2003) concuerdan con los nuestros.

El disefio y la implementacion de un Mddulo de Emsed para la introduccién de las
ecuaciones diferenciales ordinarias en un escedari@solucion de problemas en los que se dedica
especial atencion a la relacion entre el concept&BO y los distintos significados asociados al
concepto de derivada de una funcion, permiti6 gueetl de significados asociados al concepto de
derivada se viera ampliada y fortalecida a medidalgs estudiantes avanzaban en los problemas del
Maodulo. De esta forma, la introduccion del concaefgd=DO a partir de su relacion con la derivada de
una funcion establece un puente entre los dos pts;e/, ademas de contribuir en la construccion de
un concepto matematico nuevo, fortalece conceptiesya se encontraban en la cognicion de los
estudiantes.
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El uso de la herramienta tecnoldgica, la calculadtmyagé"'200, y el modelo de trabajo en el
aula dieron un mayor protagonismo al estudianteugoropio proceso de aprendizaje. El trabajo en un
ambiente entre iguales, el disefio de los problgmadacilidad de uso de la herramienta tecnolégica
elegida contribuyeron a crear un clima de indaggci@flexion, planteamiento de conjeturas y
verificacion. Asi se conjugaron diferentes elemenfondamentales para el aprendizaje de las
matematicas: comprension conceptual, fluidez arselde procedimientos, habilidad para representar
y resolver problemas, capacidad para reflexionaalj@r y justificar y confianza en la propia efita
(Kilpatrick et al., 2009).
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