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Resumen Este articulo tiene un caracter nostalgico y evocadues hace el 30° de la serie.
Resolvemos los problemas propuestos en el artiaoterior y planteamos nuevos
ejercicios enmarcados como “Problemas de los aBuel®e hace especial hincapié en
el proceso resolutivo, sus diferentes pasos yzatilo métodos tales como: ensayo y
error; tablas de doble entrada o esquemas y laubdagde regularidades, patrones o
modelos, actuando de manera que se orientan sLSeEES.

Palabras clave Resolucion de problemas. Método de ensayo y effoatamiento de datos en tablas de
doble entrada. Patrones y modelos matematicosaenedolucion de problemas.
Orientacién del alumnado en la resolucién de probke

Abstract This article has a nostalgic character and evoeativmakes the 30 th of the series. We
solve the problems proposed in a previous artinld gropose new exercises framed as
"Problems of the Grandparents." The emphasis tiledrprocess of solution, the different
steps and using methods such as trial and errosstabs or finding schemes and
regularities, patterns or models, acting their sohs which are oriented.

Keywords Troubleshooting. Trial and error. Treatment of data crosstabs. Patterns and
mathematical models in problem solving. Guidancstoflents in problem solving.

1. Introduccioén

Y si, lo habiamos indicado en el nimero anteriemds llegado al articulo deroblemas
Comentadosiimero treinta. Creemos que debemos festejaraestgtecimiento. A nuestra manera.
Sobre todo agradeciendo a los que nos han pernllddar hasta aqui, algo inimaginable para
nosotros cuando iniciamos la andadura.

En primer lugar, recordar que el afio 2000 fue mablerpara nuestra Sociedad Canaria “Isaac
Newton” de Profesores de Mateméticas. Se realizawdtitud de actividades a cual mas imaginativa
y se involucraron en ella una cantidad asombrogaafesores.

Pasada la resaca, ya en el afio 2001, FranciscarAGlavijo, el que fuera Presidente de la
Sociedad, nos apunto la posibilidad de hacernaoade una seccion fija de la revista NUMEROS
dedicada a la resolucién de problemas. El mismabkstio el contacto con el director de la revista,
José Luis Aguiar en ese momento, que aceptd laipstg con la condicion de que no firmaramos los
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articulos de manera personal al ser criterio dewueta no publicar escritos de miembros de laaJunt
Directiva. Esa es la razén de que los primerocudda$ aparezcan firmados como grugdiup
Matematicd y s6lo mas tarde aparecieran nuestros nombraéssaincularnos de cargos de direccion
de la Sociedad.

En este tiempo, diez afios ya, hemos publicadot8fukrs deProblemas Comentadgsambién
algunos mas sobre juegos y puzles, pero de esarbatds en su momento). Haremos un recuento:

El primer articulo (PC I) se publicé en el n° 47laeevista, correspondiente a septiembre de
2001. A partir de ahi, cada numero de la revigadllun articulo nuestro, con la excepcion de los
nameros 59, 61 y 62, que por necesidad de puldicas articulos acumulados y la precariedad en el
papel, la direccion de la revista decidié pospéoenuestros.

En todos los articulos se proponian problemas garaesueltos por nuestros lectores, excepto
en el ndmero 64 (PC XV) donde decidimos no inclbiinguno nuevo por no saber nuestra
continuidad. En ese ejemplar se produjo la tramsientre la publicacién en formato papel y la
publicacion en formato digital. También hubo camndén la direccion de la revista. El nuevo director
nos dio su conformidad y seguimos publicando.

Siempre se proponian, de manera habitual, dos,otresatro problemas. Pero no era algo
prescrito. El nimero de problemas variaba segunitesnstancias. Los articulos que incluian mayor
cantidad de problemas propuestos fueron, respewivee, los PC IV (nimero 50 de la revista) con 13
problemas y PC XXIV (nimero 73 de la revista) cOrpfioblemas.

En total, y lo decimos con asombro, hemos publieadestos diez afios, en sendos 30 articulos,
la cantidad de 140 problemas (incluidos los debgmée articulo). Propuestos primero, resueltos y
comentados después.

Y vamos a seguir. La actual direccion de la revagtanos lo ha expresado. Hasta que esa
misma direccion lo crea conveniente o los lectdeefa revista se cansen de nosotros o, bien, agestr
mentes no sean capaces de seguir.

Gracias por soportarnos estos afos.

Nuestro anterior articulo presentaba, como es tmbivarios problemas para ser estudiados y
resueltos por nuestros lectores. Indicabamos stegemcia dell8° Rally Matematico Transalpino
(Prueba Final, mayo-junio de 2010), fuente habitigahuestras propuestas de resolucion.

2. Los siete enanitos se pesan

Blancanieves ha regalado una balanza a los siatétes. Se colocan uno tras otro en la balanza
y escriben su peso en una hoja de papel que déamadBieves, sin poner sus nombres: 22 kilos, 14
kilos, 16 kilos, 11 kilos, 17 kilos, 24 kilos, 19ds Entonces, para divertirse, suben de dos eredos
la balanza con excepcion de Grufidn que no quiges.jiEntonces dicen a Blancanieves que:
- Dormil6n y Sabio estaban juntos en la balanza
- Timido y Bonachon estaban juntos en la balanza
- Mudito y Tontin estaban juntos en la balanza gd#&fton con sorpresa que la balanza
indicaba cada vez el mismo peso.
Blancanieves dice: "No me digas mas, ahora sédgpgea Grufion".
¢,Cual es el peso de Gruion?
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Resolucion
Se trata de un sencillo problema de Aritméticanasisencillas y comparacion de resultados.
Fase |I. Comprender

Datos: Pesos de cada uno: 22, 14, 16, 11, 17, I3t kilos para cada uno, sin saber a quién
pertenece cada peso

Objetivo: Cual de esos pesos es el peso de Gruiidn

Relacion: Cuando se pesan seis de ellos, excepf@d@yen tres parejas la pesada (suma de los
pesos de ambos) tiene el mismo valor

Fase Il. Pensar
Estrategia: Organizar la informacion.
Fase Ill. Ejecutar

Debemos encontrar, entre los siete nimeros, tnes gpie den la misma suma. Por tanto,
debemos sumar en grupos de dos los numeros dadasepeontrar tres sumas iguales. Esta
investigacion puede ser organizada mediante ufedatdoble entrada:

+ 12211416 |11| 17| 24|19
22 363833394641
14 3025|3138 33
16 2733|4035
11 28| 35|30
17 41| 36
24 43
19

Es importante que los alumnos entiendan que sdlajbe rellenar esa parte de la tabla y que
eso es debido a la conmutatividad de la suma, quiesignificaria que pesamos dos veces la misma
pareja (buscamos combinaciones y no variaciones).

Descubrimos asi que 33 se repite tres veces @refap).

33=11+22=16+17=14+19

El Unico peso que no aparece en esas tres pasefas eConcluimos, por tanto, que éste debe
ser el peso de Grufion.

Fase IV. Responder

Respuesta correct@&ruiion pesa 24 kilos.
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Consideraciones:

También se puede utilizar el ENSAYO Y ERROR.

A partir de una suma de dos numeros, ver si puedengrar lo mismo con dos de los otros
cinco numeros.

Si se usa el ENSAYO Y ERROR DIRIGIDO puede, pomgk, ordenar primero los siete
nameros y comenzar a sumar el mayor y el mas pequasi, después de excluir 24 + 11y 24 +14,
hallar 22 +11 = 33 que da la suma buscada.

En cursos mayores, donde se haya trabajado lahilidiad, se puede encontrar la solucion
mediante el siguiente razonamiento:

Sumar todos los pesos: 22+ 14+ 16 + 11 + 17+ P4 = 123 kilos.

Observar que este numero es divisible por 3, aplicdos criterios de divisibilidad.

Si eliminamos el peso de Grufion la cantidad sobrdeberia poder dividirse en tres partes
iguales, es decir, debe ser divisible por 3. Qgdndue ello significa que el peso de Grufién dede s
también multiplo de 3 (propiedades de los multiplosl analizar los pesos existentes observamos que

el unico de los siete pesos que es divisible pEg 8l nimero 24.

Por tanto, ése ha de ser el peso de Grufion.

Espirales

En la siguiente cuadricula estdn dibujadas dosadspide distinto tipo, una obtenida uniendo
segmentos, la otra uniendo semicircunferencias:

—
1 ™
/ N
o] S
\
N A
NN ARV
NN AT/
\\\ ,//
L~
——— Tipo A TipoB |———

La espiral de la izquierda (tipo A) esta constradaartir del punto O con 10 segmentos y tiene
30 unidades de largo.

La espiral de la derecha (tipo B) esta construidzair del punto S y estad formada por 6
semicircunferencias.

¢, Cual es el minimo nimero de segmentos necesar@a®ptener una espiral del tipo A que sea
mas larga que una espiral del tipo B construida3tbsemicircunferencias?
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Habiamos indicado que este problema podia sernteeie para alumnos del dltimo afio de
Primaria o bien de los primeros de Secundaria.réblpma tiene bastante enjundia y, sobre todo,
mucho trabajo.

En Primaria podria ser trabajado mediante calcutesivo, siempre y cuando manejen la
operatoria basica y el calculo de la longitud deitaunferencia, cosa bastante asequible. Pero eso
significaria una aburrida sucesion de calculosp@#ia disminuir el nimero de semicircunferencias
de la espiral B hasta diez en el enunciado. Tampegoraria mucho.

Para que el problema sea interesante es necesar@ pn marcha la estrategia lo@scar
regularidades o patronesY utilizar tablas adecuadas para mejorar matematicamente esa basqued
Asi, en este problema se van a manejar conceptosAdigmética (sumas y aproximaciones),
Geometria (circunferencia), Medida (longitud densegtos y circunferencias) y Algebra (una cierta
idea de funcion).

La manera de pensar consistira, pues, en busaalarielgdes o patrones en una secuencia de
numeros naturales; suma de los primeros n numertosates, con aproximaciones por defecto y por
exceso en los calculos can

Primero debemos asegurarnos de que los alumn@neéeti bien las reglas de construccion de
las espirales y comprenden, también, que se puedsstruir espirales siempre mas grandes
aumentando, respectivamente, el nUmero de segneetate semicircunferencias.

Para responder a la pregunta del problema, esspreaiber determinar las longitudes de las
espirales de ambos tipos y entender que las medelastas longitudes dependen del numero de
segmentos o del numero de semicircunferenciaszadéis (o0 mejor, son “funciones de tales
nameros”).

Comenzaremos con el célculo de las longitudeagledpirales de tipo A. Haremos los calculos
de sus longitudes sucesivas colocando las paxgjaero de segmentos-Longitud de la espiran
una tabla como la siguiente:

N° de segmentos1 |23 |4|5|6 |7 |8 |9 1011
Longitud 11214]16]9]12]16]20|25|30] 36

Buscaremos ahora la relacigoafron) entre los términos de las dos sucesiones. Esaidel
numeérica es la que podra permitir wemeralizaciény, por consiguiente, establecer lexa

Lo primero que se observa es que los términos daresonan de manera diferente. Si el
ndmero de segmentos es impar, esto es 2n+1, estlntmngitud (respecto @ la unidad) es (n+1)
(cuadrado de la mitad del nUmero de segmentos)+riiéntras que si el nUmero de segmentos es par,
esto es 2n, la longitud viene dada por n(n+1) (pectalde la mitad del nimero de segmentos por el
namero siguiente a dicha mitad). Lo vemos de neemMa tabla::

N° de segmentosl | 2 | 3
Longitud 1124

415(6 |7 [8]9] 10011]...]2n 2n+1
6|9|12]16]20|25[30]36] ... | n(n+1)| (n+1}

Seguiremos ahora con el calculo de las longituddasiespirales de tipo B. Es necesario darse
cuenta que los radios de las semicircunferenciasf@unan la espiral aumentan de manera regulare
12 u, u, 3/2u, 2 u, ... , (n/2) u, ... Deducir que una espiral de tipo B constituidar p
semicircunferencias tiene una longitud (LB), expdsseru, dada por:
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LB(n) =n/2+n+ 3/2)n+2n+...+ (N/2)n=7n/2 (L +2 + 3 +...+ n)
Para llegar asi a la expresidey(o féormula):
LB(n) = @/2) [n (n+1) / 2] = ©/4) [n (n+1)]

Utilizando esa formula podemos calcular que larabgie 30 semicircunferencias tiene una
longitud que mide, respecto de

LB(30)=(1+2+3+...+ 30§ /2 =232t

Considerando que 3,14nx< 3,15, se obtiene entonces qi#®,05 < L B(30) < 732,375

Ahora volvemos a poner en comparacion los resutdedos dos tipos de espiral. Se llega a la
conclusién que es necesario buscar una espirgpalétque tenga una longitud cuya medida sea un
namero mayor o igual a 733 unidades, para desl@gdar el nimero de segmentos que debera tener.

Con respecto a los impares, el cuadrado mas préxiloe valores considerados es

27° = (n+1f = 729 (mientras que 29 841),

que corresponde a la espiral de tipo A de 2n+1262%= 53 segmentos.

Con respecto a los pares, si consideramos la stguiespiral de tipo A constituida por 54
segmentos, verificamos que la medida de su lothgiene dada por 27x28 #56 (> 732,375).

De ambos resultados, por comparacion de sus valooesluimos que la espiral de tipo A
buscada es la construida con 54 segmentos.

Respuesta correctdenecesitan 54 segmentos.

Para elaborar la respuesta que presentamos, hetitigada la ficha de analisis de los
profesores deRally Matemético Transalpinode cuya edicién italiana n°® 18 hemos tomado el
enunciado del problema.

Y ahora logproblemas de los abuelos.

El primero que proponiamos esta adaptadirdéchk, M.- Mathematical Recreations - Hindu
Problems

Dos abuelos y sus nietos en la libreria

Dos abuelos, Garden y Zerepur, entran en unailboen sus nietos Lucia y Mario y compran
libros. Cuando salen se dan cuenta de que cadhaupagado por cada uno de sus libros una cantidad
de euros igual al nimero de libros que ha compradda familia, abuelo y nieto, o nieta, ha pagado
65 €. Garden ha comprado un libro mas que Zerggdurcia ha comprado solamente un libro.

¢, Quién es el abuelo de Lucia?
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Solucién

Sea X" el numero y el precio de los libros comprados @lcaibuelo ey” el nimero y el precio
de los libros comprados por el nieto (o la nietAsi que, en cada casd, + y* = 65, ya que cada
abuelo que compmdlibros, pagdk euros por cada uno, y cada nieto que compitiros, pagdy euros
por cada uno.

Ya quex ey deben ser nimeros naturales, ¢ qué posibilidademts? Debemos descomponer
65 en dos cuadrados puesto gtie 81 > 65, empezamos considerantio 84:

x |8 |7 |6 5
x> |64 [49 |36 | 25
v’ |1 |16 | 29 | 40
1 |4 | No | No

Y las Unicas descomposiciones son 64 y 1 6 49 pdido que las posibles soluciones serian:
Xx=8ey=1;x=7ey=4,x=1ey=8ox=4ey=7.

Como Lucia compro 1 libro, el abuelo compro 8 Igyoel mismo hombre que compro 8 libros
compro, evidentemente, uno mas que quien comprbado que Garden compré un libro mas que
Zerepur, entonces debe ser Garden quien compbdéd8 ly por tanto es el abuelo de Lucia.

El segundo esta adaptado de un problema propuasta MAA en su concurso de matematicas
de los ASHME para alumnos de secundaria.

Los abuelos plantean un problema

Al pagar en la libreria, le dan a uno de los aleloatro vales con una cantidad de puntos
diferentes cada uno, que les serviran para un eetzen las proximas compras que hagan.

Los abuelos quieren sacar provecho de esto y plardesus nietos la siguiente cuestion:
selecciono tres vales cualesquiera y encuentroesliamaritmética, que sumo con el valor del cuarto
vale. Haciéndolo obtengo los nimeros 29, 23, 2¥.yEL vale con mas puntos sera para Mario, el
menor de los nietos:

¢,Cuantos puntos hay en cada uno de los cuatro vaes

Solucién

Seam, b, c y dos puntos de los cuatro vales; entonces plante@hgiguiente sistema:

%(a+ b+ c)+d=29

b+c+ d)+ a=23

1

3

1

g(c+d+a)+ b=21
%(d+a+ b)+ c=17

Y resolviendo, tenemos a =12, b =9, ¢ = 3y day2este Ultimo sera el vale que lleva Mario.
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3. Mas problemas de abuelos
A modo de justificacion.

Este apartado ha ido tomando forma de manera hatwya afios que van pasando nos
conducen en nuestra trayectoria vital por lasriesi fases de la existencia, e igual que hemaadteg
a esta trigésima entrega de los problemas comentads ha llegado la jubilacion. El superestadio de
agerasia y la buena disposicion de la direccioladevista, nos permite seguir con la seccién de lo
problemas y juegos, adaptandonos a la situacidoraApodemos disfrutar de nuestro estado de
abuelos, nuestra “abuelidad”, ademas de compatts eecciones con ustedes.

Los nietos, Lucia, Mario, Pablo y Andrea (ha idonentando su nimero a lo largo de estos
afos), son protagonistas de edtosblemas de los abueloRero no se fien. Aunque mantienen sus
nombres, adaptan sus circunstancias a cada prabfahéa.ucia puede ser la mayor de los nietos en
un problema y ser la menor de los cuatro en otam [0s abuelos ocurre lo mismo: pueden ser
octogenarios o rayar escasamente en los cincugni mas quisieran!-, adaptandose al problema. Y
esto es asi por dos razones principales: si tuvigigmpre las mismas caracteristicas ya sabrizamos |
solucion sin resolver el problema y, segunda, rex$amnos muy limitados al buscar problemas o
ejercicios “transponibles” a este apartado.

Mantenemos, eso si, ciertos intervalos en las edgde hagan creibles las condiciones de
abuelos y nietos e invitamos a algin amigo a ppatien el problema de vez en cuando.

Hoy hemos querido regalarles cuatro mas de esdsepnas. Disculpen este capricho, esta
abuelada, pero creemos que esta en su razon. ¢{O no?

¢, Cuando naciste abuelo?

- Abuelo, ¢en qué afio naciste?

- Verés Mario, si restas 899 al afio en el que nesillta un nimero que para dividirlo entre 7
sélo debes tachar la cifra de las centenas.

- jAh!, déjame pensar un poco ...,jYa lo sé! Naciste.e

Los cromos del abuelo

- jPablo y Lucia!, vengan un momento que les voygalae unas estampas (cromos) de
futbolistas, antiguas, que encontré entre misdibro

- Gracias abuelo —dijo Lucia-. Hay 65, ¢la mitachmada uno?

- No, como tu eres la mayor, los van a dividir en pirigoorcion de un medio para ti y un tercio
para Pablo. Ademas, no vamos a partir una estporda mitad.

- Pero abuelo, un tercio mas un medio no suman tednicomenté Pablo, que ya sumaba
fracciones-.

- He dicho en la proporcion ...

La nieta se lia con los multiplos

- Abuelo, con las edades pasan cosas extrafias —ijieeéd un dia medio en serio medio en
broma-. Segun Mario se hace mayor, yo me haggovas.
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- Eso es absurdo. ¢Cémo se te ocurre?, dijo el@miehtras sonreia.

- Fijate abuelo —explico la nieta-. Hace dos afasigticaba la edad de Mario, pero dentro de
dos afios tendré sélo el doble.
¢, Qué edad tiene Andrea?

jCaramelos para las abuelas!

Mientras las abuelas tomaban un café sentadasker ekl parque, los abuelos fueron con los
cuatro nietos a comprar caramelos al quiosco. Claedan casi siempre, aprovecharon para practicar
el célculo.
- Vamos a repartir los caramelos que hemos compadedades. Del total, un tercio sera para
Lucia, un cuarto para Mario, un quinto para Pahlo gexto para Andrea. Esto nos deja justo
seis caramelos que llevar a las abuelas.
¢Cuantos caramelos habia en total? U

Y aqui, después de treinta articulos seguimos.tgldagndo? Pues, naturalmente, hasta que la
direccion de la revista lo considere convenienteugstras fuerzas lo permitan. De momento aqui JJ
seguimos. Que sea para bien.

Quedamos asi hasta la proxima entrega. Pero volvariasistir: esto sélo tiene sentido si O
nuestros lectores, después de leer el articuloelkg=n los problemas, los utilizan con sus alunsios
es posible, aportan a la revista sus comentarbsgiones y nuevas propuestas o, simplemente, nos
cuentan lo sucedido en el transcurso de la clasguenprobaron el problema. Hasta ahora hemos U0
recibido unas cuantas valiosas aportaciones, pen@mos mas. Animense.

Como siempre, aguardamos sus noticias y comentari@sespera de la proxima edicion de la —
revista:

NUMEROS

Revista/de Didictica de Ins Matematicas

Un saludo afectuoso d€lub Matematico.
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