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Resumen El objetivo de este trabajo es evaluar los conamibois matematico-didacticos, de Lna
muestra de 283 futuros profesores de Educacionafienen relacién a la idea de juego
equitativo a través de sus respuestas a una taregaa El conocimiento comun dzl
contenido se analiza a través de sus solucionapeoblema, tomado de un libro de te:to
de primaria. El conocimiento especializado del eoiato y el conocimiento del contenido
y los estudiantes se infieren a partir del anafjsis realizan los participantes, trabajando
en pequefios grupos, de los contenidos mateméaticosa ¢éarea y de las respues:as
correctas e incorrectas proporcionadas al reselvproblema por alumnos de Educacion
Primaria. Los resultados sugieren la necesidadeftezar la formacién de los futuros
profesores, tanto en el conocimiento matematicoocemel conocimiento didactico.

Palabras clave Conocimiento del profesor, Juego equitativo, Foitrade profesores

Abstract The aim of this study is to evaluate teaching nmatitecal knowledge, a sample of 233
pre-service primary school teachers in relatiorthie idea of fair game through the:ir
answers to an open-problem. Common knowledge ofectris assessed through thzir
solutions to a problem, taken from a textbook. $eed knowledge of content ard
knowledge of content and students are inferred ftbenanalysis made by participants,
working in small groups, of task’ mathematical @nitand the correct and incorre:ct
answers provided by primary school students toestive problem. Results suggest "he
need to reinforce the training of of pre-servicacteers, both in mathematical knowledge
as in didactic knowledge.

Keywords Knowledge of the teacher, Fair game, teacher'sitrgi

1. Introduccién

En la actualidad se observa un interés en adelehtstudio de los fenémenos aleatorios y la
probabilidad a la Educacion Primaria. Por ejemgo,los Decretos de Ensefianzas Minimas del
Ministerio de Educacion en Espafia (MEC, 2006) skuy@n los siguientes contenidos en el primer
ciclo de este nivel educativo: "Fenomenos aleatogiovocabulario relacionado";"descripcion vy
cuantificacion de situaciones aleatorias”; "recam@nto de fendmenos aleatorios en la vida
cotidiana"; "planificacion y realizacion de expeeintos simples para estudiar el comportamiento de
los fendmenos aleatorios”. Otros curriculos (pamglo, NCTM, 2000; SEP, 2006) sugieren
transmitir al niflo un lenguaje elemental probatiiés mediante juegos, experimentos y observacion
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de fendmenos naturales, para que aprenda a idantéis situaciones aleatorias y llegue al finalade
etapa a asignar algunas probabilidades sencillas.

La consecucion de estos objetivos requiere, seguim £005), una formacion adecuada del
futuro profesor de Educacion Primaria. Por ejemplo,Espafia, dicha formacioén debe garantizar la
adquisicion de las competencias establecidas ggoMinisterio de Educacién (MEC, 2007):
competencias matematicas basicas y capacidad paearallar y evaluar contenidos del curriculo
mediante recursos didacticos apropiados y para gremas competencias correspondientes en los
estudiantes.

La investigacion sobre formacion de profesoresrelifeia entre el conocimiento del contenido
matematico y el conocimiento de contenido pedagodisste Ultimo seria “la forma particular del
conocimiento del contenido que incorpora el aspdelocontenido que guarda mas relacién con la
ensefanza” o bien “esa amalgama especial de cdatgnpedagogia que es el campo propio de los
profesores, su forma especial de comprension poofs’ (Shulman, 1986, p. 8-9).

Ball, Lubienski & Mewborn (2001) hablan del cono@mto matematico para la ensefianza, que
se describe en Hill, Ball & Schilling (2008) comel ‘tonocimiento matemético que utiliza el profesor
en el aula para producir instruccién y crecimiesmoel alumno.” (p. 374). Dentro del conocimiento
del contenido matemético distinguen entre Conocitni€omun del Contenido (CCC), Conocimiento
Especializado del Contenido (CEC), y Conocimiema@kHorizonte Mateméatico (CHM). Mientras el
conocimiento comun del contenido es el puesto egguara resolver problemas matematicos por
cualquier persona, el conocimiento especializadd centenido incluye aspectos que no
necesariamente tiene una persona ordinaria, ponpie elegir una secuencia de ensefianza o
identificar las ideas mateméticas trabajadas erpmablema. El “conocimiento en el horizonte
matematico” aporta perspectiva a los profesores patrabajo, e incluye, por ejemplo, conocimiento
de la relacion con otras materias, o la historiladenatematicas.

Para el conocimiento pedagdgico del contenido Bal] & Schilling (2008) proponen tener en
cuenta el Conocimiento del Contenido y los Estudmr{CCE), Conocimiento del Contenido y la
Ensefianza (CCEn), y Conocimiento del Curriculo (CE) Conocimiento del Contenido y los
Estudiantes es el conocimiento de cdmo los estigdigpiensan, saben, o aprenden este contenido
particular” (p. 375). Incluye el conocimiento des lerrores y dificultades comunes, las concepciones
errdneas, las estrategias utilizadas, el ser capamlorar la comprension del alumno y saber cémo
evoluciona su razonamiento matematico. Respectooabcimiento del Contenido y la Ensefianza
resulta de la integracion del contenido mateméatiao el conocimiento de la ensefianza de dicho
contenido. Incluye saber construir, a partir dedloreamiento de los estudiantes y las estrategias
utilizadas por ellos, procesos pertinentes patartyacorregir sus errores y concepciones erroneas.

Mas recientemente, Godino (2009) construye un nsodelniveles y facetas del conocimiento
matematico didactico del profesor que engloba l@slas anteriormente y propone, asimismo una
guia para la formulacion de cuestiones de evalnatgddicho conocimiento. En este trabajo se utiliza
la metodologia sugerida por el autor que consist#os pasos:

1. Elegir una tarea matematica cuya soluciébn pongguego los principales aspectos del
contenido, o de las competencias a desarrollar;

2. Formular consignas que cubran las distintas (ocjméahes) facetas y niveles de andlisis
didactico del modelo propuesto. Para evaluar ebciomento comun del contenido, dicha
consigna consistiria en resolver el problema; paeduar el conocimiento especializado del
contenido consistiria en identificar los objetqgargcesos matematicos puestos en juego en la
solucién; para evaluar el conocimiento del conteryidos estudiantes, una consigna posible
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seria describir los razonamientos que los alumrass desarrollado al resolver la tarea
propuesta o los principales conflictos en dichadoéh.

La finalidad de este trabajo es evaluar los conietitas de los futuros profesores de Educacion
Primaria en relacion con la idea de juego equitafifas concretamente, se centra en el conocimiento
comun y especializado del contenido y en el coniecita del contenido y los estudiantes, utilizando
la metodologia y tipos de consignas sugeridas patas conocimientos en Godino (2009). A
continuacion se presenta, en primer lugar, loscadentes del trabajo. Seguidamente, se analizan las
soluciones dadas por 283 futuros profesores dededurc Primaria a un problema relacionado con la
idea de juego equitativo, y posteriormente laswa@bnes que realizan, trabajando en grupo, de las
respuestas a dicho problema proporcionadas pornalirde Educacion Primaria. Se finaliza con
algunas implicaciones para la formacion de profsor

2. Antecedentes

2.1. Comprension de la idea de juego equitativo enifios y adolescentes

Los juegos de azar tuvieron gran importancia esrigen de la teoria de probabilidad, y como
indica Batanero (2005) son uno de los principategextos en el que los nifios pueden comprender las
caracteristicas de las situaciones aleatoriass figtgos forman parte de la cultura del nifio fuerda
escuela, y, a través de los mismos, segun Pear@)(1%s nifios adquieren conocimientos
probabilisticos incluso antes de una instruccidmé&. Por este motivo, varias investigaciones han
analizado las concepciones de los nifios tienere spnego equitativo.

Watson & Collis (1994) estudian las estrategiasgigieen los nifios para decidir si un dado es o
no sesgado, encontrando que, aproximadamente dd ohit los alumnos creian que algunos nameros
tenian més posibilidad que otros de salir, inclesodados equitativos. Otros nifios mostraron
concepciones antropomdérficas, pensando que untéad su propio razonamiento o se guiaron por
las caracteristicas fisicas de los dados o biem lasaxperimentacion para decidir la equitatividiad
los dados.

Lidster, Watson, Collis & Pereira-Mendoza (1995alaan la influencia de las experiencias
extraescolares en el desarrollo de la idea deagiyitiad y su relacion con la de probabilidad. Para
ello realizaron entrevistas a nifios de 12 a 14 ,afitlzando juegos de azar, y deduciendo sus
concepciones, a partir de la representacion, irggidn y prediccion que hacen sobre los datos. En
Lidster, Watson, Collis & Pereira-Mendoza (19963a&en otros estudios con alumnos de 8 a 14
afios en los que se preguntd a los alumnos cudilis, na serie de dados, eran o no sesgados. Los
autores creen que la nocién de equitatividad yesssglesarrolla antes del comienzo de la escussa y
preguntan si hay un desajuste entre el aprendizegeisto por el profesor y el conocimiento
construido por el alumno. También cuestionan siokaprension de la idea de sesgo y equitatividad
implica la comprensién previa de la idea de muestre

CaiizaresBatanero, Serrano y Ortiz (1999) analizan las qotio@es de los nifios entre 10 y
14 afios. La mayoria de ellos demostraron una adeaancepcion del juego equitativo, aunque hubo
una gran variedad en las concepciones de los akndlesde los que no diferencian entre sucesos
equiprobables y no equiprobables, hasta los quecapaces de resolver correctamente todos los
problemas.

La equitatividad de un juego puede establecers#denodos: (a) si en cada partida todos los
jugadores tienen la misma probabilidad de ganawbtyenen la misma cantidad en caso de salir
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premiados; (b) igualando las esperanzas de ganapu®aviene dada por el producto entre el premio
otorgado y la probabilidad de ganar de cada jugasiolas probabilidades de los jugadores son
diferentes.

Scholttmann & Anderson (1994) estudian las intuie® de los nifios de 5 a 10 afios sobre la
esperanza matematica, utilizando para ello dos tigojuegos con un solo jugador: (a) Juegos con un
solo premio, donde el nifio puede obtener o no emiar en caso de resultar un cierto suceso de un
experimento aleatorio; (b) En el juego de dos poersi nifio siempre obtiene un premio de diferente
valor, segun el resultado de un experimento alieatbos autores concluyen que, incluso los nifios
mas jovenes, tienen una intuicion correcta sobesperanza matematica, teniendo en cuenta, tanto la
probabilidad, como el valor del premio para tomer decisiones. Sin embargo, tanto la asignacion de
probabilidad, como la puesta en relacién del preme probabilidad de ganar sigue, con frecuencia,
estrategias aditivas.

2.2. Formacion de profesores para ensefiar probakidlad

Ponte (2001) indica que los profesores tienen pelpasencial al interpretar y adaptar el
curriculo, y por ello hay un gran esfuerzo de itigasion sobre formacion de profesores (por
ejemplo, Llinares & Krainer, 2006; Hill, Sleep, Lew& Ball, 2007; Wood, 2008). Sin embargo, el
caso especifico de la formacién de profesores pasefiar probabilidad, apenas se ha tenido en
cuenta, a pesar de su especificidad.

Por otro lado, algunas investigaciones sefialanxlatemcia de concepciones erréneas y
dificultades en relacion a la probabilidad en lasifos profesores. Por ejemplo, Azcarate (199%)ren
estudio realizado con 57 futuros profesores de &wan Primaria, encontr0 que muy pocos
mostraban una idea clara sobre las caracteristieas fendmenos aleatorios. Los participantes
razonaron, en su mayoria, desde presupuestos esisialieron una fuerte influencia de los aspectos
contextuales y minusvaloraron el posible estuditematico de los fendmenos aleatorios. Se detecto
también falta de esquemas combinatorios y auselgciastrumentos elementales para la asignacion
de probabilidades, cuantificando las expectativas odurrencia de un suceso desde criterios
personales. Asimismo, Batanerteaga, Ruiz & Roa (2010) encuentran concepcionesrrectas
sobre la aleatoriedad e independencia en un estadi@15 futuros profesores de Educacion Primaria.

Ortiz, Mohamed, Batanero, Serrano & Rodriguez (20@6lizan un estudio con 102 futuros
profesores de Educacién Primaria proponiendo pnudde elementales de comparacion de
probabilidades. En general, hacen uso de estrategieectas, multiplicativas y correspondencias, qu
se corresponde con un buen nivel de razonamiempoprional, aunque todavia hay un grupo
importante que produce errores. Los mas frecuemsan relacionados con el sesgo de
equiprobabilidad, elementos subjetivos y falta deonamiento proporcional. Sanchez (2002) y
Batanero, Godino & Caiiizares (2005) describen ettef positivo de experiencias de ensefianza
basadas en simulacion sobre la superacion de agesgos en el razonamiento de los profesores.
Lopez (2006) analiza la forma en que los profesdigsian y llevan a cabo unidades didacticas para
la ensefianza de la probabilidad, mostrando la difécultad de estos profesores al enfrentarse a
conceptos nuevos para ellos.

Respecto a la idea de juego equitativo, Azcara®®5)L propone tres items basados en el
lanzamiento de dos dados, preguntando si seria ysistar a producto par, suma par y suma 5 o 6.
Los participantes mostraron mucha dificultad paifareinciar los juegos equitativos y basan su
argumento en la equiprobabilidad de los resultas@gas aritméticas o argumentacion combinatoria.
En este trabajo completaremos la investigacidraddtada autora, analizando, tanto el conocimiento
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matematico, como el conocimiento profesional enrfg profesores. A continuacion describimos la
metodologia y los resultados obtenidos.

3. Método

La muestra participante estuvo formada por 283rdstyrofesores de la especialidad de
Educacion Primaria, estudiantes de segundo cur$a Eacultad de Educacion de la Universidad de
Granada, Espafa, que cursaban la asignatura Matamat su Didactica. Esta materia esta
estructurada en diferentes bloques de contenidie ks que incluye uno sobre estadistica desecaipti
y probabilidad.

Los datos se recogieron en la mencionada asignaforkargo de dos sesiones. En la primera se
proporcion0 a los estudiantes el problema presergada figura 1, tomado de un libro de texto de
sexto curso de Educacion Primaria, pidiéndolesrgselvieran por escrito el apartado 1, con el objet
de evaluar su conocimiento comun del contenido métieo. En la segunda sesién, se pidié que
resolvieran por escrito el resto de los apartaniabajando en pequefios grupos de dos o tres alumnos
(31 grupos en total).

A continuacion presentamos un problema tomado dibrnde texto, junto con algunas soluciones dadas
por nifios.

1. Resuelve el problema

2. Indica el contenido matematico que tienen que lesaslumnos para dar la respuesta correcta
3. Sefiala cual o cuales de las respuestas dadasuporad son correctas
4

Para cada una de las respuestas incorrectas t&siptssibles intuiciones o estrategias
incorrectas que han llevado a los estudiantes ardarespuesta errbnea

Problema: Carmen y Daniel han inventado un juegdadi®s con las siguientes reglas:
- Lanzan dos dados y calculan la diferencia de putoe el mayor y el menor.
- Siresulta una diferencia de 0, 1 0 2, entoncem€armgana 1 ficha.
- Siresulta 3, 4, 0 5 es Daniel quien gana una ficha

¢ Te parece que este juego es equitativo? ¢Por qué?

Respuestas de los nifios:

Ana. “Es equitativo, pues cada uno tiene tres opidades de ganar”

Beatriz. “No es equitativo pues Carmen tiene doblertunidad de ganar que Luis”

Carlos. “Para que fuese equitativo, la diferendiar@ria que salir el mismo niamero de veces
que la 3. Pero la diferencia 0 sale 6 veces yslal®@ 3 veces”.

Figura 1. Cuestionario

El apartado 2 pide analizar el contenido matemaitmcesario para resolver el problema. De
acuerdo con Godino (2009), este tipo de preguetealla pensar de manera sistemética en los
diferentes procedimientos posibles de resoluci@datidades de expresion, conceptos y propiedades
que se ponen en juego en su formulacién, asi carbre ananeras de argumentar o justificar los
procedimientos y por tanto evalGa el conocimierdpeeializado del contenido. En el apartado 3 se
debe decidir, entre una serie de respuestas dadagips al problema, cudles de ellas son correctas
incorrectas, y en el 4 indicar las posibles intiieis 0 estrategias incorrectas que han llevads a lo
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estudiantes a dar una respuesta erronea evaluamddapto, el conocimiento del contenido
matematico y los estudiantes.

En el apartado 1, la respuesta correcta es que@bjno es equitativo, pues Carmen gana a la
larga 24 veces de cada 36, es decir 2/3 de las vedentras Daniel gana 1/3. Una posible ayuda que
pueden usar los alumnos de Educacion Primaria futosos profesores para resolver el problema es
preparar un recuento de todos los casos posiblesexperimento (espacio muestral), clasificandolos
segun el valor de la diferencia entre el valor mgymenor de los puntos (Figura 2). En esta figggra
presenta la distribucién de probabilidad de laaldé aleatoria (diferencia) implicita en el juebjo.
esperamos que los futuros profesores reconozcaarikble aleatoria, pues no la han estudiado, pero
si que preparen un esquema similar al de la figuiRor recuento simple de los casos y aplicando la
regla de la suma de probabilidades, se deducemiaié la solucién. Los alumnos tienen que
movilizar una idea elemental de juego equitativane juego que concede a los dos jugadores la
misma probabilidad.

Diferencia Casos posibles Numero de casos Probabédd Gana

0 11,22,33,44,55,66 6 6/36 Carmen
1 12,21,23,32,34,43,45,54,56.65 10 10/36 Carmen

2 13,24,31,35,42,46,53,64 8 8/36 Carmen
3 14,25,36,41,52,63 6 6/36 Daniel
4 15,26,51,62 4 4/36 Daniel

5 16,61 2 2/36 Daniel
Total 36

Figura 2. Esquema solucion

En el apartado 2, se espera que los futuros prefesmentifiguen algunos contenidos
matematicos presentes en el problema como: expeonadeatorio, suceso, espacio muestral, casos
favorables y posibles, idea intuitiva de converggnequitatividad, variable, valor esperado,
razonamiento combinatorio elemental (para dedadog los casos).

En el apartado 3, la respuesta correcta es lampeneiona Beatriz, que considera que el juego
no es equitativo porque “Carmen tiene doble opattuihde ganar que Luis”, tal como hemos visto en
la solucién previa del mismo. Las respuestas iecteis son las de Ana y Carlos. En el primer caso,
Ana considera que al tener cada uno de los jugadogs opciones el juego es equitativo, pero no
tiene en cuenta la probabilidad de cada uno deslmesos. La respuesta de Carlos también es
incorrecta ya que la diferencia 0 se obtiene 6 sy@ezo la diferencia 3 también se obtiene 6 veces
como podemos observar en la solucién presentadaamente. El error de Carlos ocurre al no tener
en cuenta el orden de los dados, considerandaj@aplo, indiferentes las soluciones 14 y 41, que
esta relacionado con la falta de capacidad condrinadescrita en Azcérate (1995).

En el apartado 4, las posibles dificultades que@uaéener los alumnos son no comprender bien
la idea de juego equitativo, no concebir la conercip a la larga, interpretar la pregunta en fanma
probabilistica, fijandose Unicamente en el resoltdel experimento, manifestando @utcome
approacti descrito por Konold (1989; 1995). También se puedanifestar sesgos como el de
equiprobabilidad (Lecoutre, 1992) o tener fallos lanidea de esperanza matematica o en el
razonamiento combinatorio. A continuacion presenglos resultados.
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4. Conocimiento comun del contenido

En este apartado se analizan las respuestas flauass profesores a la pregunta de si el juego

era equitativo, y también los argumentos paraficatias. Mediante un analisis de contenido de las
mismas, se han obtenido las siguientes categorias:

4.1. Respuestas correctas o parcialmente correctas

R1. Respuesta correcta. Estudiantes que indicanefyeego no es equitativo calculando
correctamente la probabilidad de cada jugador. 8ekparticipantes del estudio fueron capaces de
enumerar el espacio muestral mediante un esquenilarsal de la figura 2 y, a partir de €l, calcular
correctamente la probabilidad de cada jugador. \m calculada, indican que el juego no es
equitativo porque Carmen tiene el doble de podinles realizando el célculo de probabilidades
correctamente, es decir, identifica correctamelm@mero de casos posibles y favorables. Un ejemplo

(alumno 254) que resuelve el calculo de probalnibdaayudandose de una tabla para realizar el
célculo se muestra en la Figura 3.

Po2qyac.
Plonidt) = VY 3g A AERI LR T
1) = o _ml}v’ =iy Mo N\ *_5 -

213 o 433\; E
i a0 A2 R
>t Yilisla 2 1413C
\ e . 3 ’%-I {\l \.E ,-;
s h\1"'\ t'i > \'2':74' ip .\_..V},_AW,,L
ERUINE FAR SR

Figura 3. Ejemplo de respuesta categoria R1

Hemos considerado como respuestas parcialmentectasrias de aquellos estudiantes que
indican que el juego no es equitativo porque Cartieere mas posibilidades, pero no llegan a calcular

correctamente las posibilidades de cada jugadaseRtamos a continuacién las cinco categorias
obtenidas:

R2. Estudiantes que indican que el juego no estaiya, porque Carmen tiene mas
posibilidades sin célculo de probabilidades. Unmgje es el alumno 216, que afirma quéo“(es
equitativo), porque Carmen tiene mas posibilidadieganar una ficha

R3. Estudiantes que indican que el juego no estaiya, ya que Carmen tiene mas
probabilidades pero, aunque identifican los casmsbfes, tienen error en los calculos. Un ejemplo
(alumno 28) se presenta en la Figura 4. El alunanotitizado el diagrama del arbol para enumerar el
espacio muestral, pero su falta de capacidad catdsia le hace llegar a una enumeracion
incompleta. Por otro lado, la solucion aportad@aewién incorrecta porque la suma de dos sucesos
complementarios no es igual a la unidad, hechabakimno no percibe.
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Si resulta una diferencia dg 0, 1 02 entonces Carmen ganalficha. 23 .

- Siresulta 3, 4, 0 5 es Daniel quien gana una ficha. 36
’ 3¢
¢ Te parece que este juego es equitativo? ¢Por qué? . A
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Figura 4. Ejemplo de respuesta categoria R3

R4. Estudiantes que indican que el juego no estaya, ya que Carmen tiene mas
probabilidades y cometen un error de orden al ifiesnt los casos posibles. En la Figura 5 mostramos
un ejemplo (alumno 265) que considera que lasafifgas 0, 1 y 2 con las que juega Carmen se
obtendrian 15 veces mientras que las diferencidy % se obtendrian 6 veces.

Dferencio N de voes

S G
| 5}]5\)eces
2 4
=Y 3
L} D_}Q\)CCQ,S
5 |

Figura 5. Ejemplo de respuesta categoria R4

R5. Estudiantes que contestan que el juego no wieep e indican que Carmen gana a la
larga. Se observa una percepcion de la convergepeia el estudiante no llega a cuantificar las
posibilidades de cada jugador. Un ejemplo (alunib) s el siguiente:No (es equitativo), Carmen
tiene ventaja a la larga

R6. Estudiantes que indican que el juego no esayai pero no justifican la respuesta. Dentro
de ella hemos considerado los alumnos que considpra el juego no es equitativo pero que no
explican su respuesta.

4.2. Respuestas incorrectas

El resto de las respuestas son incorrectas, puesueino, o bien indica que el juego es
equitativo o bien considera que el juego no estaiio pero manifiesta una incorrecta percepcion de
la independencia o da otro tipo de respuestaseearos a continuacién las cinco categorias

obtenidas:

R7. Estudiantes que indican que el juego es eyaitahostrando el sesgo de equiprobabilidad.
Son los estudiantes que solo tienen en cuentaaloses de las diferencias (0, 1,2) frente a (4),5 6
asignando a cada una de las diferencias igual pilatzad. Muestran, en consecuencia el sesgo
descrito por Lecoutre (1992). Un ejemplo es el alorh66 que afirma quest (es equitativo), porque
los dos tienen las mismas posibilidades de queanadgas diferencids
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R8. Estudiantes que indican que el juego es eiyaitbhsandose en que el juego es aleatorio.
Un ejemplo es el alumno 65 que afirma q8e (es equitativo), porque los numeros que salgelog
dados salen a suerte, por lo que la diferenciaesetlos tambiéh

R9. Estudiantes que indican que el juego no edatya, mostrando incorrecta percepcion de
la independencia. Dentro de ella hemos encontrdwimn@s que aplican la falacia del jugador,
indicando que Carmen tiene menos posibilidadestpuge es muy dificil que la diferencia sea 0 por
la repeticion del mismo nimero en los dos dadosejeimplo es el alumno 183 que responde dNe “
(es equitativo), porque hay menos posibilidadesatmar una diferencia de 0, es decir que los dos
dados saquen el mismo numiero

R10. Estudiantes que indican que el juego es dyoitdentro de ella hemos considerado los
alumnos que indican que el juego es equitativo pistifican su respuesta.

R11. Estudiantes que dan otro tipo de respuestagjéinplo es el alumno 131 que responde
“No es equitativo porque tiene los resultados coutbeos tendrian que repartirse los numeros para
que lo fuera”. Otro ejemplo es el alumno 103 qepoade Si (es equitativo), porque los dos lanzan a
la vez los dadds

Una vez categorizadas las respuestas de los futwodssores, obtuvimos las frecuencias de
cada una de ellas, que se presentan en la tabla 1.

Correctas/parc.
Incorrectas
correctas
Respuesta No contesta

Juego no Juego Juego no
equitativo equitativo | equitativo

R1. Respuesta correcta 3

R2. Sin calculo de probabilidades 50

R3. Identifican casos posibles, error en calculos 18

R4. Cometen error al identificar casos posibles 27

R5. Carmen gana a la larga 4

R6. No justifican respuesta 3

R7. Sesgo equiprobabilidad 87

R8. El juego es aleatorio 5

R9. Incorrecta percepcion independencia 13

R10. No justifican su respuesta 2

R11. Otras respuestas 3 10

Total 105 97 23 58

Tabla 1. Frecuencia de respuestas correctas o parcialroemgctas e incorrectas

En ella, observamos que han respondido correctanogmet el juego no es equitativo, categoria
R1, solo 3 futuros profesores (1 %). De forma @émoénte correcta han contestado 102 futuros
profesores (36 %), que indican que el juego nogegaivo porque Carmen tiene mas posibilidades,
pero no justifican su respuesta o cometen alglor,eque se distribuyen entre las cinco categorias
descritas anteriormente: R2, con 50 futuros praoéssque no realizan ningun calculo para justifszar
respuesta; R3, con 18 futuros profesores que conadgéin error en los calculos; R4, con 27 futuros
profesores que cometen un error al identificardasos posibles; R5, con 4 futuros profesores, que
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aunque manifiestan cierta percepcion de la conuergeno llegan a cuantificar las posibilidades de
cada jugador y por ultimo la categoria R6, cont@rfs profesores, que no justifican la respuesta.

De forma incorrecta han contestado 120 futurosesmes (42.4 %), de los que 97 responden
que el juego es equitativo y 23 que aunque coraidguie el juego no es equitativo, sus justificaeson
son incorrectas. Entre los que responden que gbjés equitativo hay cuatro categorias de las
descritas anteriormente: R7, con 87 futuros proéssque manifiestan el sesgo de equiprobabilidad
descrito por Lecoutre (1992); R8, con 5 futurodgsores que basan su afirmacion en que se trata de
un juego aleatorio; R10, con 2 futuros profesomas o aportan ninguna justificacion y R11, con 3
futuros profesores que dan otro tipo de respuefiase los que responden que el juego no es
equitativo encontramos dos categorias de las tescon anterioridad: R9, con 13 futuros profesores
que manifiestan una incorrecta percepcion de lageddencia y R11, con 10 futuros profesores que
dan otro tipo de respuestas.

En la tabla 2 se presentan los resultados sobrmemsén de la equitatividad del juego.
Observamos que menos de la mitad de los futurdeqm@s proporcionan una respuesta correcta
(41.7 %), indicando que el juego no era equitatinatre las respuestas incorrectas destacan las que
indican que el juego es equitativo (33.2 %), seapiide los que aportan otro tipo de respuestas (4.6
%). Entre éstos ultimos, unos contestan que ebjesgequitativo y otros que no es equitativo, feero
justificacion es totalmente incorrecta, como ehaio 192 que respond&i (es equitativo), es dificil
sacar siempre o mismo o los mismos nimeros. Lesielten una serie de numeros dificil de sacar

Frecuencia %
No es equitativo 118 41.7
Si es equitativo 94 33.2
Otro tipo de respuestas 13 4.6
No contesta 58 20.5
Total 283 100

Tabla 2. Frecuencia y porcentajes de respuestas de lae$ypuofesores

5. Conocimiento especializado del contenido

Como hemos indicado, en la segunda sesion losolutprofesores trabajaron en pequefios
grupos para resolver el resto de las cuestionesominuacion, analizamos los resultados en el
segundo apartado en que preguntamos por los coientirm puestos en juego en la solucion.

5.1. Analisis de las respuestas al apartado 2

En la tabla 3, observamos que el contenido matemdtiejor identificado por los futuros
profesores como necesario para resolver el probfamal concepto de probabilidad (11 grupos). El
azar y la aleatoriedad son citados por pocos gr(fpgsupos), siendo también escasa la mencion del
razonamiento combinatorio o razonamiento l6gicgr{§os), estadistica (5 grupos) o estimacion de
frecuencias de probabilidad o de frecuencia relaf grupos). Dos grupos en cada caso hicieron
referencia a experimentacion, posibilidades, fawes y operaciones numeéricas. Por ultimo, citados
por un solo grupo aparecen los conceptos de eqyidabla. No se identifica el espacio muestral, o
sucesos, casos favorables o posibles, idea de pmgjtativo, valor esperado o razén, por lo que
consideramos que el conocimiento especializadaa®ienido mostrado por los futuros profesores
seria, en consecuencia, muy escaso.
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Objetos identificados Frecuencia
Correctamente | Azar/aleatoriedad 6
Experimento aleatorio 2
Posibilidades 2
Probabilidad 11
Razonamiento combinatoritiigico 6
Fracciones 2
Juego equitativo 1
Operaciones numéricas 2
Tablas 1
Incorrectamente | Estadistica/Grafico estadistico 5
Estimacion frecuencial probabilidad/f.rel(1) 4
No utiliza conocimiento matematico 1

Tabla 3. Contenidos mateméticos identificados por grupoitleos profesores (n =31)

Sin embargo, si consideran necesarios para laue8nlde este problema conceptos o graficos
estadisticos asi como la utilizacion del enfogaeuencial de la probabilidad que no son pertinentes

6. Conocimiento del contenido y de los estudiantes

En los apartados tercero y cuarto se pide a lagdstprofesores evaluar las respuestas de
estudiantes de Educacion Primaria e indicar lasasade sus dificultades. A continuacion analizamos
los resultados.

6.1. Analisis de las respuestas al apartado 3

En la tabla 4 observamos que ha habido ciertautidid a la hora de discriminar las respuestas
correctas e incorrectas al problema. Asi, la restpusorrecta dada por Beatriz de que el juego ‘No e
equitativo pues Carmen tiene doble oportunidadadeigque Luis” ha sido identificada como tal solo
por 14 grupos de futuros profesores frente a 1pagugue consideraron que dicha respuesta es
incorrecta. Otro caso dificil de discriminar fueréspuesta incorrecta del alumno Carlos de §aed
que fuese justo (el juego) la diferencia 0 tendyiia salir el mismo nimero de veces que la 3. Rero |
diferencia 0 sale 6 veces y la 3 solo 3 vicgs que aunque 17 grupos la consideran efectiitane
incorrecta hay 14 grupos que indican que es carrédtcaso mas sencillo de discriminar ha sido la
respuesta dada por Ana de ggel juego) Es equitativo, pues cada uno tiene tqesrtunidades de
ganar’ ya que 27 grupos la identificaron como incorregtéan solo 4 grupos consideran que es
correcta. Entre los participantes hay tres grup@sapnsideran que hay dos respuestas correctas, que
son las dadas por Beatriz y Carlos. Y diez grupes apnsideran incorrecta la respuesta correcta de
Beatriz, ya que aunque estan de acuerdo en quaegbjno es equitativo, consideran que la
justificacion de Beatriz no es adecuada y eliganacoespuesta correcta la aportada por Carlos.

Correcta Incorrecta
Ana 4 27
Beatriz 14 17
Carlos 14 17

Tabla 4. Frecuencia de respuestas consideradas correctismpupos de futuros profesores (n = 31)
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Pocos grupos detectan las causas de los razonamiembneos (tabla 5). En el caso de la
respuesta incorrecta de Ana, las estrategias exsdnee consisten en considerar todos los resultados
equiprobables (sesgo de equiprobabilidad) y endariecta estimacion de los casos posibles han sido
reconocidas por 6 grupos de futuros profesores wadale ellas, seguida de la de no comprender bien
la idea de juego equitativo (3 grupos). Solo degpgs han reconocido las estrategias de consideyar |
nameros en lugar de diferencias y la justificaadénque el alumno no comprende el problema. En el
caso de la respuesta incorrecta de Carlos, laegitieerronea mas reconocida ha sido considerar que
el alumno falla en la estimacion de casos posidlegupos), seguida de la estrategia de centratse s
en la diferencia cero (2 grupos). Menos reconocltias sido las estrategias de considerar que el
alumno no comprende bien la idea de juego equitagiia justificacion de que el alumno no
comprende el problema.

Explicacion dada al error del alumno ficticio Ana Carlos
El alumno manifiesta el sesgo de equiprobabilidad 6
El alumno falla en la estimacién de casos posibles 6 4
El alumno no comprende bien la idea de juego etigdta 3 1
El alumno ha considerado nimeros en lugar de dié&e 2
El alumno no comprende/no lee el problema 2 1
El alumno se centra solo en la diferencia cero
No saben explicar la causa del error 6 8

Tabla 5. Identificacion de dificultades por los grupos daufos profesores en las respuestas erréneas de los
nifios (n = 31)

En ambos casos destaca el importante nimero degygye no explica la causa del error
cometido por el alumno.

7. Discusion y conclusiones

Los resultados del estudio muestran que la maywitos futuros profesores de Educacién
Primaria tienen un escaso conocimiento comun delteoido, pues no reconocen ni aplican
correctamente la idea de juego justo o equitatara pesolver el problema. Entre los participantes g
han respondido de forma incorrecta, el error ifieatio con mas frecuencia ha sido el sesgo de
equiprobabilidad, que coincide con los resultadoemdos en investigaciones previas con futuros
profesores, aunque en un caso resolviendo probldemasmparacion de probabilidades (Ortiz et al.,
2006) y en otro trabajando mediante proyectos estiems (Batanero et al., 2010). Otros errores
encontrados han sido la realizacion incorrectaodecélculos de la probabilidad, el sesgo conocido
como la falacia del jugador y los que han basadecespuesta en que el juego es aleatorio. Se ha
detectado también falta de capacidad combinatgue,les ha impedido, a pesar de ayudarse con el
diagrama del arbol, realizar una enumeracidén camptel espacio muestral, que confirma los
resultados de la investigacion de Azcérate (1998).alto porcentaje de los futuros profesores
manifiesta una incorrecta percepcion de la equitid del juego, como en la investigacion de
Azcarate (1995), pero en una proporcion muy supebestaca también el hecho de que casi la cuarta
parte de los futuros profesores no contesta elgmah

El conocimiento especializado del contenido mostiaat estos futuros profesores al identificar
los contenidos matematicos en la tarea propuestacfaramente insuficiente, ya que solamente
algunos grupos reconocen los conceptos de protadbily de aleatoriedad como contenidos
matematicos necesarios para resolver el problenf@)an en el reconocimiento de otros conceptos
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matematicos fundamentales como espacio muestreésas, casos favorables o posibles, idea de
juego equitativo, valor esperado o razén. Estoresnativo de preocupacion, pues muchas de las
actividades que realiza el profesor, tales comadgar lo que los estudiantes conocen, elegir y
manejar representaciones de las ideas matemaétascionar y modificar los libros de texto, decidi
entre modos posibles de accion” (Ball, LubienskiMewborn, 2001, p. 453) dependen de su
razonamiento y pensamiento matematico. Como coasei@y las creencias, el conocimiento del
contenido didactico y las decisiones instruccionaependen del conocimiento especializado que el
profesor tiene sobre el contenido estadistico,equBuestra investigacion es muy insuficiente. Ea es
sentido, nuestros datos apoyan las conclusion&higé y Pierce (2008), quienes indican que algunos
profesores no son capaces de identificar los coosdptentes en una situacion didactica, y, en
consecuencia, por este motivo podrian fallar enseguir que los estudiantes aprendan dichos
contenidos.

En relacion con el conocimiento del contenido y éssudiantes, menos de la mitad de los
grupos de futuros profesores acertd que la respegestecta era la aportada por la alumna Beatriz y
casi la mitad considera que es correcta la respuestnea de Carlos. Fue mucho menor el
conocimiento mostrado de las posibles razones sleefores en las respuestas de los alumnos,
posiblemente porque los futuros profesores careeemabilidad para explicar los errores de los
estudiantes y desconocen los resultados de lastigaeiones sobre didactica de la probabilidad, que
habria que transmitirles, mediante una adecuadsptoaicion didactica previa.

Nuestros resultados apuntan la necesidad de reflerfarmacion de los futuros profesores de
Educacion Primaria, tanto en su conocimiento maieméaomo en el conocimiento pedagdgico del
contenido (en sus diversas vertientes). Como caese@®, el formador de profesores debe tener en
cuenta estos diversos tipos de conocimiento, atdabda formacion de profesores para ensefiar
probabilidad. Es importante también considerar &oaologia para llevar a cabo esta formacion,
proponiendo a los futuros profesores una muestrsitdaciones experimentales y contextualizadas,
que sean representativas del juego equitativoeggpéndolos en la componente didactica, con ayuda
de situaciones relacionadas con la docencia. Lagasutecnologias y los foros de discusién, segun
Viseo & Ponte (2009), pueden ser también un vebidofmativo que permita a los profesores
intercambiar experiencias y ganar conocimiento algractica educativa. Resaltamos también la
necesidad de continuar la investigacion sobre @oogponentes del conocimiento del profesor en el
campo de la probabilidad, como paso necesariorpajarar la formacion de los profesores.
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