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Resumen Este trabajo tiene como objetivo dar argumentofeor de la inclusion de los sistemas
de algebra computacional en el curriculo de mateastdesde el nivel medio de
ensefianza hasta el nivel superior. Primero, sepia@s algunos conceptos relativos al
uso de estos sistemas en la educacion. Despudgsesentan varios ejemplos con el
propdsito de mostrar el poder de estos sistemas caumiliares en la solucion de
problemas. Finalmente se hace una propuesta adesmauso en educacion.

Palabras clave  Sistema de algebra computacional, artefacto, im&nto, amplificacion.

Abstract This work aims to give arguments for the inclusiohcomputer algebra systems in
mathematics curriculum from middle school to thetrlevel. First, we present some
concepts related to the use of these systems ibaédn. Then several examples are
presented in order to show the power of these ®ystas aids in solving problems.
Finally, a proposal about its use in education.

Keywords Computer algebra system, artifact, instrument, #ioglion, enhance.

1. Introduccién

El uso de las computadoras como una herramientalpanvestigacion en matematicas sigue
una tendencia creciente con algunos éxitos paatitidnte significativos, tales como la demostracion
del teorema del mapa de los cuatro colores (Appélaken, 1977). Los sistemas de algebra
computacional pueden usarse para explorar relacialgebraicas y obtener conjeturas que después
sean probadas sin utilizar la computadora (Abragn®yabenko, 2008). Debido al uso creciente y
exitoso de los sistemas de algebra computacional esplorar posibles soluciones a problemas
matematicos, su estudio debe formar parte delatllorien matematicas; lo que no esta tan claro es
como distribuir el contenido a lo largo de los difees niveles educativos.

El término sistema de &lgebra computacional (CAS) s siglas en inglés), se refiere
usualmente al conjunto de herramientas con capmbesdde célculo numérico, grafico y simbdlico
(Nabb, 2010). La introduccion de los CAS en nivedacativos anteriores al profesional esta sujeta a
algunas controversias. Existen dos posicionessakerto (Nabb, 2010): Aunque el CAS puede liberar
a los estudiantes de tareas algebraicas rutingeasitiendo usar el excedente de energia obtamdo
una reflexion sobre las matematicas aprendidashiéames posible que los estudiantes dejen de
adquirir habilidades que posteriormente les haafia.f

Una cuestion importante en el uso de los CAS dfdaenciacion entre artefacto e instrumento.
El artefacto es un objeto material y el instrumeasoun constructo psicoldgico; el artefacto se
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convierte en instrumento cuando el sujeto se aprdgpi él, cuando es capaz de utilizarlo como un
medio para llegar a un fin (Verillon y Rabardel939 El proceso de instrumentacion de un CAS
especifico requiere tiempo dentro del proceso diaca interacciona con el uso de las reglas del
algebra utilizadas con papel y lapiz. Es importapt@er atencion a la coordinacion entre las
actividades con los CAS y las actividades con pgptégbiz (Fonger, 2009).

Los procesos de instrumentacion de un CAS, se festados por algunas deficiencias de éste:
dificultades de enlace en las aplicaciones papasb de una representacion a otra, las herramientas
para realizar sustituciones funcionan parcialmente,siempre existe la posibilidad de evitar la
simplificacién automatica y la falta de compatitéld entre diferentes CAS (Bohm, 2009).

Ademas de las dificultades sefialadas, existen digass de consideracion. Por ejemplo, varios
CAS, pero no todos, cuando se les pide resolvecdacién(x2 —1)/(x—1)= 2, producen la solucién

x=1; para este valor de&, el miembro izquierdo de la ecuacion no esta difinAlgunos CAS al
graficar una funcién que tenga una discontinuidadie punto en la forma de un salto, dibujan una
linea vertical, lo cual esta en contradiccidn clocoecepto de funcién.

Un aspecto importante es que la utilizacion del @ASorma coordinada con el papel y lapiz,
en muchos casos, nos da una nueva perspectiva deisomo problema y también, que permite
resolver problemas que utilizando solamente papkpiz serian de muy dificil o casi imposible
resolucion. Es decir, la utilizacién de un CAS prédmas alla de la mera reproduccién de lo que
podria hacerse con papel y lapiz.

A continuacion se daran algunos ejemplos acera@da® el uso de un CAS puede enriquecer
la gama de problemas que pueden plantearse enrso, @si como su discusién. Corresponden a
diferentes niveles educativos, dependiendo de ttaictsra del sistema educativo en cada pais. En
todos ellos se uso el programa Sage (Stein, WeySHyge Development Team, 2009).

2. Ejemplos

2.1. Problema 1

¢ Cual debe ser el &ngulo de un segmento circulaneirculo de radio 6 para que su area sea
igual a 1?

El area del segmento de angutoes 18(x— ser(x)). Para encontrar la solucion del problema
hay que resolver la ecuacion:

18(x - ser(x)) =1

Esta ecuacién puede replantearse como:

1 _
1—8+ser(x)— X

Si se define a la funcior (x) :118 +ser(x) , el problema se traduce en encontrar un valar de

tal que f(x)= X, es decir, hay que encontrar el punto de inteiSede la rectay = X con la grafica
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de la funcién f . La Figura 1 nos da una idea de como hacerlo. @pameos en un punto sobre la
grafica de f y nos movemos horizontalmente hasta encontrarracka y = x ; luego, de ahi nos
movemos verticalmente hasta encontrar nuevamelatg@fica def . Repitiendo este proceso, nos
podemos acercar cada vez mas al punto buscadaitidarakente, esto es equivalente a construir la
sucesion de nameros,, x, = f(x,), x; = f(x,), x, = f(x;),... Esta sucesién puede rescribirse como
x, f(x), F(f(x)), f(f(f(x.)....Esta sucesién de nimeros reales puede convergeaain limite,
dependiendo de la funciérf y del punto inicial x;; esta cuestion se aborda en los teoremas
conocidos como de punto fijo, dentro de los cursles Andlisis Matematico. Definiendo
g,(x)=f(f(f..(f(x))), aplicando f nveces, el problema de la convergencia puede expéora

estudiando el comportamiento qtﬁ(x) para diferentes valores de. En la Figura 2, aparecen las
graficas degy (X), glG(X) y 932(X) -

Y
1.2}

1F

0.8
0.6

0.4}

0.2

0.5 1 1.5

Figura 1

Como puede observarse en esta Figura ggz(x) es practicamente constante desde
x=-10hasta x= 10 Por lo tanto, si empezamos con valores inici@ese éstos dos valores,

después de 32 aplicaciones de la funcionobtendremos aproximadamente siempre el misma valo
x = 0.7, que ademas tendr4 la propiedfik) = x.

Luego, este valor d&= Q.5era aproximadamente una soluciéon de nuestraiéaua

En este ejemplo, la ventaja de usar el CAS esfdodar analizar el comportamiento gﬁ(x)
para diferentes valores de
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0.8}

Figura 2
Los célculos y la gréfica se obtuvieron con Sagando:

f(x)=(1./18.)+sin(x)

g(x)=f(f(x))

92(x)=9(9(x))

94(x)=92(92(x))

98(x)=g4(g4(x))

916(x)=g8(g8(x))

932(x)=916(g16(x))
pl=plot(g8(x),(-a,a),axes_labels=["$x$","$y$"],coitblue’,fontsize=16)
p2=plot(g16(x),(-a,a),color="black’)
p3=plot(g32(x),(-a,a),color="red’,ymin=-0.1,ymax8.
pl+p2+p3

Como puede observarse en la Figura 2, despuéslidara@? veces la funciérf se obtiene
aproximadamente el mismo valor para cualquigrentre =10 y 10. La obtencion de la expresion
simbdlica g, y su gréafica, nos permiten llegar a la conclusiblegar a la misma conclusion
utilizando solamente papel y lapiz hubiera sido miifiigil.

Considerando la Figura 1, puede invitarse a losdésttes a imaginarse graficas de funciones
en las que el proceso no converja y a obtener gsiocles de su andlisis.

2.2 Problema 2
Encontrar la formula de un polinomio cuya grafiese por los punto€l1,5), (2,6) y (3,8) .

Para resolver este problema se puede utilizar daidg de los polinomios de Lagrange.
Supongamos que queremos construir un polinomio cuyafica pase por los puntos
(%05 Yo)s (X, V1) Y (X5, Y,) . Primero, se construyen los polinomios:
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Estos polinomios tienen las propiedaded,(x,)=1 l,(x)=1o(X,)=0,1(x)=1,
1,(%,)=1(%,)=0, 1,(x,)=1 1,(x)=1,(x)=0. Luego, el polinomio que buscamos se puede
escribir como:

P(X) = Yo [ﬂo(x)+ Y1 DH(X)"' Y2 D]z(x)
Para los datos especificos del problema:

Io(x):;x2—2x+3 ,(x)=-x*+4x-3 y |2(x)=;x2_gx+1

Y p(x) =;x2 —;x+5. El mismo procedimiento se usa para encontraralingmio de grado

n-1lque pase exactamente porpuntos. Pero evidentemente, conformerece las dificultades de
célculo aumentan y la probabilidad de cometer akyior, también aumenta. Utilizando un pequefio
programa en Sage, podemos obtener el polinomio.

Se puede utilizar el polinomio de Lagrange, pomgje, para aproximar la funcién seno en el
intervalo [0, 7T/2], por un polinomio de grado 5, con el siguientggpama:

var('x,f,s")

x0=[0,0.3,0.6,0.9,1.2,1.5]

yo=[]

n=len(x0)

for i in range(n):
y0.append(sin(x0[i].n()))

s=0
for i in range(n):
f=1
for j in range(n):

if j<>i:
f=f((x-x0[])/(xO[i]-xO[j]))
show(f.expand().simplify())
l.append(f)
for i in range(n):
s=s+yO[i]*I[i]
show((s.expand()).simplify())
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Y se pueden obtener las gréficas superpuestalisbmio obtenido y la funciéon seno con las
tres siguientes lineas:

pl=plot(sin(x),(0,3),color="blue’,axes_labels=["$xX$y$"],fontsize=16)
p2=plot(s,(0,3),color="yellow',axes_labels=["$x$Yy$"],fontsize=16)
pl+p2

En la Figura 3 se muestra la gréfica del polinoafitenido y la grafica de la funcion seno.

El polinomio que se obtuvo para aproximar a lafmseno fue:

0.99976X +0.001766¢* — 0.17126X° + 0.005224* + 0.005984°

Esta claro que es bastante dificil obtener el patio con papel y lapiz exclusivamente. Por
otro lado, elaborar el programa es bastante sersiile ha trabajado con Sage. Si en el programa qu
se presenté se cambia a la funcién seno por okoa yalores dex, se obtiene inmediatamente la
aproximacion para otra funcion en un intervalo egm®.

Yy

sen(x)
—Polinomio de Lagrange

0.8+
0.6
0.4+
0.2f
L ' L L ' L. &
0.5 il 1.5 2 2.5 3
Figura 3

2.3 Problema 3

Resolver la ecuacion diferencial de primer orden|imeal d—y =x+y? , sujeta a la condicion
X

inicial y(0)=0.

X
Esta ecuacién puede expresarse en forma integtalsiguiente manerg(x) :I[s+ y9)?] ds;
0
si se derivan ambos miembros de esta ecuaciondasainteorema fundamental del Célculo, se
obtiene la ecuacion diferencial. Este problemasseqe al primero, en el sentido de que si definimos

F(y(x)) =_[[s+ y(9)?]ds, para resolver el problema, hay que enconirar funcion y(x), tal que
0
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F(y(x)= y(x); se aplicara el mismo método de iteraciones sumesiisado en el problema 1. Para
ello, se utilizan las siguientes instrucciones ageS

var('x,y,s")

f(X,y)=x+y**2

g1(x)=1

show(g1(x))
g2(x)=integral(f(s,g1(s)),0,x)
show(g2(x))
g3(x)=integral(f(s,g92(s)),0,x)
show(g3(x))
g4(x)=integral(f(s,93(s)),0,x)
show(g4(x))
g5(x)=integral(f(s,g4(s)),0,x)
show(g5(x))
g6(x)=integral(f(s,g5(s)),0,x)
show(g6(x))

o Loy Lo, 26 1356 13 5 1 s 1 1,
440( 40C 216( 48C 252 18 2C 2

1.5¢

B

-0.5¢

Figura 4

En la Figura 4, se puede observar que las grafleag,, g,, 9, _practicamente coinciden a
partir de g .

El método que hemos utilizado se llama de itera&sosucesivas de Picard y se utiliza en la
demostracion del teorema de existencia y unicidadadsolucion de una ecuacion diferencial. Pero
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ahora con la utilizacion del CAS, se convierte en método posible para obtener soluciones
aproximadas de por ejemplo, ecuaciones diferercialdineales.

2.4 Problema 4

En un hospital existen seis salas numeradasaleb conectadas por pasillos cubiertos como se
muestra en la Figura 5.

® ()
(s —,

O ®

Figura 5

Se quiere unir mediante un pasillo a la sala 6l@adno con la 5 o con la 4, de tal manera, que se
pueda ir de una sala a otra teniendo que recortern@ds dos pasillos. Para resolver el problema
podemos construir la matriz de incidencia de la ésth es una matri@x , &n la cual, la entrada de
la fila iy columnaj, eslo 0, segun sila saleesta o no conectada con la sala

O r OO Fr o
R O O O+ O
O r O O Fr o
O O Fr O O Bk

OO O Fr F»r O B
O O o+ OO

Elevando esta matriz al cuadrado, se obtiene enttada de la fila y columna j, el nimero

de caminos posibles para ir de sadala salaj, pasando exactamente por dos pasillosn¥m?, en
la entrada de la filay columna j, contiene el nUmero de formas posibles para #attei a la salaj,
pasando por uno o dos pasillos. Analogamente pasa éentradas de la matriz
s, =m+m’+m’+..+m". La idea para resolver el problema es substitas lentradas
correspondiente por las variables binarias (quansahte pueden valer cero o una)p y c, vy
observar que ocurre con la matgz para diferentes valores e particularmente nos interese= . 2
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01001 a
1 01100
010001
m:

01 001hD
1 0010c¢c
a 01bzcoO

Para calculam+m?, se pueden utilizar las siguientes instrucciomeSage:

var(‘a,b,c")
m=matrix([[0,1,0,0,1,a],[1,0,1,1,0,0],[0,1,0,0,0Q[0]1,0,0,1,b],[1,0,0,1,0,c],[a,0,1,b,c,Q]])
show(m+m**2)

a’+2 1 a+l ab+2 ac+11 a+c

1 3 1 1 2 a+b+1
5 a+l 1 2 b+1 c 1
m+m? =

ab+2 1 b+1 b*+2 bc+1l b+c

ac+1 2 ¢ bc+l c?+2 a+b+c

a+c a+b+l 1 b+c a+b+c a’?+b*+c’+1

La unica forma en que podemos dar valoresla y c, de tal manera que uno de ellos sea uno

y los otros dos sean cero en la matriz m? y que la matriz tenga todas sus entradas difevatee
cero (excepto posiblemente en la diagonal), esrtaaa0,b=0 y c=1. Por lo tanto, hay que unir

con un pasillo las salas 5y 6.

En este problema, la utilizacion de un programacéleulo simbdlico como Sage, permite
calcular la suma de la matriz simbdlica con su adal Si la red fuera mas grande y complicada, se
podria resolver el problema del mismo modo. Dadaiarto nimero de vértices, Sage es capaz de
generar todo los posibles graficos o digraficostydiar sus propiedades, por ejemplo, si son panar
0 no; esto permite conjeturar propiedades de cargeneral.

3. Una propuesta

En el nivel medio de ensefanza, la utilizacion@es, no debe sustituir a los calculos que los
estudiantes pueden y deben hacer con papel y l@omjue el estudiante necesita primero,
instrumentar las reglas del &lgebra, apropiarseeltfs; porque el CAS puede dar respuestas
inesperadas que podrian desviar la discusion impi@tde los conceptos matematicos, e incluso, en
algunos casos, pueden dar respuestas erréneasrfuadan al estudiante. Pero ain a nivel medio, es
conveniente introducir la utilizacion del CAS como recurso para resolver problemas que sin su
utilizacién, seria practicamente imposible resolvgrara procurar en el estudiante una coordinacion
cognitiva de las diferentes representaciones deohjeto matematico, para que le ayuden a
conceptualizarlo.

En algin momento de su educacién, el estudianteridebecibir un minimo de informacién

acerca de los algoritmos y procedimientos quezatidilgin CAS, para poder analizar las respuestas
obtenidas, y evitar que lo considere una caja negnalas consecuentes supersticiones que pudiera
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desarrollar. Algunos de los CAS son de codigo éhi@ero aun asi, se requiere una explicaciongle lo
procedimientos y algoritmos para los usuarios éisatjue pueden no conocer el lenguaje en el que se
codifica el programa.

Mucho de lo que todavia queda por hacer en el agimtla introducciéon de los CAS en la
educacion, esta a nivel de coordinacion entreetites sectores sociales, profesores, investigadores
educacion y fabricantes de software.

4. Conclusiones

La utilizacion de un CAS amplia las posibilidadesexkploracion de los objetos matematicos,
tanto en la educacion, como en la investigacionu§u en educacion esta sujeto a un proceso de
mejora continua de acuerdo a los criterios que tapolos profesores y los investigadores en
educacién. Se requiere de la participacion de atites sectores: profesores, padres de familia,
empresa productoras de CAS y quienes definen l&gcpe educativas para lograr una educacion con
tecnologia que considere la creatividad de la mémntmana (Pea, 1985), y que considere las
deficiencias que tienen los sistemas. También periante el disefio de actividades para el estugiant
usando CAS que promuevan el analisis y la discusifimidual y colectiva de los conceptos.

Los ejemplos presentados en este trabajo son unzeii® muestra de la diversificacion y
enriquecimiento de las experiencias de aprendigag puede aportar el uso de un CAS.

Es necesaria una mejor documentacion de los CA%ldeanera, que el usuario final pueda
utilizarlo con certeza.
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