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Resumen Este trabajo presenta posibRecorridos de Estudio e InvestigaciiREIl) que podrian ser
implementados para ensefar diversas nociones ntatamén el nivel secundario y en
niveles superiores. Los recorridos propuestos penmiransitar por diversos tipos de
problemas y cuestiones relacionados con el arda eeonomia, especificamente, al punto
de equilibrio del modelo de oferta y demanda. 8zaiicomo referencial teérico Beoria
Antropolégica de lo DidacticdTAD) de Yves Chevallard (1999), focalizando es la
nociones de REI y en las dialécticas introducidagste marco (Chevallard, 2004, 2005,
2006, 2007, 2009, 2011).

Palabras clave Teoria Antropologica de lo Didactico, Recorridos Bstudio e Investigacion, Escuela
Secundaria, Dialécticas, Microeconomia.

Abstract In this paper, some possible research and studgsesuthat could be realized to teach

various mathematical notions at secondary schodl anthe first university levels are
presented. The proposed courses allow walking loy af problems and questions related
to the economical area, specifically, related ® ¢lquilibrium point in the model of offer
and demand. The Anthropological Theory of didaofitves Chevallard (1999) is used as
framework, focusing on the notions of Research 8haly Course (RSC) and on the
dialectics introduced in this framework (Chevalla26804, 2005, 2006, 2007, 2009, 2011).

Keywords Anthropological Theory of didactics, Research antdd$ Course, Secondary school,
Dialectics, Micro economy.

1. Introduccion

La Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD) (Cladtard 2004, 2005, 2006, 2011) propone
un dispositivo didactico denominado “Recorridosgéudio e Investigacion” (REI) con el objetivo de
redefinir los programas de estudios en términopates de cuestiones y respues@sR). En la
mayoria de los cursos de matematica se estudiamtienes propuestas en los programas de estudios
sin saber qué cuestiones responden. A su vez,Hbsdh el producto del proceso que se desarrolla
para responder a una cuestion denomingel@geratriz con una capacidad para derivar numerosas
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cuestiones que conduzcan al estudio de un conjleoraxeologids Una cuestion generatriz y las
cuestionegderivadashan de permitir “recorrer” el programa de estugliopuesto en un curso o al
menos, una buena parte de él. El estudio de estadianes y la blsqueda de respuestas requieren
romper con la pedagogia escolar dominante, cenénadd estudio de las respuestas a cuestiones que
permanecen implicitas, en términos de Chevallambstiones sin vida, que generan la cultura
monumentalistadominante.

Ensefiar Matematica a partir de los REI tiene pgetiMo entonces recuperar el sentido y las
razones de ser de las praxeologias matematicasstagdas en los diferentes niveles de escolaridad,
colocando las cuestiones como punto de partidaater matematico. Existen algunas investigaciones
que proponen, implementan y analizan ensefianzadRpbor En la Universidad, los trabajos de
Barquero (2007, 2009) y Serrano, Bosch y Gasco@Q7(2proponen e implementan ensefianzas por
REI en cursos “paralelos” a los cursos tradicionale Mateméatica. En la Escuela Secundaria, los
trabajos de Garcia, Bosch, Gascon y Ruiz (2005, Bosch y Gascon (2005) y Fonseca, Pereira 'y
Casas (2011) proponen organizar la ensefianza Matmatica partiendo de cuestiones aunque no
llegan a satisfacer las caracteristicas esendaialéss REI. En la educacion infantil, Ruiz-Higueyas
Garcia (2011) describieron y analizaron una ens&fipar REI con un grupo de alumnos de nifios de
3 a 6 afos. Estos trabajos fueron y son realizaddsspafia. En la Argentina, los trabajos de Gazzola
Llanos y Otero (2011); Llanos, Bilbao y Otero (2p1danos y Otero (2011); Llanos, Otero y Bilbao
(2011) y Otero y Llanos (2011) abordaron una ensedigor REI dentro de cursos usuales de
Matemética en la Escuela Secundaria, cuya cuesgf@eratriz refiere al estudio de funciones
asociadas a las posibles operaciones y las diésrentvas que se elijan.

La construccion de posibles recorridos requiere inganieria didactica particular. En este
trabajo presentamos las primeras fases de estaienige Estas fases corresponden al andlisis y
construccion de posibles formas de “recorrer” unjuato de praxeologias mateméticas partiendo de
cuestiones de la microeconomia, mas precisament®sdenodelos de oferta y de demanda de
mercados. Mostramos de qué forma podrian disdogidiferentes REI segun se seleccionen ciertas
hipotesis de partida y ciertas cuestiones. Ademdscipamos como podrian operar las diferentes
dialécticas que propone Chevallard (2007).

2. Marco teodrico: la Teoria Antropologica de lo Didctico

Este trabajo adopta como referencial la Teoriadputiogica de lo Didactico (TAD) de Yves
Chevallard (1999), particularmente las nocioneReeorridos de Estudio de Investigacion (REI) y las
denominadas “dialécticas” (Chevallard, 2004, 26, 2007, 2009). Segun Chevallard (2007), los
programas de estudios deberian componerse dedmoestione® y respuestaR, es decir, estudiar
cuestiones cuya respuesta se materialice en lasipagiones (praxeologias) matematicas propuestas
para ensefiar en los programas de estudio. Estagestas deben ser respuestas en sentido fuerte y no
simplemente la busqueda y copia de informacion.v@lted (2007) destaca que las sucesivas

! Chevallard (1999) define el término praxeologisapaferirse a un modelo que permite describir tadvidad
humana regularmente realizada. La nociéon de pragéolmatematica corresponde a la concepcion der sab
matematico como un saber organizado en dos nivelesvel del saber-hacer, es decir, de los tippsadeas,
problemas y las técnicas que se construyen y attilizara abordarlos; y el nivel de saber, estoaepaite
descriptiva, organizadora y justificadora de lavadtad matematica. De aqui proviene la nocion degologia
como la unién de los términos “praxis” o saber-ngcdogos” o saber.

? Chevallard (2005) denomingedagogia monumentalista la tendencia presente en las instituciones

caracterizada por ensefiar la matematica como s fule monumento que ha perdido su funcionalidael squo
honra formalmente, y que no tiene mas que rarose@sp
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reformas educativas han sustituido el estudio éstmnedQ por el aprendizaje de respuesRagisi,

los programas de estudio se conforman en una suacesi respuestas que no se sabe bien a qué
responden. Las cuestiones a estudiar son cuestionestas”, carentes de sentido y de razéon de ser
para los alumnos y en la mayoria de los casos.i¢éanpara los profesores.

Con la definicion de los REI se plantea la posiaii de redefinir los programas de estudio a
partir de un conjunto de cuestiones “cruciales’gerferatrices”. Se plantea necesariamente también
una redefinicion del modelo de ensefianza traditipmi la pedagogia dominante. La ensefianza de
los REI requiere ingresar en un modelo denominalgd ¢uestionamiento del mundo”, caracteristico
de una pedagogia conocida como “pedagogia dedatigacion”.

Una enseflaza por REI consiste en pilotear el RBulaedo dialécticas fundamentales
Chevallard (2007, 2009). Estas dialécticas sonrealm®saber-hacer, considerados “gestos del estudio
y de la investigacion”. Se denominan: dialéctieh paracaidista y de las trufadel tema y fuera-de
tema de las cajas negras y cajas claraie la excripcion textual y de la inscripcion textude la
conjetura y de la prueba — que posteriormente dewola dialécticade los media y medise, de la
producciéon y recepcigndel individuo y del conjunt@ de la autonomia y de la sinonimia y la
dialécticade las cuestiones y respuesti@scual sin dudas, es el motor de una ensefiarzBRE. A
continuacion se describen brevemente dichas digdéct

2.1. Las dialécticas en la Teoria Antropolégica de Didactico

Dialéctica del paracaidista y de las trufas: eslos términos se deben al historiador francés
Emmanuel Leroy-Ladurie, quien clasificé a los histdores en paracaidistas y buscadores de trufas.
Por un lado, los paracaidistas realizan una exglimaen extensas areas de territorio — como los
soldados franceses en Argelia en 1960 —; mientadliscadores de trufas sacan a la luz tesoros
enterrados.

“Buscadores de trufas” y “paracaidistas”: Los priosehurgan en tormo a si
con las narices metidas en la tierra; en tantolagisegundos descienden en
medio de las nubes, inspeccionando el panoramadie @l campo, pero
desde una altura tan elevada que no alcanzan ibipexan claridad nada en
detalle” (Leroy-Ladurie, en Alvarez, F., 1990, p.99

Estas metéforas se refieren a la condicion de egdoes que asumen los actores del sistema
didactico, quienes por un lado, toman una gramuésa del problema y exploran el terreno desde muy
“arriba”, para lo cual, se requiere incorporar &tg de “inspeccionar zonas de gran alcance”. takro
inspeccion, dificilmente encuentra de inmediatque se busca, y requiere de gestos de acercamiento
y enfoque sobre el terreno de los hallazgos, paabizar la utilidad de lo encontrado, lo cual pdié
hallar cosas “inesperadas”, que pueden resultamillas” que permitiran progresar en la investigacio
y en algunos casos, obtener respuestas parcialescaestion. Es importante destacar que esta
dialéctica es totalmente contraria a la idea habde inmediatez y a su consecuencia, la trivielza
de las soluciones, que suele caracterizar lassclisenatematica, donde las respuestas se presentan
como inmediatas, pre-digeridas y “viven” a lo sunnua clase.

Dialéctica de entrar y salir fuera-de tema: cuarelo,el transcurso de un REIl, se buscan
respuestas en “sentido fuerte” a una cuestidonrexssp habilitar la posibilidad de salirse del temha
que inicialmente pertenece dicha cuestion, inchesta la posibilidad de salirse de la disciplina de
referencia, para reingresar posteriormente. Restdente que las cuestiones generatrices que
pueden dar lugar a recorridos amplios de estuitivestigacion pocas veces pueden circunscribirse en
el &mbito limitado de un Unico sector o incluso Uneca disciplina (Chevallard, 2007).
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Dialéctica de las cajas negras y las cajas clamsefiere al proceso segun el cual se establece
qué conocimiento es pertinente y merece ser adaradalizado, etc., mientras se dejan, si es
necesario, ciertos saberes a ensefiar en un “révegrid’ (Chevallard, 2007). Asi, quedan en gris,
ciertos saberes que no son necesarios para respamdestion generatriz o sus cuestiones derivadas
Esta dialéctica se opone al habito escolar qugeraral, aspira a una claridad completa.

Dialéctica de la “excripcion” textual y de la ingmion textual (también llamada de la lectura 'y
de la escritura): se refiere al proceso de evaatrdnscripcion formal de respuestas parciales ya
existentes, consideradas pertinentes, que puedaiucio a la construccion de la respuesta a la
cuestion planteada, mientras se cuestiona el womae se ha encontrado inscriptas a las posibles
respuestas, se trata entonces de tomar de elastéaltil y volver a escribirlas en notas de siste
glosarios, etc. (Chevallard, 2007). Esta dialécgsta relacionada con la dialéctica anterior (cajas
negras y cajas claras) porque es necesario estabieaivel de “gris”, o de profundidad con el cuél
transcribir las respuestas parciales ya construidas

Dialéctica de la conjetura y de la prueba: se mrefé saber construido en un curso de estudio e
investigacion, al que se considera como productardeconjetura y que como tal, debe ponerse a
prueba. Luego, esta dialéctica se designé conmbrede la dialéctica medio-media (entendiendo por
“media” a todo sistema que emite mensajes en dinec ciertos publicos, como por ejemplo, un
diario, un programa de television, el curso defgsor, un “tratado” sabio, etc.) y medio (a la Boci
originada en la Teoria de las Situaciones Didastia Brousseau). La actividad de modelizacion
matematica que “vive” en una ensefianza por REldéale desarrollarse si para la elaboracién de las
respuestas provisionales, los estudiantes dispdeealgunas respuestas ya establecidas. ¢Cémo
acceden a ellas?, a través de los diferentes madiosmunicacién y difusion, es decir, a travékde
media que al ingresar al medio son transformadoneogporados a él, en el proceso de elaboracion de
posibles respuestas a las cuestiones (Mariettd)200

Dialéctica de la produccion y la recepcion: seatrdél proceso que conduce a difundir y
defender la respuesta desarrollada por la comurdéadstudio, favoreciendo una ensefianza de la
matematica basada en la modelizacion. Los saberesmimportanteper se— monumentalismo —,
sino por el tipo de respuestas que permiten ap®éatrata de un saber que es el producto de la
actividad matematica de la comunidad de estudio.

Dialéctica del individuo y del colectivo o de lat@momia y de la sinonimia: es un proceso que
consiste en el estudio colectivo de la cuestidblprodtica que se ha planteado y a la vez en efteepa
de las responsabilidades y de asignacion de lasstapara volver a incorporarse a un proceso
colectivo, para dar una respuesta. La integrac®rnadmodelizacion matematica en la actividad
cientifica escolar requiere potenciar el papel @leedmunidad de estudio junto con el papel del
profesor como director del proceso de estudio. Estewunidad de estudio debe estudiar
colectivamente la cuestion y producir conjuntamemta respuesta. Esta dialéctica desplaza el “actor
del estudio”: pasa del individuo a la comunidad.eEfudio en conjunto de las cuestiones permite
defender las respuestas producidas por la comurgdatlgar de aceptar la imposicion de las
respuestas “oficiales” admitidas por la instituce&eolar.

La dialéctica de preguntas y respuestas: estad@raton de una ensefianza por REI. Se refiere
al hecho de que toda blusqueda genuina y no simdidaspuestas a las cuestiones, genera nuevas
preguntas que la comunidad de estudio decidirddeugimrémo van a responder.
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3. Preguntas de la investigacion
En este trabajo abordamos las siguientes cuestiones

» ¢Como son las primeras fases del proceso de imggedidactica de posibles REI?
» ¢ Qué caracteristicas tiene una cuestion geneadgiada?
* ¢ Qué dialécticas es mas plausible implementar gest#on de los REI propuestos?

4. La ingenieria didactica de los Recorridos de Bstlio e Investigacion (REI) en torno a
los modelos de mercados de oferta y demanda

El mercado se define como cualquier conjunto destreciones o acuerdos de negocios entre
compradores y vendedores: comprar y vender a wrndietado precio. En contraposicion con una
simple venta, el mercado implica el comercio regylaegulado, donde existe cierta competencia
entre los participantes. El mercado se define tdmigiomo el ambiente social que propicia las
condiciones para el intercambio. Se interpreta clamostitucion u organizacion social a travésale |
cual los ofertantes (productores y vendedores)matielantes (consumidores o compradores) de un
determinado bien o servicio, entran en estrechacidel comercial a fin de realizar ciertas
transacciones comerciales (Schiller, 1994; Gouddelar, 2000; Chiang, 1987).

Un modelo econémico construido adecuadamente, pudgdenar y/o predecir, de forma
aproximada, el comportamiento del mercado. Por@@npredecir el precio que justifica el mercado
o el nivel de produccién que maximiza cierto basiefiun modelo econdmico contiene dos tipos de
variables: las variables cuyos valores solucidhadkan a partir del modelo se conocen como variable
endogenas (originadas desde dentro del modelas wdriables que se suponen determinadas por
fuerzas externas al modelo y cuyas magnitudeseqgaat como datos dados se denominan variables
exdgenas o parametros (originadas desde afuenacdiello).

Un aspecto central en un modelo de mercado esclémde equilibrio y una de las ecuaciones
mas importantes asociada al mismo esta dada pgudédad entre la cantidad demandada del bien o
servicio y la cantidad ofrecida. Un estado de émjigl para un modelo especifico es una situaci@ qu
se caracteriza por una falta de tendencia al carisizina situacion que, una vez alcanzada, tiende a
perpetuarse a menos que cambien las fuerzas externa

La nocion de equilibrio puede clasificarse seguadeesibilidad (accesibilidad supuesta o nada
se supone respecto a la accesibilidad) y segustafl@ (deseable o indeseable). Dentro del estado
deseable, a su vez, se clasifica en finalista finadista. A su vez, dentro de la variedad finalise
clasifica en optimizacion y programacion matematidantro del estado no finalista, en equilibrio
parcial de mercado y equilibrio general de merc&imstruimos el esquema siguiente para mostrar
las posibles clasificaciones del equilibrio de radizque originaran distintos recorridos:
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EQUILIBIO DE MERCADO

Se supone alcanzable Nada se supone de su accesibilidad

(Incorporacion de la variable tiempo)

ot empio il de | | ovcicmo. el mixino | [ Tiempo disereto Tiempo continuo
equilibrio de la renta beneficio descie el punto de L I AR S )
- : N experimenta un cambio solo cambio en cada punto del
pasionaliconisenne0 pheew e una vez en cada periodo de tiempo. Por ejemplo, en la
tiempo. Por ejemplo, si el capitalizacion continua del
interés es capitalizado al final interés.
de cada seis meses.
I 1
Finalista No finalista
Aspiracion conciente de alcanzar un objetivo No aspiracion conciente de alcanzar un objetivo particular. Por ejemplo,
particular. el equilibrio conseguido por un mercado bajo condiciones dadas de oferta

y de demanda, y el equilibrio de la renta nacional bajo condiciones dadas
de modelos de inversion y consumo.

| ]
S, Equilibrio de mercado
Optimizacion f Programacion \ [ - i ]
Restricciones de la forma magtemética (Mercado con » bienes, n € N )
2l )Se Restricciones de la forma

g(x,..,x,)<c
g(x,,..,x,)<c

o Sin>1 Sin=1
g(xl’“"x") - Mercado con 7 bienes Mercado con un tnico bien
K g(x,....x,)>c / Equilibrio general Equilibrio parcial

Esquema 1.Se presentan las posibles clasificaciones delibrjoide mercado

Asumiendo cualesquiera de las posibles clasificesi@nteriores, pueden formulase cuestiones
cuyas respuestas —en sentido fuerte— se mateniakce la construccibn de un conjunto de
Organizacion€'s (praxeologias) Matematicas (OM) articuladas enfreLa cuestion que dirige el
andlisis del equilibrio de mercado bajo la hip&etel equilibrio alcanzable g€€omo hallariamos el
conjunto de valores de las variables endégenassatisfarian la condicion de equilibrio del modelo?
Habiendo hallado el punto de equilibrio puede fdarse la siguiente cuestion, derivada de la
anterior,¢, COmo y cuanto se modificaria la posicion del éopid en respuesta a cierto cambio en un
parametro del modeloRor otra parte y bajo la hipotesis de accesildlidial equilibrio no supuesta, la
cuestidéng, Tenderan las diversas fuerzas del modelo a contiacia la posicion de equilibrio@irige
este analisis. Responder estas cuestiones impticandlisis y estudio no sélo matematico, sino
también, econdmico. Construimos la tabla siguipara presentar las posibles hipotesis respecto a la
accesibilidad del estado de equilibrio y las coests que podrian formularse a partir de ellas. A su
vez, presentamos coémo se denominan en Microecoreadéauno de los andlisis que estas cuestiones
generan.

% El término de organizacién matematica es equivalahde praxeologia matematica.
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HipotesisHy: Se supone que el estado de equilibrio es

alcanzable. “Ac

cesibilidad supuesta”

HipotesisH;: Nada se sabe
respecto a la accesibilidad del
estado de equilibrio es
alcanzable.

ANALISIS ESTATICO
(El analisis se centra en
hallar el valor del punto de
equilibrio)

ANALISIS ESTATICO-
COMPARATIVO
(El analisis se centra en hallar ¢
valor del punto de equilibrio,
modificar los parametros del
modelo y luego, comparar ambg

ANALISIS DINAMICO
ol (El andlisis se centra en incluir la
variable tiempo y analizar si el
punto de equilibrio es 0 no

DS alcanzable)

estados de equilibrios)

CuestionQq: ¢, Cémo 3
hallariamos el conjunto de
valores de las variables qu
satisfaran la condicion de

equilibrio del modelo?

CuestionQq: ¢ Como y cuanto se
modificaria la posicién del
e equilibrio en respuesta a ciertg
cambio en un parametro del
modelo?

CuestionQ,: ¢ Tenderan las
diversas fuerzas del modelo a
conducir hacia la posicion de

equilibrio?

Tabla 1. Se presentan las posibles hipotesis, las cuestjolassdenominaciones de los analisis
microecondémicos.

El estudio de la cuestidQ,: ¢ Como hallariamos el conjunto de valores de lasaldes que
satisfaran la condicion de equilibrio del modela®nduce al estudio de un conjunto amplio de
funciones y de su comportamiento pues, dependidadas hipétesis de partida que se formulen, las
funciones de oferta y de demanda pueden ser dgutesatipo. Considerando que el equilibrio existe y
es alcanzable, el estudio de la cuesfinpasa a considerar dos grandes tipos de equildwio
mercado: elequilibrio parcial y el equilibrio general El primer caso trata un modelo de
determinacion del precio en un mercado aisladoflrasiones de oferta y demanda de un articulo son
funciones del precio de ese articulo exclusivameBtesegundo caso corresponde al equilibrio
general, donde la funcion de demanda de un artétride tomar en consideracién el efecto no sélo del
precio de ese articulo, sino de todos los artiadtz&ionados con él. Lo mismo ocurre con la fumcio
de oferta. En cada caso de equilibrio de mercadofunciones oferta y demanda pueden o no ser
lineales.

Asumiendo la hipétesis de equilibrio de mercadaratable, formulamos otra hipétesis, que
denominamosl,. Esta hipotesis especifica méas respecto al equilite mercado.

H,: El equilibrio en el mercado se alcanza si, y ssilda demanda excedente es cero. Esto es:
Q,(p) —Q.(p) =0, siendoQy la funcion de demanda (cantidad demanda@a)a funcion de oferta

(cantidad ofrecida) p el precio de la mercancia.

Bajo esta hipétesis, podemos enunciar una nuedesig con el objetivo de precisar respecto a
la naturaleza de las funciones de oferta y de ddamabenominamos esta hipoétesis par y una
nueva cuestion, derivada g, que denominaremd3y 1

Hs: Las funcione®)y y Qs son lineales y dependen del precio de una Uniceameia.
Qo.: ¢ ComMo determina®q y Qs para hallar el equilibrio de mercado?
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Considerando las hipétesis anteriores podemos raéman modelo de mercado que permita
responder la cuestion plantea@g;. Puesto que se considera una Unica mercanciagsdlecesario
incluir tres variables en el modelo: la cantidachdadada de la mercanci@y), la cantidad ofrecida
de la mercanciay) y su preciof).

Hasta aqui, hemos especificado que las funcionedeti y de demanda son ambas lineales.
Consideremos uno de los postulados basicos dg tkeleferta y de demandan aumento en el precio
tiende a disminuir la demanda y a aumentar la efemhversamente, una disminucion en el precio
tiende a aumentar la demanda y disminuir la oferfa partir de este postulado obtenemos
especificaciones que nos permiten construir un todeterminado. Debemos suponer entonces,
atendiendo este postulado, que la curva de ofsrtana curva creciente mientras que la curva de
demanda es decreciente. Proponemos asi una nugdtedis, que denominamd4,. Con estas
especificaciones podemos aportar una respuesteuastionQ ;.

H,4: La funcionQqes lineal decreciente y la funci@q es lineal creciente.
Qo.: ¢ComMo determina®q y Qs para hallar el equilibrio de mercado?

El modelo lineal queda construido de la siguiendmena:

Qd =Qs
Q;=a-b.p(ab>0)
Q. =-c+d.p(cd>0)

La primera ecuacién corresponde a la ecuacion giglilrio de mercado; la segunda, a la
ecuacién de la cantidad demandada en funcion delgdel bien y la tercera, a la cantidad ofrecida
en funcion del precio del bien. Los pardmetaysb, ¢ y d se consideran positivos. Cuando
representamos la funcibn demanda, como en la Figjuisu interseccion vertical esta any su
pendiente es b, que es negativa, tal y como se necesita. Ladarndé oferta también tiene el tipo de
pendiente requeridal positiva, pero su interseccion vertical es negaten —c. Consideramos una
interseccion vertical en un valor negativo puesedéa manera, la curva de oferta tiene una
interseccién con el eje horizontal positiva, pragaeen la Figura 1 comB;, y en consecuencia
satisface otra de las condiciones fundamentalasmemodelo de oferta y de demanda que es que la
oferta no aparezca a menos que el precio seaesuganente positivo y alto.

Cantidad (Q) /
aq
Demanda (Qy) /
/
/Oferta Q)
/
/ /
/
/
q Punto de equilibrio
/ (Pes %)
/
P, Pe Precio (p)
L
y ]
/
/ !
/
-08

Figura 1. Se representa la recta de ofertg (@ recta de demanda )y el punto de interseccién de ambas,
esto es, el punto de equilibrio.(e)
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Luego de construir el modelo —que también puedeaese considerando el precio dependiente
de la demanda y de la oferta— obtenemos las sokgidel sistema, esto es, los valores del preleio y
cantidad de equilibrio, que denotamos en la Fidusar R Y G..

Hemos mostrado una manera de responder la cuéggipoon la construccién de un modelo
lineal. Decimos “una” manera y no “la” manera p@&da misma cuestion puede responderse a partir
de la construccién de modelos no lineales. Paoa @dlbemos cambiar la hipétesis sobre la linealidad
de las curvas de oferta y de demanda por la dsealidad de ambas o de alguna de ellas. De esta
manera, podemos estudiar Organizaciones Matematitzda/as a funciones no lineales. Por ejemplo,
considerando la hipotesis que denominamos mas klgajomanteniendo la misma cuestion anterior,
podemos estudiar el comportamiento de una funcémaemanda polindmica de grado dos y una
funcién de oferta lineal creciente o viceversaekst un posible recorrido que permitiria el estadio
la funcion polinébmica de grado dos, de la funcidedl y de los sistemas mixtos. En cualquier caso,
las funciones a considerar deben respetar la I¢éy dferta y demanda antes mencionada.

Hs: La funcionQq es cuadratica, la funcid@s es lineal creciente y dependen del precio de ai@u
mercancia.
Qo1 ¢,COmMo determind®y y Qs para hallar el equilibrio de mercado?

Asi, podriamos construir un modelo no lineal cagstecuaciones: la funcién de demanda
(funcién polinomica de grado dos), la funcién dertz (funcidn lineal creciente) y la ecuacion del
equilibrio de mercado. Es facil advertir que losiptes recorridos a considerar bajo la hipétesisale
linealidad no se reducen al ejemplo antes mencartdabra tantos recorridos posibles como tipos de
funciones de oferta y demanda y las combinaciomesrdbos se consideren. Cada uno de esos
recorridos permitira reconstruir y estudiar difeesnOM que conforman la OM de las Funciones.

Los modelos anteriores (ya sean lineales o nolésg@orresponden a modelos de mercado
aislados, donde las funciones de oferta y demaedsdinico articulo dependen solamente del precio
de ese articulo. Pero un cuadro “mas relista” de situacion debe considerar no solo el efecto del
precio de ese articulo sino también de todos ampiedilacionados con él. Cuando los precios de las
otras mercancias se incorporan, debemos ampliesttactura del propio modelo para que permita
determinar los valores del equilibrio de esos opexios. Consideremos esta situacion. Cambiamos
entonces la hipotesis de partida por una que c@hemarias mercancias. La hipétesis que
denominamos a continuacion pdy se ajusta a este caso:

He: En un mercado com (n>1nlIN) bienes se alcanza el equilibrio si y solo si las
Q; —Q, =0 (i=12,...,n), dondeQq corresponde a las funciones de deman@g gorresponde a
las funciones de oferta de cada uno denlbenes.

Con esta hipotesis podemos plantear (al igual gqueria con la hipétesis de dependencia del
precio de una Unica mercancia) tantos modelos c@nhwaleza de funciones de oferta y de demanda
se consideren. Por ejemplo, podemos plantear latdsi{s siguienteH; y formular una cuestion
derivada de la cuestion inicial que denominare@gs

H,: Las funcione®)s; y Qq son lineales y dependen del preciodeercancias (para=12,...,n).
Qo2 ¢ Como determinar cada una deQgs/ Qg para hallar el equilibrio de mercado?
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Segun intervengan mas articulos en un modelo, halsd variables, mas ecuaciones, y las
ecuaciones seran mas complejas. En general, corroantias en total, podemos expresar las
funciones de oferta, de demanda y la ecuacion uiéle de la siguiente manera:

Qi = Qui(Py Pyye-sPy) (i =12,...,0)
Qs = Qq(Pus Py Py) (1 =12,...,1)
Qdi _Qsi :O(I = 1'2!"'!n)

De acuerdo con los subindices de las ecuacionefeda y de demanda, el modelo posee una
cantidad de 2 ecuaciones (lineales segun nuestra hipotdsipero que, tal como lo mostramos
anteriormente, podrian no serlo). Al adicionarledadicion de equilibrio, el modelo se completa con
un total de B ecuaciones. No obstante, sustituyendo las funsi@hey Qg en la ecuacion de
equilibrio, podemos reducir el modelo a un total rdecuaciones simultaneas. Podemos escribir
entonces el conjunto anterior de ecuaciones ussdidda ecuacion de equilibrio, que llamarerios

E. (P, Pyv P,) (i=12,..n)

Resolviendo simultdneamente lascuaciones, podremos determinarriggecios de equilibrio
Pei Y posteriormente los valores correspondientes @datidades|; para cada =12,...,n. De esta

manera, podemos reconstruir la OM relativa a Istesias d& ecuaciones lineales conincognitas.
Si ademas, cambiamos la hipotesis de linealidathsléuncioneQs; y Qg por la de no linealidad
podemos construir cualquier OM que compone la OMA\Ebra Matricial.

El analisis del punto de equilibrio que hemos dar&mado hasta aqui se denomina analisis
estético. Este analisis se centra en hallar losremlde equilibrio de las variables endbégenas del
modelo, es decir, el precio y la cantidad de dopudi Un punto débil de este andlisis es que cuardo
cambia el valor de alguno de los parametros deletoockl estado de equilibrio puede no ser
alcanzable. Entonces, si cambiamos el valor denalgle los parametros podemos realizar dos
recorridos: uno, suponer que el “nuevo equilib®s’ alcanzable, y entonces analizar la direccién y
amplitud del cambio; el otro, no suponer nada respe la accesibilidad del nuevo estado de
equilibrio y entonces realizar un andlisis incluyerla variable “tiempo”. En este ultimo caso,
podemos a su vez, considerar dos posibles receriodacuéles dependeran de la variable “tiempo”: si
la suponemos discreta o continua.

Supongamos que, luego de realizar cambios en aldgenos pardmetros del modelo, el nuevo
estado de equilibrio es alcanzable. Continuemodaohipotesid, (equilibrio alcanzable) ¥, (el
equilibrio en el mercado se alcanza si y solo dsidlaanda excedente es cero). Nos interesa responder
la cuestidn siguiente, que denominar@ys

Q1. ¢Como y cuéanto se modificaria la posicion delildgio en respuesta a cierto cambio en un
parametro del modelo?

El andlisis que esta cuestion implica se denomiddisas estatico-comparativo. Este analisis
trata la comparacion de los diferentes estadosqdiil@io. Por esta razén, una de las hipotesis de
partida es que existe un equilibrio inicial. De vmaqui, excluimos la posibilidad que el equilitsea
inestable, porque suponemos que el nuevo equildzrialcanzable, tal como lo era el anterior. Ahora
bien, si introducimos un cambio que desequilibrenetielo — mediante una variacion en el valor de
algun parametro — por supuesto el equilibrio imicambiar4. Como resultado, las variables precio y
cantidad deberan experimentar ciertos ajustes. &swlm como hipotesis que el nuevo estado de
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equilibrio puede alcanzarse, hipotesis que denamosdls, planteamos la cuestion siguierdg;
derivada de |®)::

Hg: Se asume que existe y el alcanzable un estadquiliébrio ante cualquier cambio que desequilibre
el modelo.
Q..1: ¢Como se puede comparar el nuevo equilibrio tanterior?

La comparacién a través del andlisis estatico-coatipa puede ser de caracter cuantitativa o
cualitativa. Si, por ejemplo, nos interesa la daaestelativa a como varia el valor de equilibris (e
decir, si crecera o disminuira cuando se incremehtesto de algun bien), el analisis sera cusldat
porque soélo estudiamos la direccién del cambioo Bemos interesa la cuestion relativa a cuanto
variara el valor del equilibrio, estudiaremos lagm&ud del cambio, y entonces, el analisis serd
cuantitativo. Sin embargo, si obtenemos una respuagntitativa podemos identificar la direccion
del cambio a partir de su signo algebraico. Asd, curestion a responder podria ser la siguiente:

Q12 ¢Como hallar la tasa de cambio del valor de ibgagilde una variable endégena con respecto al
cambio en un parametro particular o variable exagen

La respuesta a esta cuestion nos permite recansruDM relativa a la variabilidad de
funciones, que contiene la OM de la nocién derivada OM del limite de funciones. El estudio a
realizar dependerd de la naturaleza de las furgiaee oferta y de demanda que, tal como lo
mencionamos anteriormente, pueden o no ser linggleeden o no depender de una Unica variable.
Presentamos aqui, a modo de ejemplo, el caso méticseEste caso corresponde al modelo con un
anico bien y con funciones de oferta y de demanuzaa lineales. Este modelo es el siguiente:

Q; =a-b.p(ab>0)
Q,=-c+d.p(c,d>0)

Qd = Qs
El precio y la cantidad de equilibrio obtenidasaatip de este modelo son, respectivamente,
p, = SJ’S Yyq-= at? _SC. Ambas soluciones se denominan formas reducides tamto el preciqf)
+ +

como la cantidadgt) han sido reducidas a expresiones explicitassledatro parametras b, cy d.

Para hallar como afectard — por ejemplo, al vaéqued- un cambio infinitesimal en uno de los
parametros tenemos que diferenciar parcialment®tass reducidas con respecto a cada uno de los
parametros. Si determinamos el signo de la deripageial, conocemos la direccion del cambio. De
igual manera, procedemos respectp. a

Considerand@,, por ejemplo, se pueden obtener las cuatro dexs/pdrciales a partir de su
a+c

b+d

expresion reducida, es decir, a partirp:ele:

op. _ 1 .0p,_—-(a+c).op, _ 1 op, _—-(a+c)

da b+d b (b+df ac b+d  ad (b+d)

Recordemos que todos los pardmetros, en este medédm restringidos a ser positivos, y por
lo tanto se puede concluir que:
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o 0P - 1 5y OP._0p._—(a+0)
da dc b+d ob ad (b+df

Graficamente también podemos observar que ocurreaizamos un cambio en uno de los
pardmetros. Presentamos aqui, a modo de ejemptn,es@aso de la variacion del parame#o
(ordenada de la recta de demanda).

--------------- Qd1: Recta nueva de demanda con ordenda mayor a la de Qd
————— Qy,: Recta nueva de demanda con ordenada menor a la de Q
.(pe;qe) Punto de equilibrio. Interseccion entre Qd y C)s

o (p1;q1) Punto de equilibrio nuevo. Interseccion entre Qd1 y Qs

) (p2; q2) Punto de equilibrio nuevo. Interseccién entre de y Qs
91

el

K emanda (Q) ;

p2 pe p1

Figura 2. Se representan las variaciones del punto de kqaibegun se varie el paramedro

Concluimos que cuando el paramedr(ordenada de la recta de demanda) aumenta, el dant
equilibrio también aumenta tanto en el precio c@mda cantidad p, > p, y ¢, > q,), mientras que
cuando el parametr@ disminuye p. y 0. también [, < p, y 0, <0,). Podemos realizar un analisis

analogo para las variaciones de los demas par&@néiste resultado coincide con lo obtenido por las
1

b+d

>0, con lo cual la relacion de cambio es

derivadas parciales. Tengamos en cuenta%ﬁs&—
a

directa.

Estas conclusiones pueden obtenerse con la gsiloacuando la cantidad de variables y de
pardmetros del modelo permiten realizar la reptas&m. Si consideramos los modelos de mercados
con n mercancias, esta técnica falla. Consideremos esdola hipétesis para el modelo con
mercancias (que denominambig), formulemos la misma cuestion anterior y analicencémo
podriamos responderla:

He: En un mercado combienes se alcanza el equilibrio siy solo si@s—Q,, =0 (i =12,...,n).

Q.2 ¢COmo hallar la tasa de cambio del valor de ibguailde una variable endégena con respecto al
cambio en un pardmetro particular o variable exéa@en

Presentemos nuevamente el modelo de mercado lgiemes, construido anteriormente, bajo las
hipotesis del equilibrio accesible:

Qu = Qu (P PyyeesPy) (1 =12,...,0)
Qy = Qu(Py PoyesPy) (1 =12,...01)
Q; —Q,=0(i=122,...n)
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Para obtener las soluciones del modgly . parai = 12..n debemos utilizar alguna de las

técnicas del algebra matricial. Luego, nos inteestadiar como afectara un cambio infinitesimal en
cada uno de los parametros a cada valop.dg de g.. Nuevamente aqui habria que diferenciar
parcialmente las formas reducidas con respectda wao de los parametros y obtener conclusiones a
partir de la expresion de las derivadas parciddds;omo en el caso anterior. En este caso resulta
imposible realizar un andlisis a partir del grafgor limitaciones dimensionales, por lo tanto, la
técnica de diferenciacion es la Unica posibilidad.

El estudio de las derivadas parciales permite zarakl tipo mas simple de problemas de
estatica-comparativa, en los cuales la soluciéregeilibrio del modelo puede expresarse en la forma
reducida. En ese caso, la diferenciacién parcialadeolucién dara directamente la informacion
estatico-comparativa deseada. Recordemos queitacdef de derivada parcial requiere la ausencia

de cualquier relacion funcional entre las variabtetependientes (por ejemplo), de modo que

pueda variar sin afectar a los valoresxje.., X . Esto significa, en el analisis estatico-compueati

que los pardmetros y/o las variables exdégenasppre@en en la solucion en forma reducida deben ser
independientes entre si. La estatica-comparativarégla inestabilidad del modelo. Es decir, ignora
gue el nuevo equilibrio no se alcance jamas. Eidistde tal proceso pertenece al campo denominado
dindmica econémica. En este analisis dinAmicoipétésis de partida es que nada se sabe respecto a
la accesibilidad del estado de equilibrio. Hemasodginado esta hipotesis cbh.

H;: Nada se sabe respecto a la accesibilidad delcedtaequilibrio a medida que transcurre el tiempo.
Q..1: ¢Como cambia una variable a lo largo del tien{dd€ctacion temporal de las variables)
Q..: ¢ Tenderan a converger hacia ciertos valoresulgbemp? (Cuestion de accesibilidad)

Para responder las cuestioigs y Q.. debemos introducir en el modelo la variable “tiefnp
La introduccion de la variable tiempo nos perméteonstruir dos Organizaciones Matematicas: una de
ellas, la que se construye considerando a la Variedmpo como una variable discreta, la OM retativ
a las ecuaciones en diferencias; y la otra, lasgueonstruye considerando a la variable tiempo como
una variable continua, es decir, la OM relativa&@ctulo diferencial e integral. Podemos formulas do
nuevas hipotesis (una de ellas denomindglg la otra,Hig). En cada caso, mantenemos las mismas
cuestione€), 1y Q..

Ho: La variable experimenta un cambio sélo una vezagla periodo de tiempo (Variable discreta).
Q..1: ¢,Como cambia una variable a lo largo del tien{ddectacién temporal de las variables)
Q..: ¢ Tenderan a converger hacia ciertos valores wiébep? (Cuestion de accesibilidad)

Al responder estas cuestiones bajo la hipotesidielgpo discreto, podemos reconstruir la
Organizacion Matemética relativa a las ecuaciomediferencias. En el tiempo discreto, la variable
dependiente solamente cambiara cuando la varitiblapo” cambie de un valor entero al siguiente,
por ejemplo, dd =1 at = 2. Mientras tanto, no se supone ningin cambio earable dependiente.
En este sentido resulta méas apropiado interpresardlores dé cémo referidos a periodos de tiempo.
Cabe destacar que el término periodo se utilizzcenomia no en el sentido del calendario, sind en e
sentido analitico. Es decir, un periodo puede imralr una cierta extension de tiempo de calendario
en un modelo econémico particular, pero una totatenéistinta en otro. Es mas, ain en el mismo
modelo, periodos sucesivos no necesariamente dggaesignificar igual tiempo de calendario. Un
periodo es el lapso que transcurre antes de quariEble dependiente experimente un cambio. De
esta manera, si queremos analizar como varia dattenvariable “y” segun un tiempo t discreto

debemos considerzﬁl. Si en cambio, consideramos la hipotesis de lalviarcontinua (denominada
t
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Hig) y mantenemos las mismas cuestion€s;(y Q.,), podemos reconstruir la Organizacion
Matemaética relativa al calculo diferencial e insgr

Hio: En cada punto del tiempo, le ocurre algo a leabée (Variable continua).
Q..1: ¢ Como cambia una variable a lo largo del tien{ad€ctacion temporal de las variables)
Q.. ¢ Tenderan a converger hacia ciertos valores wiébgp? (Cuestion de accesibilidad)

En cualquiera de los casos, la busqueda de reapuadas cuestiones conduce a las tareas,
técnicas, tecnologias y teorias matematicas declaaciones en diferencias (tiempo discreto) por un
lado, y del calculo integral y las ecuaciones éifierales (tiempo continuo), por otro.

Mencionaremos finalmente las OM que podemos cansircecorremos la rama del Esquema 1
que contempla el equilibrio denominado “finalist&kecordemos que este tipo de equilibrio de
mercado pretende alcanzar un objetivo determinamop puede ser la optimizacion de funciones y la
programacion mateméatica. Dependiendo del tipo d&iceiones podemos considerar dos posibles
recorridos. Por un lado, podemos formular cuestisaspecto a la maximizacion y/o minimizacion de
funciones. Estas funciones podrian ser las funsibeeeficios, funciones costos, etc. Dependiendo de
la naturaleza de estas funciones pueden estugiaesmnstruirse las OM relativas a Funciones y, la
OM en torno a la Derivada. Por otra parte, la mogicion matematica permite estudiar la
Organizaciéon Matematica en torno a las inecuaciones

Conviene destacar que, cuando se pretende implanmagtino de estos posibles recorridos, las
hipétesis formuladas no se explicitan a los alumom®o tales. Estas hipétesis, conocidas por el
profesor, quedan implicitas en los datos de loblpnoas que los alumnos deberdn resolver. Por
ejemplo, la hipétesis de linealidad serd considefat el profesor en el momento en que disefie la
secuencia de problemas y cuestiones para los akimno

Construimos el esquema siguiente con el objetivoreimir cada uno de los posibles
recorridos, dependiendo de las hipétesis considerdds cuestiones planteadas y las OM que se
pretenden estudiar y/o reconstruir para dar respsies
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IR ESTUDIO DE LA DINAMICA DE MERCADO

Se supone alcanzable el equilibrio de mercado

(Ho; Qo; O

Nada se supone del equilibrio de mercado
(Hy; O5)

Equilibrio de mercado

Optimizacion Programacion
£ Mftie e (Mercado con i bienes)

(Hsg; Qo.g)
s
| v

Sin=1 Sin=1

Mercado con n bienes Mercado con un tinico bien
Equilibrio general Equilibrio parcial
(H7: o) (H. Hy, Hy: Opy)
ecuaciones lineales
]
v v

Busqueda del estado de
equilibrio seassunss
ANALISIS ESTATICO
;Oué valores de las
variables tenderdn a
perpetuarse?

(Huy: Op)

El equilibrio ;es estable? *I

Comparacion entre distintos
» estados de estado de equilibrio
ANALISIS ESTATICO-
COMPARATIVO
(cComo v cudnito se modificaria la
posicion de equilibrio ern
respuesta a cierto cambio en un
pardmetro?
(Ho, Ho: Os): (Hy: O11: O12)

| l
Tiempo discreto Tiempo continuo
(Ho: 0213 O22) (Hip: 0212 O23)

OM Equacionss en difercacias | OM Caleulo diferencial e integral

Estando fuera de la posicion de
equilibrio
ANALISIS DINAMICO
¢ Tenderan las diversas fuerzas del
modelo a la posicién de equilibrio?

(Hy: On)
|
v v
El equilibrio El equilibrio
finalmente se finalmente NO se

puede alcanzar. puede alcanzar.

Esquema 3.Se presentan los posibles recorridos, las cuest@mmnesponder y las OM posibles a reconstruir.

De los posibles recorridos caracterizados antegnte; hemos realizado la implementacion
durante el afio 2011, del que esta representadioE=geema 3 por una linea punteada. Los resultados
de esta implementacion se encuentran en procesodlisis. Este recorrido particular nos permitié
reconstruir la OM relativa a |&uncion Linea) la OM referente &ectas en el planda OM de
Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos inaggpila OM en torno aLimite y Derivadade

funcionesdesde el punto de vista de la variabilidad.
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3. Conclusiones

Este trabajo logré6 dos objetivos centrales: porlago, mostrar las primeras fases de la
ingenieria didactica en la construccion de posibksorridos de estudio e investigacion cuyas
cuestiones e hipotesis de partida provienen dedeokconomia, presentando ademas las praxeologias
matematicas que podrian construirse para dar refspua las cuestiones; por el otro, anticipar como
podrian operar las diferentes dialécticas que pre@fzhevallard (2007).

Respecto a las fases de la ingenieria didacticagpfelesarrollado y caracterizado en el trabajo
las maneras de construir diferentes recorridos ifiemdo asi dar un sentido a diversas nociones
matematicas. Ademas, hemos mostrado que las questgeneratrices y sus derivadas deben ser
generativas Es decir, una cuestibn debe permitir generar amicmds a medida que se van
estableciendo condiciones e hipétesis distintas.

Con relacion a las dialécticas y a la anticipacide coémo podrian operar en las
implementaciones de estos posibles recorridosmdiseque estas dialécticas regulan todo el proceso
de estudio en una ensefianza por REI y considergo®$as mas relevantes serian: la dialéctica de
salir y entrar del temadel medio-mediade las cajas negras y cajas clargsde preguntas y
respuestas.

« Responder la cuestiopCémo hallariamos el conjunto de valores de lasabdes que
satisfaran la condicion de equilibrio del modeloitnplica investigar respecto al
comportamiento de los modelos de mercado, queyiedas leyes de oferta y de demanda y
el punto de equilibrio. Consecuentemente debessalite la cuestion para estudiar e
investigar qué es un modelo de mercado, como seartam la oferta y la demanda, como
construir el modelo, qué es el punto de equilibciamo se obtiene, etc. Asi, se tiene una
salida al area de la microeconomia, pero tambiEdrea de la matemética pues para
construir el modelo debe estudiarse cémo hallaetasmciones de las curvas de oferta y de
demanda, y cdmo resolver sistemas de ecuacionegst@aemanera operaria la dialéctica
denominadaalir y entrar del tema

« La dialéctica denominada dmledio-medianvolucrara la gestién de la informacion aportada
por los distintos medias. En estos posibles radmsri estosnedias podrian ser libros de
economia, de microeconomia, de matematica, ungqmofde economia, Internet, etc. Esta
“informacion” debera gestionarse adecuadamente deera tal que contribuya a la
construccion del medio y se pueda aportar una estp@ la cuestion planteada.

« La dialécticade las cajas negras y cajas claragigira analizar cudl es el saber pertinente
para resolver cierta cuestion y cuanto se va aupdifar en él. El “nivel de gris”
proclamado por esta dialéctica debera regularseuadamente pues, puede ocurrir que
ciertas praxeologias, matematicas no, se estudien manera superficial, sin la
profundizacion esperada por la cultura escolarg&umalgunas cuestiones en torno a esta
dialéctica tales como ¢En qué nivel de gris reaktaestudio de las leyes de oferta y de
demanda? ¢Cuanto y qué estudiar de sistemas deigms? ¢Cuanto y qué estudiar de
funciones? Estas cuestiones surgiran en el pradessstudio y deberan responderse para
avanzar en la busqueda de respuestas a las ceesiitanteadas. Asi, la dialéctica de
preguntas y repuesta&stara presente en tal proceso de estudio.

Quedan preguntas por responder respecto a efectivilm ensefianza por REI en la escuela
secundaria: ¢Cuéles son las condiciones y limitasialidacticas que influyen en la “economia” y
“ecologia” del REI en la escuela secundaria? ¢ [Benipeles de co-determinacion didactica provienen
las limitaciones y hasta que nivel una ensefianzd&pb puede modificar? En particular ¢ Cudl es el
lugar de la evaluacién institucional en este digpo® ¢Coémo lograr alcanzar un “nivel de gris”

32| Vol. 79 + marzo de 2012 NUMEROS



Recorridos de Estudio e Investigacion co-discipliras a la Microeconomia
V. Parra; M. R. Otero, M. de los A. Fanaro

adecuado en la reconstruccion y estudio de lagplagias a estudiar? ¢Como regular las salidas del
“tema” para no perder la cuestion a respondersEsta solo algunas. Esperamos poder abordarlas y
responderlas en las implementaciones de los pesibtmrridos construidos o al menos, alguna parte
de ellos.
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