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Resumen En este articulo se presentan dos problemas geaocosétjue involucran la nocién de
variacién, analizados desde la perspectiva de folueibn de problemas y la
incorporacion del software dinamico como un medie guede potenciar el aprendizaje
de los estudiantes. Los objetivos al presentamafisis desde diferentes procedimientos
de solucién a estos problemas son: exhibir digtirtoercamientos a situaciones, los
cuales puede ir desarrollando el estudiante y eparal abordarlas, proporcionar al
profesor elementos que le permitan proponer trayiest hipotéticas del aprendizaje
vinculadas con los conceptos y habilidades mateastjue se requieren para abordar el
problema y para comprenderlo, asi como proveetateemtos al docente para identificar
los momentos en los cuales puede intervenir emoglego de solucidn para encauzar o
enfatizar conceptos o habilidades matematicas.

Palabras clave Resolucién de problemas, Trayectorias hipotéticas abrendizaje, Problemas
geomeétricos, Variacién, Tecnologia, Disefio de utstion.

Abstract In this article we present two geometry problenat thvolve the notion of variation, we
propose Problem solving perspective and the dynaofisvare as a medium to analyze
them and to enhance the student learning. We preléiéerent procedures to solve the
problems that may be developed by the studentghengroup, these procedures provide
the teacher with information that help him to prepchypothetic learning trajectories
related to mathematical concepts and skills neddedddress and to understand the
problem, and to provide elements to identify themmats in which the teacher can
intervene in the process of solution to emphasireepts or skills.

Keywords Problem solving, Hypothetical learning trajectori€gdeometric problems, Variation,
Technology, Instructional design.

1. Introduccién

El aprendizaje se concibe como un proceso de ddélsade sistemas conceptuales en el
individuo, que estan cambiando continuamente arpdgt las interacciones con su entorno. Estos
sistemas conceptuales se usan para describircaxpiomunicar, predecir el comportamiento de otros
sistemas. El desarrollo conceptual es un procestugt y contextualizado. Las primeras etapas del
desarrollo del conocimiento de los estudiantesidara organizarse alrededor de las experiencias mas
que alrededor de las abstracciones. Esto es, das &k consideran relacionadas, no porque estan
l6gicamente conectadas, sino porque ellas se liaadid conjuntamente en alguna experiencia de
resolucion de problemas.
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El proceso de resolver problemas implica el planieato de preguntas y la busqueda de
estrategias para responderlas. Plantearse y remp@nelguntas va apoyando el desarrollo de la
comprension tanto del problema como del contenidtemético inmerso. Aprender matematicas no
se reduce a aprender conceptos, algoritmos y fésmahtematicas, implica desarrollar conocimiento,
habilidades y habitos de la disciplina. Los estudiss deben aprender a plantear preguntas y
responderlas, argumentar, tomar decisiones y avabmnamientos. El proceso de ensefianza y
aprendizaje utilizando la Resolucion de problenmassiclera que el papel del profesor es esencial para
propiciar el desarrollo de conocimiento y habilidadn los estudiantes. La seleccion y el analesis d
las diferentes formas de solucién a un problemanasde las tareas que debe realizar el profesor, de
acuerdo con las metas de aprendizaje.

En este articulo analizamos dos problemas, subteptide ser utilizados en cursos de
matematicas para estudiantes de nivel superiorl@l@fios). Estos pueden ser abordados usando
diferentes recursos matematicos, distintas repr@sienes y la aplicacion de distintas heuristi€as.
concepto matematico involucrado en ambos problesgg] de variacion; y la tecnologia se utiliza
como un medio para la exploracion de los procesamtlicion.

2. Revision de Literatura

La literatura revisada fue aquella relacionada darResolucion de Problemas, que permite
explicar los procesos de aprendizaje de los estigdialas Trayectorias Hipotéticas del Aprendizaje,
que tratan sobre aspectos relacionados con elodispfaneacion de los procesos de ensefianza de las
matematicas; y con la incorporacion de la techalpgira promover el aprendizaje matematico.

2.1. Resolucién de problemas

La Resolucién de problemas (Polya, 1945; Schoenfe@®2; NCTM, 2000) sefiala que
Aprender matematicas va mas alla de memorizar njustw de definiciones, algoritmos y técnicas
para resolver problemas rutinariégesolver un problema permite formular constanteenprgguntas,
utilizar distintas representaciones, buscar refesg/ formas de sustentarlas, asi como la necesedad
comunicar resultados y la reconstruccion individigdlproblema. Polya (1945) disefié un método para
resolver problemas de matematicas, el cual cormisteliatro fases:

1. Entender el problema. Sugiere que el interesadessiver un problema de matematicas,
primero debe pasar por un proceso de entendimi@itenunciado y plantea una serie de
preguntas encaminadas a ese fin.

2. Disefiar un plan de solucién. Aqui sugiere, a tral@preguntas, la realizacion de acciones
encaminadas a obtener pistas que conduzcan auki&@ygl acciones que Polya identifico
como estrategias heuristicas.

3. Llevar a cabo el plan de solucién. En la ejecudéhplan interviene, necesariamente, la
experiencia del sujeto que, a su vez, promuevesarllo de la capacidad de monitorearse
a si mismo y controlar sus acciones futuras pa@wver problemas.

4. Hacer una revision del trabajo realizado. Se tlataerificar y comprobar el resultado para
detectar inconsistencias y compatibilidad de lagoh.

El método de Polya (1945, 1980) contiene ulieta de preguntas, sugerencias y
recomendaciones “tipicas” como las que deberiairsaga persona para resolver problemas. Polya
sugiere al estudiante que se plantee preguntas: @@l es la incégnita? ¢ Cuales son los datos?
¢Conoce algun problema parecido? ¢Ha visto estestht Qué teorema o propiedades se conocen
relacionadas con el problema?entre otras. Todas ellas son invitaciones paraajuestudiante
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conciba un plan de solucignutilice procedimientos heuristicos conmi@zar una figuratomar casos
particulares elaborar una tablay muchos otros cuya finalidad k=svar a cabo el plarconcebido.

Los métodos heuristicos (o0 estrategias heuristinas)usuales, contemplados por Polya (1945)
son: Tomar casos particularesUsar analogias Establecer sub metasimplificar un problema
Hacer un dibujo Regreso a las definicion¢sn ocasiones el problema ya esta resuelto, [@tames
perdidos, regresar al enunciado, definiciones, estpg nos permite evaluar si hemos llegado a la
solucidn). Las siguientes dos estrategias son mugsas de la geometria y el uso de ellas fue & pas
clave para la solucién de algunos problemas abosdad este trabaj@stablecer una simetrig
Realizar una rotacion

Las caracteristicas tipicas del pensamiento maieoni@ientificadas por Schoenfeld (1992), y
en las cuales coinciden Steen (1990) y Mason, BustoStacy (1987), son: considerar casos
particulares, descubrir patrones y relaciones,t@#nconjeturas, hacer generalizaciones y justifica
resultados. Regularmente, estas estrategias apaeompanadas del uso de recursos matematicos, o
implicitamente forman parte de ese uso; de maneraq ese proceso se esta en posibilidades de irse
adentrando en la realizacion de practicas consest@on el quehacer matematico.

2.2. Trayectorias Hipotéticas del Aprendizaje

¢ COmo lograr en el salén de clases que los estadidesarrollen conocimiento matematico y
las heuristicas ya discutidas? Con el propésitesdar en mejores condiciones de llevar a cabo el
proceso de ensefianza aprendizaje, Simon (1995, 200pone que el profesor de matematicas
anticipe lo que puede ocurrir en el salon de clasesliante una planificacion sobre los aspectogecla
que debe considerar para que se desarrolle elicoieoto en los estudiantes. Propone la elaboracion
de Trayectorias hipotéticas del aprendizgjdLT, por sus siglas en inglés: Hypothetical Leagni
Trajectories) para propiciar el aprendizaje derasematicas.

Para elaborar una HLT (Simon 1995) los siguientggeetos son importantes: metas de
aprendizaje, actividades o tareas de aprendizdjgrazeso hipotético del aprendizaje de los
estudiantes y la evaluacién del conocimiento destgdiantes. La Figura 1 muestra en un esquema la
relacion entre estas componentes que integran selfiali de un proceso de ensefianza de las
matematicas. En este proceso, la HLT juega el papélalente al planteamiento de hipotesis en un
proyecto de investigacion; corresponde a la sifumdiipotética previa de anticipar los posibles
caminos por los que se puede desarrollar el coneaim

El objetivo del profesor respecto a los conocinusemjue desea desarrollar en los estudiantes
proporciona una direccion para la seleccion dedeesas, las cuales son seleccionadas con base en el
conocimiento del profesor sobre el proceso de dimeje de los estudiantes. Es decir, hay una
interdependencia entre estos tres aspectos.

La generacion de una HLT se basa en la comprem#&#olos conocimientos actuales de los
estudiantes involucrados; y sirve como un vehicpdza la planificacion del aprendizaje de
conocimientos matematicos. Las tareas son una gaxte del proceso de instruccion, debido a que
proporcionan las herramientas para promover ehdpraje de determinados conceptos matematicos.
Debido a la naturaleza hipotética e incierta delceso de aprendizaje, el profesor participa con
regularidad para modificar cada aspecto de la Hidnsiderando la meta y trayectoria seguida
(Simon, 1995). EI conocimiento profundo del profesabre las tareas que utilizara, el andlisis de lo
acercamientos posibles y las distintas solucioasscomo el nivel de dominio de los contenidos
matematicos, constituyen el inventario de los elgoseque se deben considerar en el esquema de la
Figura 1. En este articulo nos quedamos en el simalle las actividades seleccionadas; la

Sociedad Canarialsaac Nfeyvton Vol. 82 + marzo de 2013 | 67
de Profesores de Matematicas



Problemas geométricos de variacion y el uso de sgéire dindmico
A. Sepulveda Lépez, V. Vargas Alejo, C. Cristobat&ante

implementacién con los estudiantes y la evaluadi®hos conocimientos adquiridos, ameritaria otro
articulo.

Conocimiento del Hipotes 5 del profes or
_.. . .
profssor de sobre 2| @mnodmiento "
matemati =5 de los estudiantes
Metas de aprendizaje
del profesor
Conocimiento del
profssor de
matemati s, . Teonas del profesor
actividades v \ de ar s de sobre elaprendizaje v
Fepresentadones aprendizaje del profesor emsefianza de las ]
mat emati &
Hipitesi del profesor
sohre Pmc_em_s de L Conocimiento del
aprenﬂ.l.'r.a_]e profesorsobre el
A aprendizaje de Ios
esstudiantes de un
contenido particular
Evaluacion del
conocimiento de los
estudiantes

Figura 1. Ciclos de ensefianza de las matematicas, estaldgod&simon (1995).

2.3. Uso de la tecnologia

El desarrollo de herramientas computacionales fi@ido notablemente tanto en los métodos y
caminos para producir conocimiento disciplinar, coem la forma en que los estudiantes pueden
aprender o construir ese conocimiento. En estedsersl NCTM (2000, p. 43. -National Council of
Teachers of Mathematics) establece que “la tecieleg esencial en la ensefianza y el aprendizaje de
las matematicas. Influye en las matematicas quensefian en la escuela y puede aumentar las
posibilidades de aprendizaje de los estudianteaimbién, sugiere que en lugar de dedicar tanto
tiempo a los algoritmos deberia invertirse més piem esfuerzo para que los estudiantes adquieran
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estructuras conceptuales mediante exploracionesdha en experiencias numéricas y geométricas,
aprovechando las posibilidades que proporcionaebe la tecnologia (Santos y Barrera, 2011).

El software de geometria dindmica Cabri géometegl@weonsiderarse como un “mediador en el
proceso de aprendizaje” (Laborde y Laborde, 199&) que permite realizar construcciones
geométricas manteniendo el dinamismo de las figurks aplicacion de algunas transformaciones.
Constituye un entorno de aprendizaje dinamico ejuelalgunas partes de las figuras creadas en la
pantalla de una computadora, pueden ser altera@asras otras permanecen invariables. Cada figura
geométrica representa una clase de construccion propiedades geométricas comunes; la
observacién de un gran numero de estas figurapmmpiedades comunes, permite a los estudiantes
construir sus propias abstracciones respecto@loseptos geométricos involucrados.

El software puede también considerarse como "padicesde ideas mateméaticas” (Goldenberg,
2000), en el sentido en que los estudiantes proddeas, las expresan, desarrollan y editan. Ebtra
de objetos geométricos que se visualizan en pant@kmite al usuario manipular y deformar figuras,
corregirlas, obtener tablas, entre otras cosaspgnimiento de los cambios que se producen en estas
transformaciones puede conducir a conjeturar pdagles invariantes de figuras. Después de hacer
una construccién, o tomar una figura hecha, se gruedover libremente ciertos elementos de un
dibujo y observar como se van transformando ottementos. Mientras que los elementos libres se
mueven en el dominio en el cual existen, el so#wanantiene todas las relaciones que fueron
especificadas como atributos esenciales de larcoegin original.

Algunas caracteristicas que tienen los softwarémdicos como Cabri géométre o Geogebra
son: a) Puede ayudar a los estudiantes a expla@mstruir conjeturas. b) Permite hacer simulagone
de los problemas matematicos para ayudar a encamficiones. c) Posibilita un acercamiento
grafico a la solucion de problemas de variacionPdjmite el empleo de diferentes registros de
representacion (verbal, gréfico, tabular, geomélric

La importancia del uso de la tecnologia en el éstyal aprendizaje de las matematicas, tiene
que ver con el uso y externalizacion de distinggsasentaciones de una situacion. En este contexto,
Duval (1996) en su teoria sobre los registros s#ro® de representacion, asigna primordial
importancia al uso de diferentes representaciolaes gprender los conceptos involucrados. Estas
representaciones pueden ser generadas por el epeetmdvés del lenguaje oral, escrito o los medios
tecnologicos; o bien, una mezcla de ellos. Un migtéle registros semioticos de representacion se
conforma cuando es posible realizar tres activis@dgnitivas ligadas con la semiosis (aprehension o
produccién de una representacion semiotica): ifieation, tratamiento y conversién. Un sujeto ha
aprendido un concepto en la medida en que reatitas ectividades y transita libremente de un
registro de representacion a otro.

En este articulo seguimos esta recomendacion epmemos el uso del software dinamico
como Cabri y Geogebra que potencian las posibiigiate representacion y dinamismo, lo cual hace
que estos medios se conviertan en una herramieragréndizaje. En el marco del modelo de Simon
(1995) se discuten los problemas o tareas geometque aqui se proponen para el desarrollo de
conocimientos, habilidades y habitos matematicodosnestudiantes, alrededor del concepto de
variacion. Este analisis proporciona elementos paeael profesor estructure posibles Trayectorias
Hipotéticas del Aprendizaje de los estudiantes. frasedimientos de solucién de los problemas se
discuten con base en los aspectos sefialados esdduBion de Problemas (Polya, 1945; Schoenfeld,
1992).
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3. Estudio y desarrollo de problemas de variaciéon

Los problemas que aqui se analizan son identifc@dono de optimizacién en los libros de
texto. El concepto de variacion esta implicitameimeolucrado en ellos y se asocia con otros
conceptos matematicos como: funcion, crecimieiatym de crecimiento y limite. La variacion es una
medida del cambio. El cambio es la esencia detieidad matematica. Partimos de que la variacion y
los otros conceptos matematicos involucran el deéar de nociones y herramientas
representacionales y procedimentales cuyo maneppiapo requiere de entendimiento conceptual.

Durante el proceso de solucibn destacamos estatdgguristicas, el tipo de recursos
matematicos y el tipo de preguntas que puede plastelocente a su grupo para analizar el problema,
complejizarlo y apoyar el surgimiento de diferergescesos de solucion, y por lo tanto, el desarroll
de conocimiento matematico. Este analisis es tidadipara el disefio de varias HLT's.

3.1. Problema de los postes

En este apartado se aborda un problema tipico tmipacion que aparece, en diferentes
contextos, en la mayoria de los libros de CalchHlocontexto en que se presenta este problema da
origen al nombre que se ha elegido para su denomim&roblema de los postes, que consiste en:
como sujetar al piso con un alambre de acero, dsiep de diferente altura en una banqueta lineal de
modo que se use la menor cantidad de alambre pppiilo puede ser presentado en términos de un
bombero que requiere ir por agua a un rio o deozo petrolero y una plataforma en el litoral, entre
otros. Es un problema de variacion en el que hay retacion de dependencia entre las variables
involucradas. El problema es abordado desde ditsqrerspectivas; veremos que en el acercamiento
geomeétrico, la heuristica de la simetria permiselkerio casi de manera inmediata y, mas aun, no se
requiere de la asignacion de medidas, ni de eraoeiplicitamente las coordenadas del punto
solucion.

Problema 1

Una compafiia de lineas de transmision eléctriceaesijetar dos postes, de diferente altura,
con un cable de acero que va de la parte superocabtla uno de ellos a un punto en el piso que esta
en la recta determinada por sus bases. La alturapdste AB es b y la altura del poste DC es ¢
(Figura 2). ¢Cudl es el punto de sujecion en ebpentre A y D, con el que se utiliza la menor
cantidad de cable de acero?

Entendimiento del Problema 1

Para comprender el problema, los estudiantes podngezar con la elaboracion de dibujos en

lapiz y papel (Figura 2) y considerar lo siguie@eanABy DC los postes de altura by c, L la recta
en el piso que pasa por Ay D, los puntos B y Gasgntan la parte superior de cada uno de los
postes. El cable debe ir de B, llegar a un pungolite L y luego a C, lo cual se puede hacer de
muchas formas. Los estudiantes podrian preguritasiguiente, o bien el profesor podria inducir una
discusion alrededor de las siguientes preguntadl getia la longitud del cable? ¢ Esta longitudaes |
misma independientemente de donde se ubique eb Bihg,Conviene tomar el punto medio de AD?
¢ Existe un punto donde la longitud del cable esmaindonde es maxima?; si existe, ¢ qué trazo puede
ayudar a encontrarlo? etc. Responder estas pragseti@ parte de la comprension del problema y
permitiria continuar con el proceso del disefiopd@h de solucién, ejecucién y revisién de los pasos
que se han dado.
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C
B
! c
b
! ’ []
A p D
< a N

Figura 2. llustracién del Problema de los postes.

3.1.1. Acercamiento con el método numérico

Inicialmente, los estudiantes podrian utilizar gereamiento mediante método numeérico. Sea
a, b y c las longitudes de los segmenté®, AB, y DC, respectivamente (Figura 1). Los estudiantes
podrian dar valores particularesaab y c, por ejemplo:a=3, b=2 y c¢= 6, con una regla

graduada y considerando varias posiciones parangdb @ de sujecion y registrando en una tabla los
resultados de las mediciones; se podrian obteseltados como los de la Figura 3.

o« C
ABTBP Y PE
0.18 8.64
. 050 856
B 0,66 8,55
1.00 856
2 1.26 8.61
150 8.68
Y [ ] . 200 891
2 250 1 995
a) b)

Figura 3. Representacion gréafica y tabular del Problema sipdstes.

Es importante que los estudiantes observen quenitlid del cable depende del punto de
sujecién. En particular, si se evalla la longitetiahble para los pies de las perpendicularesBey

DC al piso, se obtienen los valores posibles enseglee pudiera estar el punto P. La Figura 4
muestra longitudes para estos puntos y un valorsquiiene cuando Ro esté entréd y D. Asi, si
existe algun punto P para el cual la longitud esmd, los estudiantes deben notar que éste dedoe est
entreAy D y dar argumentos de ¢ por qué?
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B

B
| _| ,—J i ’J\_‘
A

A D P A D P
AP =0cm AP =3 cm AP =5cm
BP+PC =8.71 cm BP+PC=9.61cm BP+PC =11.71 cm

Figura 4. Longitudes del cable para posiciones distintas.de P

Los estudiantes deberian preguntarse ¢En qué putgbpiso se debe sujetar el cable para que
la longitud total del cable sea minima? El profedaiveria propiciar el surgimiento de esta pregunta
de la observaciéon de que el uso de lapiz, papelayregla nos permite probar para varios casos; sin
embargo, no estaremos seguros que la longitudetaintrada sea la minima posible.

Es importante destacar que la estrategia heuristiczada en este apartado 3.1.1 fue la “toma
de casos particulares”. Para tener éxito en lacgwiwsiguiendo este acercamiento, la perseverascia
indispensable; ya que se necesita calcBRr+ PC para distintas posiciones de P, insistir con esta
suma en el intervalo donde resulten los valorespadsefios para ella; ademés de dividir el segmento
AD de una manera apropiada para tener la precif@éaada, estando convencidos que la solucién se
encuentra en este segmento.

3.1.2. Desarrollando la visualizacion con Cabri géoetre

Usando este software de geometria dinAmica se pepdesentar la situacion trazando una
recta L y dos puntos B, C del mismo lado de laareleara ello, el estudiante podria llamar ahora P a
un punto sobre la recta, trazar los segmentos BE y medir la longitud de estos segmentos; con la
calculadora podria encontr&P + PC= d (Figura 5), y observar que si P cambia de posjain
también cambia. Cuando P se mueve a la izquierdaala la derecha de D, la suriP + PC=d
se hace muy grande, asi que la longitud minimes(gue existe) esta entre Ay D (Figura 6).

C C
B B
BP =3,24 cm BP =2,07cm
PC =6,02cm PC =6,49 cm
d=9,26 cm d=8,56 cm
P P

Figura 5. Valores que tomd, obtenidos con el software.

Con este software los estudiantes pueden trazgrafica ded=BP+PC (variabley), con AP
como variable independientg, en la cual se puede observar que, efectivamsmteRC tiene un
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valor minimo. En la Figura 6 se muestran las comadas del punto sobre L donde posiblemente se
encuentra ese valor minimo. Notese que si P efdizmuierda o a la derecha de A, a la misma
distancia, el software da dos valores pdirpor esta razon, la grafica obtenida no corresp@ndna
funcién. En este caso, debe descartarse la liregupda por encima.

(0,76; 8,54)

A p D
AD=3 2
AP =0,76 cm

BP + PC =8,54 cm

Figura 6. llustraciéon del problema y lugar geométrico deteado por P.

En este tipo de procedimiento es importante destalcaso de recursos de los estudiantes.
Desde luego que el conocimiento y habilidad paabajar con el software, son aspectos esenciales
para tener éxito con este acercamiento. Se reqd&reonocimientos minimos del software como
saber hacer los trazos necesarios y determinagsaah los objetos libres en el dibujo, pero aea) v
el tipo de interaccion de los estudiantes con #lvaoe puede ser orientado hacia el conocimiento
mayor de éste, la comprension de los conocimienggematicos involucrados y el mismo problema.

3.1.3. Solucién usando herramientas de Célculo difencial

Los estudiantes podrian proceder a hacer un dibinjdar al de la Figura 3. Sea P en el
intervalo (A, D) el punto de sujecién. En dichaufig, se tienen los triangulos rectdngulos ABP
DCP, la suma de las hipotenusas de estos triangaldsla longitud del cable de aceBbse situa el
origen del sistema de ejes coordenadygsen el punto A (Figura 2); la recta L es ahorajeke&omo
se ve en la Figura 7.

C(a,c)

B(O,b)

v

P(x0)

Figura 7. Obtencién de la longitud( x) =~/ x2 +4+\/(3— x¥ + 36;a= 3,b= 2,c= €
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El profesor deberia propiciar que los estudiantestcuyeran una funcion que determinara la
distanciaBP + PC.

Sead = BP + PC, entonces

d(x) =3 +0 +/(a= X’ + & (1)

Derivandod(x) e igualando a cero, se encuentran los posiblesegtriticos de la funcion, y se
considera quex -a)? =(a- x)%:

d(x) = X X-a _ Xy (x=a)*+c* +(x—an x2+b2=0

\/x2+b2+\/(x—a)2+cz_ N bz\/(x—a)2+ c?

de donde resulta:
x\/m =(a- x)\/m
Elevando al cuadrado ambos miembros de esta eauacio
x?|(x —a)? + ¢’ = (x— @) *( x*+ b?)
De donde resulta la ecuacion cuadratica:
x*(b*-c?)-2ab’ x+ =0 2)

Resolviendo parala ecuacion (2), las abscisas de los puntos @sificeden ser:
= ab _ ab
Th-¢' Y T hec

Al sustituir estos valores effi(x) =0, el estudiante deberia observar gxeno corresponde al
valor critico; en cambiox, es un valor critico.

Se puede aplicar el criterio de la primera deri@@aa observar intervalos de crecimiento de la
funcién) o bien se aplica el criterio de la segudddvada para saber d(fx) tiene minimo o maximo
enx,:

. b? c?
d’(x)= +

3

(x2+b%)? [(x-a)%+c]

3
2

Evaluando erx, =37b :

b+c
a ab)= (b+ 0

b+c

>0

3
bd & +( b+ §?2
Los estudiantes deberian observar que la segunidadiees positiva porquey c son positivas

(son distancias), por lo qui x) tiene un minimo ery, - Eg decir,d(x) va a ser minima en el
b+c

punto P que esté a una distand8_de A. Sia=3, b=2 y c= 6, entonces
b+c
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(=23 _3
2+6 4

El profesor deberia considerar y discutir con Eisdiantes lo siguiente:

1. La solucion exacta es paske=0,75, y con Cabri se encuentra que el minimo se alcanza
x=0,76. Esto se debe a la manera en que esta elaborasoftehre y su grado de
precision.

2. Si se grafica la funciond(x)=+/x*+b? +./(a- ¥?+ ¢ utilizando los procedimientos
ordinarios del calculo, se obtiene la Figura 8agntnas que con Cabri se obtiene la Figura
8b), y solicitar a los estudiantes explicar estardncia.

(2,76,9,42)
C
/ (2,76;9,42)

6

d(x)=\x2+4 +(3-x)2+36 B ‘
2 H

2 - -

A PD

2 > X=AP = 2,76 cm 1
(2,76;0,00) BP +PC =9,42 cm :
a

Figura 8. Graficas ded(x), obtenidas por dos distintos medios.
Esto pasa porque en a) los valoresxdgon positivos y negativos; en cambio, para b)
tenemos distancias, por lo guesolo toma valores positivos. Ademas, un valorxde
tenemos de dos formas: estando P a la derecha igguierda de A (Figura 9); por lo tanto,
para cada valor detenemos dos valores para

(2,79;11,77)
(2,79;9,44)
2
2 .
A P . P A D
Y=AP = 2,79 cm D Para valores iguales de x x=AP = 2,79 cm
BP + PC =9,44cm tenemos la suma diferente BP +PC=11,77cm

Figura 9. Si P es simétrico respecto de el software toma el mismo valor para x, originadds resultados
diferentes para la suma de distan&&s-PC.
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3. Podemos asegurar que el minimo digx) no esta en los extremos del interfal®],
puesto que se cumple lo siguiente:

0 0-a
d(A) = |
A JO? +b? +\/(O—a)2+c2< )
d(D)=——2 4+ 278 5y ()

J0? +b? \/(0— a)y+¢?
Para confirmar esto, basta con argumentar lo sitgiie

El minimo no se alcanza en A; pues si lo hiciesma d(x) es derivable erﬁA, D],
entonces tendriamos que:

Oh>0,d(A+h)2 d(A)=

WZ 00 d'(A)20

lo cual contradice (I).
De igual manera, si el minimo estuviera en D sdrfargue:

d(D-h)-d(D)

Oh>0,d(D-h)2d(D)= .

<0; es decit si k= h

—d(D+k|()'d(D)so 0 d'(D)<0

lo cual contradice (II).

Finalmente, comad (x) es continua efiA, D], entoncesd(x) alcanza su minimo e["A D].

Si el minimo no esta en A y tampoco en D entorpesel Teorema de Rolle, existe[d(A, D) tal
qued’'(x) =0.

Con este procedimiento se puede observar que rieteggt heuristica utilizada, basicamente,
consiste en usar analogias con problemas habittesesrollados en cursos y libros de Célculo, donde
se establece una funcion que modele la situaci@ptymizar. Los recursos necesarios en este
acercamiento son: proponer una funcién que modefenémeno, calcular derivadas sucesivas de una
funcidn, racionalizar y resolver ecuaciones cuathaty lineales, evaluar funciones; ademas, se debe
conocer el criterio de la primera y segunda deevaata una funcion.

3.1.4. Solucién geométrica

El profesor también podria propiciar la aplicadi@&un procedimiento geométrico para resolver
este problema, lo cual puede lograrse sin encoexafcitamente el valor de En este caso, se podra
observar la potencia del acercamiento geométrige, basicamente, depende de la aplicacion de la
estrategia heuristica de la simetria y del Teomena desigualdad del tridngulo.

El primer dibujo de los estudiantes podria seredlakado en la Figura 2. Siendo L la recta
determinada por las bases de los postes A y [5 puatos B y C las partes superiores de los mismos,
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se localiza C’ (simétrico de C respecto a L) yraga PC’ como se muestra en la Figura 10 a); por el
criterio de congruencia LAL, se forman los triaragutongruentes CDP y C'DP. Entonces PC = PC’,
luego:

BP + PC= BP+ PC

' C
B
B1 i
-
P D
] Cl
a) b)

Figura 10. llustracién de algunas alternativas de la ubicadi®®.

Sea P’ la interseccion de BC’ con la recta L, pdeerema de la desigualdad del triangulo, BC’
es menor que cualquier otra manera para ir de B badFigura 10b) muestra otras formas de llegar
de B a C'. Por ejemplo, etBQC’, BC'<BQ+QC'. Por lo que la longitud minima de B a C pasando
por un punto P de L, se da cuando P coincide con P’

La estrategia heuristica utilizada en este prodeditm consistié en establecer la simetria de un
punto respecto a una recta. El uso de recursosgrnidqa fueron: Congruencia de triangulos, Teorema
de la desigualdad del triangulo.

Una vez obtenida la solucion, se puede procedacengrarla distancia AP. Para ello se puede
propiciar el trazo de EC’ paralelo a AD (Figura Jllentonces se tendria que los triangulos ABP y
EBC’ son semejantes por criterio de semejanza AAge cumple que:

AP _AB_ poAB iy a0
EC' EB EB b+c
lo cual coincide con la solucién anterior.
'C ' C(ac)
B(0.b) 1
.
D P(x,0) D
E O C E(0,-c)H C'(a,-c)
a) b)

Figura 11.Esquema de da la solucion.
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Ahora bien, para que los estudiantes encuentreiistanciax=AP, pueden situar los ejesy
con el origen en el punid (Figura 11b). Comd = BP + PG entonces:

\/x2+b2+\/(a— X)? + c2=\/a2+(b+ 9°

Elevando al cuadrado, despejando y reduciendo:

\/(x2+b2)[(a— X%+ ¢ = bet ax= ¥
Elevando nuevamente al cuadrado, despejando yiegdiactenemos:
x*(b+c)>—2abx(b+ 9+ &6=0
Resolviendo la ecuacion:

=y = ab
2 p+c

La estrategia sugerida para encontrar la distandige igualar dos expresiones a un mismo
segmento; y el uso de recursos fue: Herramientiggadas: Distancia entre dos puntos, simplifiar |
expresion de una funcién, resolver ecuaciones atieds.

Ahora bien, observemos que en el punto solucioratagilosd y y son iguales (Figura 11a),
puesOAPB =[0DPC', por ser opuestos por el vértice, y considerandoApeC' = ADPC, se tiene
que ODPC' =0ODPC, Por transitividad[JAPB =ODPC; es decir@ = .

3.2. Problema del Cuadrado inscrito

Se aborda un problema de geometria, que demangiaietelo resuelve la comprension de las
propiedades de un cuadrado. Es un problema deciari@&n el cual se observa una relacion de
dependencia entre las variables involucradas. @l@ma se aborda desde diferentes perspectivas,
numérica, algebraica y geométrica. Un aspecto gudesea remarcar es la necesidad que existe por
propiciar que los estudiantes argumenten sus @ quexedimientos.

Problema 2
Dado el cuadradoaBcp (Figura 12), construye un cuadraderGH inscrito en él.

Indicaciones: ¢Dénde ubicarias los vértices de estevo cuadraderGH ? ¢Qué
propiedades tiene un cuadrado? ¢Como convenceriaglgaien de que tu
construccion corresponde a un cuadrado, qué argtiosematematicos le darias?

a) ¢A qué distancia de los vértices del cuadragkcp ubicaste los vértices del
cuadradoEFGH ?

b) ¢Hay mas cuadrados que puedan inscribirse dentrb cdedrado AscD ?
Construye otro. ¢ Cuantos cuadrados mas puedeniliiise al cuadradoascD ?
Argumenta tu respuesta y construye otros.

c) ¢Qué relacidon hay entre los nuevos cuadrados coidsts y el cuadrado inicial
ABCD —en cuanto a la ubicacion de sus veértices? ¢Quéci@h hay entre los

78 | Vol. 82 + marzo de 2013 NUMEROS



Problemas geométricos de variacion y el uso de sgéfire dinamico
A. Sepulveda Lopez, V. Vargas Alejo, C. Cristobat&ante

nuevos cuadrados y el cuadrado iniciakcb en cuanto a la longitud de sus
lados? ¢ Qué relacion hay entre los nuevos cuadrgdeiscuadrado inicialaBcb
en cuanto a su area?

d) ¢Varia el area de los diferentes cuadrados inssriboes constante? Si varia
¢scomo varia? ¢Hay un cuadrado inscrito cuya area sgnima? ¢ Cual es el
cuadrado inscrito de area minima? Construyelo.

Figura 12. CuadradcABCD.

Entendimiento del Problema 2

El estudiante puede llevar a cabo la construccamnlépiz y papel, o bien el docente puede
sugerir el uso de algun software como Cabri gé@metbien Geogebra (en este articulo también se
incluirdn trazos hechos con Geogebra). Una primersstruccion podria generarse a partir de una
construccion de un cuadrilatero cualquiera insadiémtro de un cuadradescbp (Figura 12). La
identificacion de los puntos medios de los segneAB BC,CD,DA del cuadradoascp (Figura 13)
como posibles vértices de un nuevo cuadrambeH inscrito, en el cuadrado dado, seria un
procedimiento que cumpliera las condiciones pedatasl Problema 2. De acuerdo con Ruiz (2012)
este es el primer procedimiento de los estudiantxfiante el uso de Geogebra, algunos inclusive en
lapiz y papel. Una descripcion detallada de comedpuo proceder los estudiantes para inscribir
cuadrados dentro de un cuadrado dado, mediantsoetl&s Geogebra y con la ayuda del docente,
puede verse en Ruiz (2012).

Figura 13. Cuadrad@EFGK inscrito dentro del cuadrad@®CD.

Argumentacion de la construccion

La argumentacion de los estudiantes para mosteatagoonstrucciorerGH es un cuadrado y
responder a la pregunta: ¢ Como convencerias aaldeique tu construccion del cuadrilataTeH
es un cuadrado, qué argumentos matematicos lesdapizede centrarse en las mediciones de las
longitudes de los lados y los angulos del cuadiastito, inclusive en la medicion de sus diagosiale
ya sea que midan con regla graduada en ambierltgidey papel o con el uso de algun software
como Geogebra, por ejemplo.
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Sin embargo, podrian intentar una demostracién mariormal basada en la construccion del
cuadrilatero inscrito  EFGH con AE OEB OBF OFC OCG OGD UDH OHA , y
mOA = mOB =mOC = mOD =90°. Lo anterior permite determinar la congruencido8aGbH , AHAE ,
AEBF , AFCG s decirpGDH [ AHAE [ AEBF [ AFCG . Ademas, la suma de angulos suplementarios

como mHEA+ mOHEF+ mOFEB=18® permitiria argumentar que
EF OFG OGH OHE y
mMOFGH = mOGHE = mOHEF = mOEFG =90°

CuandoE,F,G,H , son puntos medios de los segmentos correspoadi@BtBC,CD, DA que
determinan al cuadradascp . El Teorema de Pitdgoras seria otra alternativa lgaargumentacion
en cuanto a demostrar la congruencia de los segBeAto FG OGH O HE .

La pregunta ¢A qué distancia de los vértices datl@mdo ABcb ubicaste los vértices del
cuadradoerGH ? tiene como objetivo que los estudiantes obsdeveanstruccion previa realizada y
dar paso a la construccion de nuevos cuadradostass(para contestar las preguntas del incisd b) a
cuadradoascD dado.

A B

Figura 14. CuadraddJKL con vértices en los puntos medios de los segmetfO8F, CG, DH-

Algunas preguntas que podrian ayudar al docenteopicfar las construcciones por los
estudiantes son las siguientes: ¢El cuadradleH es el Unico cuadrado que podemos inscribir?
¢Podemos inscribir mas cuadrados al cuadradm ? ¢ Qué pasaria si tomamos los puntos medios de
los segmento®E,BF,CG,DH como veértices de un nuevo cuadrado? Los estudipoidrian enfocarse
en el trazo de un nuevo cuadrado con vértices an plontos medios de los segmentos
AE,BF,CG,DH (Figura 14). Responder la pregunta ¢Cuantos cueslraths pueden inscribirse?
implicaria hacer varias construcciones las cuateign conducir a una generalizacion. Se deberia
promover que los estudiantes propusieran la caajete que cualquier cuadrilatero determinado por
los puntos 1,0,k,L (Figura 14) tomados sobre los segment®s,BC,CD,DA tales que
Al 0BJ Ock oObL (independientemente de que sean 0 no los puntoesnaéel estos segmentos) es un
cuadrado inscrito al cuadradeBcD cuyos vértices son los puntass.k,L. El argumento para
demostrar esta conjetura podria establecerse cmedgimientos aritméticos en ambientes de lapiz y
papel, el uso de Geometria euclidiana, o bien adlater dinamico de la herramienta Geogebra para
observar la cantidad infinita de cuadrados que guednstruirse. Para promover una argumentacion
cercana a una demostracién formal, el profesorigddtervenir con preguntas o sugerencias para
orientar la observacion de los siguientes elemetdesuales son muy parecidos a los utilizadoa par
argumentar que la construccion del cuadrildteaH era un cuadrado inscrito al cuadragkerD .
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Conjetura. Sea ABcb un cuadrado. Construyamos un cuadrilatera  inscrito al cuadrado
dado, tal quear osJ ock obL . Por demostrar: el cuadrilateraxk.  es un cuadrado.

La demostracion podria basarse en gaeb es un cuadrado y los lados y &ngulos de cualquier
cuadrado deben ser congruentes entre ellos, respeente. A partir de estas propiedades del
cuadradoaBcD, de la hipétesissi o083 ock obL Y del Criterio de congruencia LAL se sustentaria la
congruencia de triangulosiBl C AJCK C AKDL CALAI Y, por lo tanto la congruencia de segmentos
17 0JK oKL OL ; es decir, se identificaria&L como un rombo.

Para encontrar que los angulos internos del romikio son de 90° y, por lo tanto, éste es un
cuadrado, se puede utilizar la suma de anguloes@pitarios, la suma de angulos internos de un
tridngulo y la congruencia de triAngulosaiBl CAJCK CAKDL CALAI . Por  ejemplo,
mOAIL +m0OLI +mOJIB =18° por ser angulos suplementarios y dado que la sienéngulos internos
de un triangulo es 180°, tomando en cuenta la cengia de los triangulosiBy C ALAI , Se tiene que
mOAIL +mOJIB =90° 'y por lo tanto,moLy =9c¢°. De igual manera se puede obteneriik =9,
mOJKL =90°Y mOKLI =90°.

Por lo tanto el cuadrilatereikL inscrito al cuadradoaBCcD con Al 0BJ OCK ODL €S un
cuadrado.

A B

Figura 15. Cuadrados inscrito al cuadradBCD con vértices tomados sobre los segmemgSsC, CD, D2
tales queAl 0BJ OCK O DL-

Como conclusion se debe observar que se puedaibinsma cantidad infinita de cuadrados
IJKL al cuadrado dadmBcD siempre y cuando se cumpla la condici@nosy ock obL . Esto
contesta las preguntas del inciso b y la preguatangiso c: ¢Qué relacion hay entre los nuevos
cuadrados construidos y el cuadrado inicAgcp en cuanto a la ubicacién de sus veértices? Una

pregunta interesante seria también ¢es posibletaglzs las diagonales de todos los cuadrados
inscritos coincidan en un punto? (Figura 18).

¢Varia el area de los diferentes cuadrados insaites constante? Si varia ¢como varia? ¢hay
un cuadrado inscrito cuya area sea minima? Lasiptag que pueden apoyar al docente para orientar
la discusion en el aula y responder estas pregurdagspondientes al inciso d del Problema 2, son
las siguientes: ¢ Qué relacion hay entre los nuewadrados y el cuadrado iniciakcb en cuanto a la
longitud de sus lados? ¢Qué relacion hay entradesos cuadrados y el cuadrado inicagicD en
cuanto a su area? ¢,Cual es el cuadrado inscriémedeminima?

3.2.1. Acercamiento con el método numérico

Para responder a las preguntas sefaladas en &flopanterior (o inciso d del Problema 2) se
puede inducir a los estudiantes a que observen géanm la longitud de uno de los lados del cuadrado
inscrito (por ejemplo d&L ) cuando varia la posicion de los vértices sobre los segmentaD, DA
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respectivamente y como esto determina la variaeioel area del cuadradakL , la cual se puede
comparar con el area del cuadraghkrp

El plan de solucién puede contemplar tomar un @gakecb de dimensiones especificas, por
ejemplo de 6cm de lado. Con una regla graduadaifoas herramientas de Geogebra) se pueden
considerar varios cuadrados inscritos, por ejengactr de que la medida de los segmerkosbL
son de 4.5 y 1.5cm, respectivamente (Figura 16) I@anisma regla graduada o bien con calculos
derivados a partir del Teorema de Pitdgoras seepuebitener las mediciones de los lados de cada
cuadrado inscrito y obtener el &rea de cada unpu8éen registrar en una tabla los resultadossde la
mediciones y célculos. Los estudiantes podriannebteesultados como los de la Tabla 1, en lapiz y
papel o usando otras herramientas tecnolégicas.

DK DL LADO  AREA
6 0 6 36
5.5 0.5] 5.523 30.5
3 1 5.089 26
4.5 1.5 4.743 22:5)
4 2 4.472 20
35 25 4301 18.5
3 3 4.243 18
25 35 4301 18.5
2 4 4.472 20
1.5 45 4743 22.5
1 5 5.089 26
0.5 5.5 5.523 30.5
0 6 6 36

Tabla 1. La tabla muestra la longitud de los lados de vari@drados inscritos en funcién de la ubicacion de
sus vérticek, L, asi como el area correspondiente.

Con este procedimiento los estudiantes podrianngrazoel cuadrado inscrito cuya area es
minima. Este cuadrado de area minima se idengficka Tabla 1 cuando la posicion de los vértices
k,L del cuadrado son puntos medios de los segmam@s , respectivamente. Algo interesante que
se podria promover ya sea con 0 sin tecnologia gsaficacion de los datos de las columnas de la
tabla correspondientes Bk y al area del cuadrado inscrito. Los estudiantesqbejarian una
parabola (Figura 16a).

’ 40
DL =15 ‘ &
30 ——0’ ’0

20 —40;—;;0’ *

10

(] T T T 1

. 0 2 A 6 8
b)

a)

Figura 16. Cuadrados inscritos al cuadrafBCD. Grafica de los datos de las columnas de la tabla
correspondientes Bk Y al area del cuadrado inscrito.
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La estrategia heuristica es denominada “toma desqaeticulares”. Para identificar la solucion
siguiendo este acercamiento, se requiere haceosvénazos de cuadrados inscritos para distintas
posiciones de los puntosg,L (vértices del cuadrado inscrito) sobre los segnserdp,DA |,
respectivamente, y buscar los valores mas pequigiodrea de este cuadrado. Para ello el uso de
Geogebra puede ser de gran ayuda, ya que perméstudiante analizar varios casos particulares
rapidamente. Desde luego que el conocimiento ylilatiipara trabajar con el software, son aspectos
esenciales que deben cuidarse y potenciarse, yaelqdesarrollo de habilidades en el uso de
tecnologia esta estrechamente relacionado corsatrdéo de conocimiento matematico, de acuerdo
con las perspectivas instrumentalistas. Por ejenmgiddria agregarse a este enfoque numérico, la
gréfica de los datos de la tabla.

3.2.2. Soluciéon usando herramientas de Calculo difencial

Las preguntas del inciso d pueden respondersejéapdpartir de las herramientas de Célculo
diferencial. Estudiantes de nivel universitarialirsive de nivel bachillerato, podrian alentarselps
profesores a resolver el problema de la siguiemteena. Primero deberian llevar el trazo del cuadrad
a un plano cartesiano y posteriormente, analizaitlacion con base en la ubicacion del sistema de
referencia. Por ejemplo, los estudiantes podrigmeear de la siguiente manera.

Sean las coordenada®o),(L 0),(L,L),(0,L) los vértices del cuadradecp cuyos lados tienen a
L como su longitud. Sean las coordenadas),(L,x),(L -x,L),(0,L-x) los vértices del cuadrado
inscrito (Figura 17). El &rea de cualquier cuadraaede obtenerse a partir de la formalai? donde
Aes area y es el lado del cuadrado. En particular, para l@sl@ados inscritos podemos representar
el area comd? =(L-x)?+x? (Figura 17), es decin, esta en funcion de : | =1(x). Dado queA=12,
encontrar cual es el cuadrado de area minima, @Wsaéente a encontrar cuandex) adquiere un
valor minimo.

(o) (x b )

(0, Lx)

(Lx)

(0,0 (L,0)
(x,0)

Figura 17. Cuadrado inscrito en el cuadrado cuyas coordersdg®,0),(,0),(L,L),(OL).

Los estudiantes deberian poder derivar la fune¢féa(L - x)% +x?y encontrar el o los puntos
-L +2x

J(L=x)2+x2

punto critico. A partir, de este valor, podrianruslacriterio de la segunda derivada y encontra qu

criticos, es decir, deberian resolvet0= . En este caso encontrarian que% es el
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|"(%)>0y por lo tanto, el cuadrado de area minima es agu@yos Vveértices son

L L, L L
(E D):(L lz)v(z ’ L),(O'E)

Algo interesante que se podria promover es el didej la funcioni =1(x). Los estudiantes
deberian notar que es una parabola y se relacimmdacmostrada en la Figura 15. La estrategia
heuristica utilizada, basicamente, consiste enblester una funcion que modele la situacion y
optimizar. Los recursos necesarios para este aoiengt son: proponer una funcién que modele un
fendmeno, calcular derivadas sucesivas de unaduncacionalizar, resolver ecuaciones lineales y
evaluar funciones; ademas, se debe conocer efiarde la primera y segunda derivada para una
funcion.

3.2.3. Solucién geométrica

Otra manera de responder a la pregunta del ingighaly un cuadrado inscrito cuya area sea
minima? ¢,Cual es el cuadrado inscrito de area rmathiés usando Geometria euclidiana. Para ello se
puede conjeturar que si hay un cuadrado inscritreke minima y tratar de construirlo.

Sea kL cualquier cuadrado inscrito al cuadradecp con los vértices 3 .k, L contenidos en
los segmentosaB,BC,CD, DA (Figura 18). Construyamos el cuadrado inscrito @& daninima. Un
procedimiento consistiria en que el estudianteateatas diagonales del cuadrado inscrite. y
llamara E al punto de interseccién de éstas. Por propieddeasm cuadrado deberia observar que
OKEJ =900, lo que lo llevaria a que @EkJ es un triangulo rectangulo y puede hacer uso eeteia
de Pitagoras, de tal manera quwe (lado del cuadradoikL ) se relaciona CONEJ YEK :

k3| =|EJ]* +|EK®. Donde, ademas, por propiedades del cuadrado: EJ DEK .

Figura 18. CuadradolJKL inscrito en el cuadrad®BCD. Se han trazado las diagonalgsLJ, AC, BD-

Los estudiantes deberian observar e inclusivefipgsti que las diagonales de todos los
cuadrados inscritos, incluyendo las del cuadraglop, coinciden en el punte (Figura 18). Esto se
puede demostrar usando contradiccion, suponienedagudiagonales de cualquier cuadrado inscrito
se intersectan en un pungo que no es el punto de interseccion de las diagemntl cuadradescp y
usando congruencia de tridngulos. Esto implicania apalquier diagonaki (de cualquier cuadrado

inscrito) pasa poE . KJ entonces serd minimo cuanda sea minimo, porqu}sKJ\2 =ZEK\2. Pero

EK sera minimo cuandeKk OCD. Lo anterior se justifica porque la distancia miaide un punto a
una recta es la longitud del segmento perpendieularrecta, trazada desde el punto. Es degirse
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encuentra en la mediatriz deb . Por lo tanto, el cuadrado inscrito de area minimaquel cuyos
vértices estan en los puntos medios del cuadrado .

Mediante el uso de Geogebra, teniendo en cuerttazs del puntoe y la herramienta “rota
objeto en torno a punto” puede dibujarse el cuadiadcrito 13KL una vez dibujado el cuadrado
ABCD, de tal manera que pueda observarse la variaeibarea del cuadrado inscrito en funcién del
segmentoDK Yy relacionarse con la grafica de la pardbola. Tamiuede hacerse esto con Cabri
(Figura 19).

A\. l[
: !

'.\ i
v/

AP=2,70 cm Area ABCD=14,72 cm”2 Area PQRS=8,60

Figura 19.Procedimiento usando Cabri géometre, articuladogadfica de la funcion.

Este procedimiento, combinado con los anterioremipe una mejor comprension tanto del
concepto de cuadrado como del concepto de varigagircomo se puede destacar la importancia del
proceso de argumentacion en matematicas.

4. Reflexiones finales

En la actualidad es comudn utilizar calculadorasnmatadoras y el uso del Internet en la
educacion escolar. Ante ello, y considerando etecda tedrico de este trabajo, algunas preguntas
interesantes que podemos plantearnos son: ¢ Cotimarugstos instrumentos de manera que se
conviertan en herramientas de aprendizaje? ¢ Quéeimctividades o tareas son utiles para promover
el aprendizaje de los estudiantes? ¢Cdémo contrielyestablecimiento de una HLT (Trayectoria
Hipotética del Aprendizaje) en el desarrollo deti@tmiento de los estudiantes?
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El andlisis de cada tarea o problema desde difssdrguristicas, integrado con los objetivos de
aprendizaje y con el proceso hipotético de aprafaiproporciona al profesor informacion relevante
para establecer las directrices que debe dar aedtisdiantes para resolverlo y desarrollar el
conocimiento matematico deseado. Estas directpieasiten orientar la interaccion de los estudiantes
con el problema hacia el desarrollo de conocimigntbabilidades consideradas como objetivos
educativos. El andlisis de estos elementos muaisprafesor los momentos en los que debe intervenir
para plantear esas directrices; y también paraceonel nivel de exigencia que puede hacer a los
estudiantes respecto al problema y los conocingemgtematicos a utilizar.

El planteamiento de una HLT (Trayectoria Hipotétida Aprendizaje) requiere de una
formacion matematica adecuada del profesor querkaifa realizar el andlisis previo de estas tareas,
lo cual incrementara la potencia y pertinencia ate dctividades de aprendizaje. El andlisis de un
conjunto de problemas también permitira definitriayectoria o el orden en el cual los problemas
pueden ser abordados por los estudiantes en un. ddesesta manera, el profesor “no actuard a
ciegas” y estar4 en mejores condiciones de llevaatz el proceso de ensefianza, pues estard
consciente de posibles dificultades, alternativasalucidon, opciones didacticas a implementar, etc.

Finalmente, si alguna esperanza habremos de atlmrgd mejoramiento del aprendizaje de los
estudiantes, las opciones didacticas no puedeir siergtro lado mas que del actuar consciente sle lo
profesores; el planteamiento de HLT’s es una opgaia mejorar su desempefio en el salon de clases,
mediante lo cual puede involucrar a los estudiaetesprocesos de resolucion de problemas y
aprovechar las posibilidades que brinda la tecrialpgra potenciar el aprendizaje.

Este trabajo fue financiado en la Convocatoria 2012*01 del Programa de Fortalecimiento de la Investigacion (PROFI) de la Universidad
de Quintana Roo 2012-04: “Aprendizaje de las matemaéticas en el nivel superior”
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