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Resumen Uno de los puntos débiles del actual curriculo deusdaria en Mateméticas es la
ensefianza de la dispersion. Son varios los motjuesocasionan esta debilidad. En este
trabajo se analizaran brevemente algunas invesiigge que nos ayudaran en el aula y
en la investigacion a mejorar la comprensidon decancepto complejo como es la
dispersion. Se indica la importancia de la disgersin Estadistica. Se comprueba que el
concepto de dispersién no se incluye en los cuarioficiales, se analiza el significado
de la nocién de dispersion y se ejemplifica el defla histérico mediante el devenir a lo
largo de la historia de las leyes del error. Fa@atios con unas conclusiones validas para
la ensefianza y la investigacion.

Palabras clave  Dispersion, variacion, variabilidad, curriculumyés del error.

Abstract One of the weaknesses of the current Mathematicsnskiary curriculum is teaching
dispersion. There are several reasons that caisevélakness. In this paper we briefly
discuss some research that they will help to ushé classroom and in research to
improve understanding the dispersion complex cand#fe indicate the importance of
the dispersion in Statistics. We have found thatdbncept of dispersion is not included
in the official curricula, we analyze the meaninfjtbe notion of dispersion and a
historical development is exemplified by the evintalong the history of the law of
error. We end with our conclusions for teaching egskarch.

Keywords Dispersion, variation, variability, curriculum, lavef the errors.

1. Introduccién

Un tema crucial en el estudio de la Estadistida esmprension de la nocion de dispersion. Ya
que en muchos sentidos, la Estadistica es la aigl®ila variacion, puesto que la estudia, modela,
calcula, representa, interpreta y analiza (Mac@dl, 2004). Ademas aparece por todas partesyvaria
los datos, las muestras y las distribuciones. Ememente, una parte importante del andlisis
estadistico es analizar la relativa contribucidacalizacion de las fuentes de variacion (Shaughnes
2007).

La dispersién es un concepto estrechamente ligdo® @onceptos de variable e incertidumbre.
Frecuentemente se considera como una medida @s\v&dion de los datos respecto a una medida de
tendencia central. Aunque la medida de la dispersé&a un elemento importante en el analisis de
datos, la dispersion en Estadistica comprende m&siga sola medida. En el estudio de la dispersion
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se debe considerar no solamente su significadaépdo) o como se utiliza como herramienta, sino
que también hay que considerarla en el contextiogidatos (Makar y Confrey, 2005), ya que, los
datos no son sélo nimeros, son nimeros con unxtorféobb y Moore, 1997, p. 801).

A lo largo de este trabajo veremos que la nociomligpersion no se estudia en los curricula
oficiales (seccion 2). Los libros de texto no snétecluir un tema o una seccion donde se estudie la
nocion de dispersion, definicién y terminologia, las secciones 3 y 4 discutiremos lo que hemos
encontrado al respecto en la bibliografia consaltada dispersion tiene un origen diverso,
comprender sus fuentes ayuda al dominio de losduétestadistico, en la seccion 5 analizaremos las
fuentes de dispersion.

La dispersion la percibio el ser humano desde twsegpos tiempos y la problematizé cuando
hizo sus primeros célculos hace 2300 afios en pnalsl@strondmicos. En efecto, los babilonios entre
los afios 500 y 300 a. C. desarrollaron una teoaitemmatica para estudiar los movimientos del sol, la
luna y los planetas (Plackett, 1978). La Histoedal Matematica tiene un gran interés tanto dekde e
punto de vista de la ensefianza de los conceptasmattos como desde el punto de vista de la
investigacion didactica, ademas, en la mayoriaodeebktudios estadisticos la consideracién de las
medidas de tendencia central obliga a la considerate la dispersion, por otra parte, la dispersion
aunque aparentemente nos pueda parecer un cof@eptes muy dificil de construir por el individuo
y como ejemplo de tal aseveracion analizamos yutiimos la evolucion histérica de las leyes del
error que tanto fruto dio al desarrollo de la Efsich y, en consecuencia, su conocimiento puede se
rentable desde el punto de vista de la ensefiadedayinvestigacion didactica.

Por ultimo, finalizamos con unas conclusiones sebtebajo realizado.

2. La dispersion y los curricula no universitarios

Un primer andlisis que debemos hacer, si pretenslegadizar investigacion didactica, o bien,
si queremos centrarnos en la aplicacion en lassatdéa las investigaciones didacticas sobre la
dispersion, es donde, cuando y qué nociones rekdas con la dispersion aparecen en los curricula
actuales.

El Real Decreto 1631/2006, que establece las ensagiaminimas correspondientes a la
Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO), en suigeiger de la asignatura de mateméticas dice
sobre la estadistica

“Debido a su presencia en los medios de comunicaciéinuso que de ella
hacen las diferentes materias, la estadistica tiemda actualidad una gran
importancia y su estudio ha de capacitar a los @istintes para analizar de
forma critica las presentaciones falaces, interpogines sesgadas y abusos
que a veces contiene la informacion de naturalegtadéstica. (RD
1631/2006, p. 751)

El Real Decreto (RD) reconoce la importancia dédtadistica en la sociedad actual, tanto en el
mundo social como en el académico, destacando wwstadio capacita al futuro ciudadano para
entender el mundo en el que vive, ofreciéndoleangentas para obtener una informaciéon veraz que
pueda convertir en conocimiento util para la vidamdcratica, en consecuencia, la formacion
estadistica es fundamental para el futuro ciudadano

Un hecho a destacar es el énfasis que hace le RBt&ita (y en las que presentemos después)
en el analisis critico de las presentaciones, prégsciones y abusos que algunas veces se hace al
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ofrecer informacion estadistica tendenciosa, coffinelde transmitir una informacion que no se
corresponde con la que realmente contiene el eststidistico en cuestion. En efecto, algunas yveces

al ofrecer resultados estadisticos, dichos resdtae pueden presentar o interpretar de manera
tendenciosa, obteniendo unas conclusiones que fibemé al autor o a las ideas que defienda, pero

gue no son propias de los resultados tratados.pdreona formada estadisticamente, puede detectar <
dicha presentacion o interpretacion tendenciosa pea persona no bien formada estadisticamente,

en muchas ocasiones, es incapaz de detectarlansectiencia, el Real Decreto hace hincapié en que O
los estudiantes adquieran la capacidad del andliiso de las presentaciones e interpretaciones
estadisticas. Algunas veces puede aparecer estadan cuando se toman medias sin tener en cuenta

la dispersion y los valores atipicos. En los med@somunicacién social cuando se utiliza la media
para dar una informacién casi nunca va acompaf@da desviacion tipica correspondiente o alguna

otra medida de dispersion como seria necesario. O

Centrandonos en el tema que nos ocupa, observangosrgel mismo Real Decreto, en los @
bloques de contenidos, nos encontramos con quispardion no comienza a tratarse hasta el tercer
curso de la ESO. Ppu

“Bloque 6. Estadistica y probabilidad. j>~
“Media, moda, cuartiles y mediana. Significado, @b y aplicaciones.
Analisis de la dispersion: rango y desviacion tépic

Interpretacion conjunta de la media y la desviadiffmica. Utilizacion de las
medidas de centralizacion y dispersién para realizamparaciones y
valoraciones. Actitud critica ante la informaciée thdole estadistica.lRD
1631/2006, p.756)

Podemos ver que en el tercer curso se realiza espaefa introduccion y tan sélo se trabajan,
en principio, dos medidas de dispersion: el ran¢g desviacion tipica. Se inicia a los estudiaetes
el uso conjuntamente de la media y la desviacfoaiy se vuelve a enfatizar la actitud criticeedat
informacién estadistica.

O

Y en el cuarto curso de ESO nos encontramos, aapdion A.

“Bloque 6. Estadistica y probabilidad.

Graficas estadisticas: graficas multiples, diagrant®e caja. Uso de la hoja
de calculo.

Utilizacion de las medidas de centralizacion y disn para realizar
comparaciones y valoracionegRD 1631/2006, p. 758)

A vid Sd

Y para la opcién B.

z

“Bloque 6. Estadistica y probabilidad.

Graficas estadisticas: graficas multiples, diagrat®e caja. Analisis critico
de tablas y gréficas estadisticas en los mediosateunicacion. Deteccién
de falacias. Representatividad de una distribugon su media y desviacion
tipica o por otras medidas ante la presencia deceesalizaciones,

asimetrias y valores atipicos. Valoraciéon de la anggpresentatividad en
funcion de la existencia o no de valores atipiddtilizacion de las medidas
de centralizacién y dispersion para realizar cormgaziones y valoraciones.” @
(RD 1631/2006, p. 759)

25

En cuarto, para la opcion A, se introduce el goafie caja y las medidas de dispersion para
comparar y valorar (distribuciones de datos). Lei@pB, mucho mas completa, se trabaja el analisis
de otras medidas de dispersion y su significadscgt@ralizaciones, asimetrias, valores atipicQs; ..
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la representatividad de los datos por su mediasyideon tipica, distinguiendo cuando estas se
pueden utilizar de cuando no se deben utilizarlgpaxistencia de descentralizaciones, asimetrias y
valores atipicos. También se recomienda realizéwragiones de la mejor representatividad en
funcion de la existencia o no de valores atipiGasnbién aconseja el uso de las medidas de centro y
dispersion para realizar valoraciones y comparasioRor Ultimo observemos que hace hincapié en la
actitud critica ante la informacion estadisticancleahabla de deteccion de falacias.

En esta primera aproximacion al curriculo aprec&y® varios defectos que comentaremos
mas profundamente en las conclusiones, como sstuaio tardio de la dispersién, la diferenciaeentr
las opciones A y B en cuarto o que el bloque dadéstica sea el bloque 6, el ultimo, que en la
practica se traduce en que no hay tiempo paraltraisse hace de manera rapida por la escasez de
tiempo, en consecuencia este hecho no es unadubatadi.

El Real Decreto es concretado por las diferentden@s para las comunidades autonémicas, a
titulo de ejemplo, especificamos la de Andalucie sg concreta a través de la Orden de 10 de Agosto
de 2007 (B.O.J.A. del 20/08//2007), en el que apds que a la hora de introducir la relevancitade
materia dice ta estadistica y la probabilidad también estdn prass hoy dia en las diferentes
materias, asi como en los medios de comunicacidripg que aparecen datos que es necesario
interpretar” (B.O.J.A. (2007), p. 55) luego no suplementayle dice el Real Decreto y se queda en
un breve:

“el desarrollo gradual comenzara, en los primeragsps, por las técnicas
para la recogida, organizacién y representacioniae datos a través de las
distintas opciones como tablas o diagramas, paratinoar, en cursos

sucesivos, con los procesos para la obtencion abdag de centralizacion y
de dispersién que les permitan realizar un primedlasis de los datos.”

(BOJA- 20/08//200,/p. 56)

Debemos tener en cuenta que esto es todo lo guabsga la dispersidon en la etapa obligatoria,
gue deberia formar al alumno suficientemente panedda diaria (contribuyendo al desarrollo de la
“competencia matematica”.)

Si subimos el nivel y vemos el curriculo de la atgmst-obligatoria, en este caso, el
bachillerato, descubrimos con asombro que en lasmddicas de ciencias no se abordan las nociones
relacionadas con la dispersion en los bloques tlistica, tan solo se abordan en las matematicas
aplicadas a las ciencias sociales, en las mateardtie I’ curso de bachillerato tenemos:

“3. Probabilidad y estadistica:

Estadistica descriptiva unidimensional. Tipos derialdes. Métodos
estadisticos. Tablas y graficos. Parametros estiadis de localizacion, de
dispersion y de posicion(RD 1467/2007, p. 45475)

Y en las de 2° curso de bachillerato:

“3. probabilidad y estadistica:

Problemas relacionados con la eleccién de las masstCondiciones de
representatividad. Parametros de una poblacién.

Distribuciones de probabilidad de las medias y pnmones muestrales.
Intervalo de confianza para el parametro p de umgridbucion binomial y
para la media de una distribucién normal de desiéiadipica conocida.
Contraste de hipotesis para la proporcién de unstribucion binomial y
para la media o diferencias de medias de distribnes normales con
desviacion tipica conocida(RD 1467/2007, p. 45476)
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En este dltimo curso, para los estudiantes queelemido la via de las ciencias sociales, se
profundiza en la dispersion y se abordan probletieamuestreo y de distribuciones, pero para los
demas niveles no.

Asi pues a modo de resumen las nociones relatiladiapersién abordadas en los curricula en <
la etapa obligatoria son:
» Medidas de dispersion en un conjunto de datos.
* Interpretacion conjunta de la media y la desviatigica. prd
» Comparacion de conjuntos de datos utilizando laiangth desviacion tipica.
» Diagrama de caja. O
* Representatividad de una distribucién por su mgdaesviacion tipica o por otras
medidas ante la presencia de descentralizacior@sietaias y valores atipicos. @
Valoracién de la mejor representatividad en funai@énla existencia o no de valores
atipicos.
A
Y en la etapa post-obligatoria (preparatoria pananiversidad): >
\
» Parametros del muestreo. -
« Distribuciones de probabilidad.
e Contraste de hipotesis. S
(@

3. La nocién de dispersion ausente de los curricula

Como se puede observar en la seccion anterioculwicula oficiales no incluyen la nocion de
dispersion como objeto de estudio, solamente apakestudio de las medidas de dispersion en si,
pero la nocion de dispersion brilla por su auserigidecho de que alguna nocion importante no se
incluya en los curricula es un fenémeno didactioge guele darse en las disposiciones oficiales. Por
ejemplo, las nociones de conteo y de magnitud moaparecido en los curricula oficiales hasta las
dltimas reformas. -

El mismo caso es el de dispersion, en los currig@a los libros de texto aparecen las medidas
de dispersion, pero no suele aparecer la nociddispersion como tal, parece ser que es una nocién 1>
tan facil, tan transparente, que se adquiere deraaspontanea y, en consecuencia, no es necesario
dedicarle un tiempo a su estudio y clarificaci@i,la expresaMakar y Confrey, (2005, p. 28Eh O
la mayoria de los estudios de investigacion la esign "variacion" se le atribuye un significado
evidente, es decir de sentido comun, y se dejdedinir’. Muy pocos libros incluyen una definicién .
para la dispersion.

Veremos a lo largo de ese trabajo que dicha nawdes tan facil ni se adquiere de manera
espontdnea, ademas dicha nocién impregna todosolisnidos estadisticos y es la esencia de la —
misma Estadistica, si ho existiese la dispersidéaexigtiria la Estadistica, ya que no seria he@esati
estudio es necesario desde el primer momento, y8 ‘Gualquier curso introductorio (de
Estadistica) debe tener como principal objetivodarua los estudiantes a aprender los fundamentos @)
del pensamiento estadistico. Esto incluye la ndadsile datos, la importancia de la produccién de
datos, la omnipresencia de la variabilidad, la ctiicacion y la explicacién de la variabiliddd >
(Cobb y Moore, 1997, p. 815, -el subrayado es nudst

El hecho de que la dispersion no aparezca en fogaia no quiere decir que no se comience el
estudio de dicha nocion hasta que aparecen lasdasedie dispersion, es decir, hasta Educacién

Sociedad Canarialsaac Nfeyvton Vol. 83 + julio de 2013 | 47
de Profesores de Matematicas



C

SINT

ES T A D

C

Ve

M ONOGRAF

Elementos de interés en la investigacion didactigaensefianza de la dispersion estadistica
A. Estepa Castro y J. del Pino Ruiz

Secundaria, sino que se debe comenzar el estudizlie nocion desde la escuela elemental, hecho
que se desprende, por ejemplo, de la anteriodeitaobb y Moore (1997)

Asi pues, partiendo de los curricula actuales, gaananalizar y discutir la nocidén de dispersion
y sus fuentes, terminado con un andlisis histadieda ley del error, en el que se particulariza un
enfoque del nacimiento y conformacion de la nodémlispersion.

4. La nocion de dispersioh

4.1. Términos utilizados

En inglés, nos encontramos cuatro términos paraerited a la nociébn de dispersion:
“dispersiori (dispersion), Variation” (variacion), ‘variability” (variabilidad) y ‘spread. Esta ultima
es una palabra polisémicas que tiene significadwoomombre y como verbo. Como nombre significa:
propagacion, extensién, envergadura, expansion, cornvo verbo: extender, exponer, untar, cubrir,
poner, llenar, espaciar, propagar, difundir, espc extenderse, untarse, propagarse, expandirse,
derramarse, ... (Garcia Pelayo, R, 1993). Algunosraat como por ejemplo, Kaplan, Rogness, y
Fisher, (2011) recomienda no utilizar la palatspréad para referirse a la dispersion, debido a su
polisemia, ya que han detectado que produce diides en los niveles elementales de ensefianza.
Estos autores aconsejan utilizar las palabras gusderan sindénimas “variability” alfspersiori.

Reading y Shaughnessy (2004) apuntan que, segios wiecionarios consultadosdriation”
es un nombre usado para describir el acto de varzambiar una condicion wariability” es un
nombre derivado del adjetivavdriable’ y significa que algo es apto o propenso a vasi@ambiar,
concretando que, aunque muchos autores “variatjofivariability” los utilizan como términos
sinbnimos, ellos los utilizan con un sentido difeéeg siendo el significado de “variability” una
caracteristica (propensa a variar) de una entidsmkreable y el significado de “variation” la
descripcion o medida de esa caracteristica. Garéielal. (2008) apuntan que la distincion entre
variabilidad y variacion, no se ha acordado aumaetomunidad de Educacion Estadistica. Autores
posteriores como Peters (2011) usan los términmddtion” y “variability” como intercambiables.

En la inmensa mayoria de la literatura estadiséinainglés las palabrasdispersior,
“variation”, “ variability” y “ spread se toman como sinénimas a lo que en castellatendamos por
dispersion. En lo que sigue las tomaremos comonsiras, las palabras dispersion, variacion y

variabilidad, salvo que se indique lo contrario.

En Espafia, como hemos visto, en los curricula abéisi solamente aparece la palabra
dispersidn, generalmente ligada a su medida, &sipigesion “medidas de dispersién” la encontramos
en curricula y libros de texto. En los ultimos tos, probablemente influenciado por la literatura
anglosajona, comienzan a aparecer las palafargciony variabilidad en libros de texto y literatura
relacionada en castellano, como sinénimos de digper

4.2. La nocion de dispersion

En la literatura que hemos revisado hemos encantglinas definiciones de dispersion que
analizaremos en los siguientes péarrafos

! Utilizamos la palabradispersiori en lugar de Variaciér’ o “variabilidad’ porque es la méas utilizada en
castellano en la expresion “medidas de dispersion”
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“Usamos la palabra variabilidad para describir ungwgcion en la cual las observaciones o
las medidas deberian ser las mismas, pero no 6 @mtak y Robinson,2005, p. 1). Esta primera
definicion enfatiza el hecho mismo de la variabitiden la medida, la variabilidad existe porque
existen errores en las medidas u observacioneso ®eremos en la seccion 6 la problematizacion de
estos errores en la medida dio lugar al estudla t&y del error, tan fecunda en Estadistica. <

Una primera definicién seria la siguientEn palabras sencillas, variacion es la cualidad de O
una entidad (una variable) para variar, incluyendariacién debida a la incertidumbtgMakar y
Confrey, 2005, p. 28). Nos dice el hecho de vakata definicion de variacion es lo que Readingy 2=
Shaughnessy (2004) entienden por variabilidad.

“A la mayor o menor separacion de los valores respex otro, que se pretende que sea su
sintesis, se le llama dispersién o variabilida@¥artin-Guzman y Martin Pliego, 1985, p. 57). Aqui
se entiende la dispersién como la separacion dedleses de un valor de tendencia central. Esta ®
definicion de dispersion o variabilidad es lo quea&ng y Shaughnessy (2004) entienden por
variacion.

Vemos en estas definiciones que los significadodoslaa variabilidad y variacion no >
concuerdan con la distincibn de Reading y Shaughné004), en consecuencia, por eso hemos
afirmado unas lineas mas arriba que Garfield €2@08) apuntan que la distincion entre variabilida  T]
y variacion, no se ha acordado aun en la comurdddtducacion Estadistica.

Generalmente en los curricula solo aparecen lasdarede dispersion, pero aunque la medida
de la dispersion es una herramienta muy importantel analisis de datos, cuando consideramos la O
dispersién debemos tener en cuenta: o

a) el concepto de dispersidn, su definicion, sabeliaaqpen qué cosiste;

b) su uso, sobre todo cuando se mide, las técnicammétitas asociadas a la medida de la
dispersion; M

c) el propésito que pretendemos con la dispersionytdidad dentro de un contexto, las wn
fuentes de dispersion (Makar y Confrey, 2005).

La dispersion es la esencia de la Estadistica,uposin dispersiéon no hay necesidad de
investigacion estadistica (Moore, 1990). La disperiene un significado cercano a los conceptos de >
variable e incertidumbre, porque si hay variabdidaivimos en la incertidumbre y, si algo no esta
determinado o es cierto, hay variabilidad (Bakk&04). Mafiana sabemos que amanece a una hora
determinada, pero no estamos seguros si lucii@ elrso.

O

—

5. Fuentes de dispersion %)

Son muchas las fuentes de la dispersion, aqui demasemos las siguientes: la medida, la ]
naturaleza, dispersién inducida, dispersion enuglsimo (Franklin et al., 2005).

5.1 Dispersion en la medida
@

Cuando realizamos medidas repetidas sobre un miggno observamos que las diversas
medidas no son iguales varian de una vez a otagesdebido a varias causas, entre otras, a que el >
instrumento de medida no es muy fiable o adecuaskli¢ las dimensiones del aula con un doble
decimetro), o bien, que el sistema donde se haceetfida estd en constante cambio. Para este
segundo caso podemos poner como ejemplo la medittaptesion sanguinea, aunque el instrumento
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de medida sea preciso, la presién cambia en usmitestEn palabras de Jessica M. Ut resumen,

la variabilidad en las mediciones puede ocurrir poes razones al menos. En primer lugar, las
mediciones son imprecisas, y por lo tanto el emermedicion es una fuente de variabilidad. En
segundo lugar, existe una variabilidad natural avés de las personas en cualquier momento dado. Y
en tercer lugar, a menudo existe una variabilidatlunal en una caracteristica de la misma persona a
través del tiempo”(Utts, pp.50). De estas palabras se deduce la tempma de la dispersion natural
gue comentamos a continuacion.

5.2 Dispersion en la Naturaleza

La dispersion es inherente a la Naturaleza. La cengion de la dispersion natural es requisito
imprescindible para comprender algunos métodogslistitsos modernos. Si tomamos medidas sobre
seres naturales de una misma especie encontraf@wendias, debido a que los individuos son
diferentes (los estudiantes de una misma clasemnert el mismo peso o la misma altura; las semillas
de una bolsa no pesan todas los mismo, etc.). tha e@mplos vemos que la dispersion se puede dar
dentro de un grupo y entre grupos distintos de iEma especie. Esta distincion es importante en
Estadistica. Algunas veces encontramos patronda dariacion existente y buscamos maneras de
trabajar sobre ella, tal es el caso de las takak dopa o el nimero del calzado (Wild y Pfannkuch
1999). También es util aprender a distinguir laferdncias debidas a la dispersion natural de la
dispersién inducida por caracteristicas que podetefisir, aplicar, medir y posiblemente manipular.

5.3. Dispersion inducida

Si plantamos un kilogramo de las mismas semillagifenentes climas obtendremos resultados
diferentes. La variabilidad de los resultados sketdida a la variabilidad natural de las semill&spp
también a la variabilidad inducida por el clima, wntipo de clima obtendremos mejores o peores
resultados que en otro. Si el clima es el mismotijzamos distinto fertilizante, se obtendra
variabilidad inducida por el fertilizante. La comaeion de la variabilidad natural con la varialzitid
inducida por otros factores esta en la esencia ésthdistica moderna, por ejemplo, es el casosde |
estudios de la efectividad de los medicamentos.

5.4. Dispersion en el muestreo

Si se toman diferentes muestras de una misma pobjastas varian entre si. Si se utiliza una
adecuada técnica de muestreo y un tamafio de meeftiante la muestra se asemeja a la poblacion.

6. Leyes del error

En Estepa et al. (2012) se esbozan algunas iddas &b interés de la Historia de las
Matematicas como fuente importante tanto paravasitigacion didactica como para la ensefianza de
las Mateméticas. En cuanto a la investigacion fdtia nos sirve para perfilar la epistemologidode
saberes matematicos, ya que nos cuenta como agrarecie conformaron, devinieron y llegaron al
estado actual las nociones y conceptos matemageosuanto a la ensefianza, la Historia puede ser
atil, pues podemos tomar de ella las situaciones cpmenzaron a dar sentido a las nociones
matematicas, ademas como prueba de su interésesisdéianza, los curricula actuales aconsejan su
uso en la planificacion de las ensefianzas.

Hemos visto en la seccién 5.1 que en muchas o@ssibay necesidad de tomar datos de
medidas u observaciones sobre hechos o fendmemoobServa que aunque las medidas u
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observaciones se realicen en las mismas condigiooados mismos aparatos e independientemente,

no siempre se obtienen idénticos resultados, ésol@gnsar que exista un valor verdadero Unico para

la medida u observacion que estemos realizand@stimacion de este valor verdadero ha sido un
problema al que eminentes cientificos se han aafilerofreciendo sus soluciones. En este problema

se acomete el estudio de la variabilidad y lo aaeémos desde este punto de vista. El estudio de la <
variabilidad de un conjunto de datos u observasioes un problema dificil, al que grandes
matematicos, tardaron, tiempo y varios intentostahasrle solucion. Hoy pretendemos que los (O
estudiantes aprendan todo esto en unos pocos s@msanas.

N

El uso de la dispersion casi siempre va unido amedida de centro, en consecuencia, para
estudiar su consideracion, primeras aproximacigreslucion del concepto de dispersion y nociones
cercanas, hemos creido de interés estudiar y ttisgutonformacion y devenir de las ley del error,
gue tanto fruto ha dado dentro del desarrollo déstadistica. Ademas, el modelo de la medida del
error es un modelo de dos parametros, uno de zacén, el verdadero valor, y un parametro de
escala, dispersion, que puede ser conocido (HaRB,1p. 34). Otra razdn por la que hemos incluido
las leyes del error es porquEl‘razonamiento acerca de la variacion del erroregde proporcionar
una base razonable para la instrucci@®etrosino, Lehrer, y Schauble, 2003, p. 132).

DO

v/

La estimaciéon del verdadero valor de una medidaréirpde varias mediciones realizadas,
historicamente aparece en la Astronomia. Esta ieidl@mo la atencion de los hombres desde los
primeros tiempos. Ya en Babilonia, siglos antesndeimiento de Cristo se llevaban a cabo estudios
sobre los cuerpos celestes. En muchos estudi@nésticos se realizan observaciones y mediciones
obteniendo una serie de datos empiricos que nersgel coincidentes, cuando tedricamente deberian
serlo, es decir la medida o la observacion sobmiamo hecho deberia ser igual a su verdadero valor O
cada vez que se tome. Como esto no es asi, se idenemor de una observacion o una medida a la
“diferencia entre el valor observado y el verdadeator del fendbmeno considerdd@ald, 1998, pp.
33).

O

La estimacion de la maxima variacion en la duradérun afio en % de dia la realiza Hiparco
(190-120 a. C.) tomando la mitad del rango de bgsmwaciones (Plackett, 1978).

Aunqgue cientificos musulmanes estimaban el verdadalor calculando el punto medio del
recorrido o rango, parece ser que hasta la ultintadndel siglo XVI, la préactica habitual para
seleccionar una medida como representante de yantorde mediciones, era tomar la que se creia
mejor medida, basandose en criterios como: lo blaodiina persona con autoridad, se ha obtenido
bajo ciertas condiciones consideradas 6ptimas miedian criterio. Este hecho preocup6 a Simpson
(1710-1761), e hizo la hipétesis de que la proimdiil de obtener un determinado error al realizar un
observacidon puede ser expresada por una funcigmodabilidad discreta uniforme, o bien, por una
distribucion de probabilidad discreta triangulais@@hart 1983).

A vid Sd

S

A partir de la dltima mitad del siglo XVI se comina tomar la media aritmética como el valor
que mejor estima el conjunto de medidas.

1

Diversos cientificos y matematicos estudian laridistion de las medidas, lo que podemos
considerar como el estudio de la variabilidad dedoores de medida. Lo que se ha llamado en la
literatura “las leyes de error”. C. Eisenhart (1983 define asi‘"Leyes del error”, es decir, la (@)
distribucion de probabilidad asumida para descriltédr distribucion de los errores que surgen en
medidas repetidas de una cantidad fija por el migmaxedimiento bajo condiciones constantes, fue >
introducida en la ultima mitad del siglo XVIII pademostrar la utilidad de la media aritmética de un
namero de medidas o valores observados de la mismadad como una buena eleccion para el
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valor de la magnitud de esa cantidad en base arladidas u observaciones manejad@sisenhart
(1983, p. 531).

El primero en introducir el concepto de distribucidel error y a considerar la distribucién
continua fue Simpson, imponiendo dos condicionafidtxibucion debe ser simétrica y, ademas debe
ser de rango finito, (Kendall, 1978).

Daniel Bernouilli explica su vision de la distribtic de los errores de la siguiente manera:
Supongamos una linea recta en la que se dispomies paintos que indican los resultados de varias
observaciones (valores). Un segmento perpendiquiaiparte de cada punto cuya longitud expresa la
probabilidad de ese valor, si dibujamos una linggacque una los extremos de dichos segmentos esta
serd la escala de probabilidades de las obsenexcidos siguientes supuestos de la escala de
probabilidades no se pueden negar. (Bernouilli8L97

a) Ya que las desviaciones del verdadero punto iniionson iguales en ambas
direcciones, la escala de probabilidades tendrpeldectas ramas similares.

b) Las observaciones seran ciertamente mas numerpgaslp tanto, mas probables cerca
del centro, al mismo tiempo serdn menos numerasggaporcion a su distancia del
centro.

c) El grado de probabilidad mayor estara en el mathade suponemos que se localiza el
centro y la tangente a la escala por este punéopseelela a la anteriormente dicha linea
recta.

d) Como suponemos que las observaciones menos fadasetdnen un limite, en ambos
extremos la probabilidad desaparece y un gran esronposible.

e) Las maximas desviaciones en cada lado se consideran una especie de frontera
entre lo que puede ocurrir y lo que no. De estaemgnla escala indica que es
escasamente posible pasar de ese limite.

A continuacion (Bernouilli, 1970), propone las dasagque cumplen los supuestos anteriores
son: semi-elipse, semicircular (el verdadero vakia en el centro del semicirculo), coseno, arco de
parabola. También reconoce que otras escalas cammlichos supuestos. Estas distribuciones las
veremos en paginas posteriores.

Lambert (1728-1777) estudia errores a partir desdastronémicos Y fisicos y distingue entre
los errores brutos, sistematicos y aleatorios y@me una primitiva medida de “fiabilidad” para la
media: calcular la media de todas las observacignesicular la media de las observaciones que
quedan cuando se han eliminado las observaciomegrandes desviaciones. Calcula la razén entre
las dos medias, sin embargo no da criterio patangisr las observaciones con grandes desviaciones
(valores atipicos) (Hald, 1998, p. 80).

Las leyes del error primero se suponen de rangdatim a finales del siglo XVIII se
considerara con rango ilimitado.

Las distribuciones de rango limitado que se comaidson discretas (uniforme, triangular) y
continuas (uniforme, triangulo isosceles, semidanGyparabdlica y logaritmica) las distribuciones d
rango ilimitado (la primera ley del error de La@ata ley del error de Gauss, la segunda ley det er
de Laplace y la distribucion de Cauchy).

Como hemos visto la idea de que los valores cestisdn mas probables que los méas alejados
del centro, salvo para la distribucién uniforme,otiggen a que diferentes autores propongan diversas
distribuciones que cumplan este requisito.
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6.1. La distribuciéon uniforme discreta (1786)

Simpson la propuso para el intervalo [-v, v] dsiguiente manera: los errores posibles pueden
ser -v, —v+1,...,-2,-1, 0, 1, 2, ...., v-1, v, tod®®s con la misma probabilidad, lo que le llevia a

distribucion uniforme discreta. Siendo cada undodevalores de los errores considerados, es dgcir, <
v es el verdadero valor y x es el valor observadtonces e = x-v pertenece a [-v, V] La expresion,
L - 1 :
general de la funciéon de probabilidad seHfX = X] =m, tomando v=5 hemos obtenido el O
grafico de la figura 1. (Eisenhart, 1983, p. 534.) Z
@
015F G)
A
0.10
>
o003 -rl
4 ) 2 s O
Figura 1. Distribucién uniforme discreta O
6.2. Distribucién triangular discreta (1756)
m

Después Simpson tuvo otro intento de explicar laag®n del error, fue mediante la
distribucion triangular discreta, ya que, las sefile errores parecen mejor adaptadas porque es
altamente razonable suponer que la probabilidadodeerrores decrece cuando los errores se -
incrementan (Hald, 1998, p. 36) donde supone quermres toman los valores enteros —v, -v+1, ...,
2,1,0,1, 2, ..., v-1, v, con probabilidades progmralidades a 1, 2, ... v-1, v, v+1, ... 2, 1. En >
(v+1) -[x

(V+1)2 , donde

concreto las probabilidades se calcularian mediarfiemula: Pr[X = x] =

O

—

x O [-v, V] para v=5, tenemosPr[X =X] =63—E|;(|(Eisenhart, 1983, p. 534.), cuya representacion
grafica la ofrecemos en la figura 2 Simpson encaeqtie la funcién generatriz de la distribucién ()
triangular es el cuadrado de la funcion generdgiia distribucion uniforme, en consecuencia se deb
considerar a la distribucién triangular como sumalds distribuciones uniformes (Hald, 1998, p. 36.) —
A partir de trabajar con estas distribuciones Songncluyd que tomando la media de un nimero de
observaciones disminuyen en gran medida las piosidés de los errores mas pequefios y se elimina =
cualquier posibilidad de grandes errores. (Eis¢nh83.) O

>
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Figura 2. Distribucién triangular discreta

6.3. Distribucién uniforme continua (1776)

Lagrange (1736-1813) primero considera las distidnes discretas uniforme (en el intervalo
[-a, b]) y triangular (en el intervalo [-a, a]). Daestra los resultados obtenido previamente por
Simpson. Mediante el paso al limite obtiene losiltados para las correspondientes distribuciones
continuas uniforme y triangular, la distribucionifarme continua no simétrica la obtiene en el
problema VII de sus memorias y en la figura 3 se ud@a representacion grafica de ella

f(x) = 1 b’ —a< x<b, para a=2, b=3. Esta distribuciéon también fue mibte por Laplace,
a+

probablemente sin conocer los trabajos de Simpd@ysange (Hald, 1998).

04k

03

02+

01

Figura 3. Distribucion uniforme continua

6.4. Distribucién continua triangular (1757)

En 1757, Simpson extiende su analisis de la distidim triangular discreta, para ello tomo
valores —kv, -k(v-1), ..., -k, 0, k, ..., k(v-1), kvoe probabilidades proporcionales a 1/k, 2/k, ..., v/k

(v+1)/k, VIK, ..., 2/k, 1/k y aplicé los limitek — , v —» 0 con kv - a obteniendo la distribucién
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triangular continua. Una representacion de la ibistion, f(x)=—2(a—\>4), —as<x<a
a

triangular continua, para a = 1 se muestra emgladi4 (Eisenhart, 1983, p. 535.)

104
" 08
06 +

04 +

10 05 0.5 1.0

Figura 4. Distribucion continua triangular

6.5. Distribucién semicircular (1765)

Lambert (1728-1777) investigd la forma de la dmtcién del error de manera teo6rica y
empirica (propuso una curva en forma de campanagiresarla en forma de funcién), durante su
investigacion concluyd que la media aritmética iferth del “valor verdadero”. (Eisenhart, 1983, p.
540.) Llega con posterioridad a la distribuciércaiar haciendo las siguientes consideraciones. Si
miramos una estrella sin telescopio, a simple yvigaos un punto. Si la miramos con telescopio,
aparece un circulo. La linea del telescopio diébeirculo, aleatoriamente, en dos partes, todes lo
puntos dentro de este circulo tienen la misma fibbad de ser atravesados por esta linea, asilpues
linea debe ser perpendicular a un didmetro, adkensisietria permite rotar el telescopio de forme qu
estas lineas pueden ser horizontales o verticategpesder generalidad. La probabilidad de la
observaciéon es la medida del segmento que unewilettio con un punto de la circunferencia que
bordea al circulo. (Eisenhart, 1983, p. 541) Despulgéuna serie de hipotesis ampliamente discutidas,
como la expuesta anteriormente, le lleva a laidistton semicircular (Hald, 1998, p. 81).

p(x)=éx/a2-(x—u)2. p-asxsati,

Para a=1y u=0, tenemos La gréfica representatiafigura 5.
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i I 1

- 1.0 -05 0.5 L0

Figura 5. Distribucion semicircular

6.6. Distribucién parabdlica (1776)

La distribucion parabdlica fue estudiada por Lageanjunto con la uniforme continua,
triangular continua y coseno, afirmando, al final estudio, que la distribucion parabdlicalasmas
simple y la mas natural que uno pueda imagindEisenhart, 1983, p. 539; Hald, 1998, p. 48). La
forma més general (asimétrica) de esta distribuciém propuso Laplace y es

f,(9=

(a-X)(b+x), -b<x<a0<ba<w, (Eisenhart, 1983, p. 545), la propuesta por
(a+b)>

3
4a3
representacion gréafica de esta distribucion, pafa a

Lagrange esf (x)= (@®-x%), —asx<a (Eisenhart, 1983, p. 539), en la figura 6 damoa un

f \
i i I Y

-10 -0.5 03 1.0

Figura 6. Distribucion parabolica
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6.7. Distribucién coseno (1781)

La distribucién coseno fue estudiada por Lagrangartr del problema XI de su “Miscellanea
Taurinensia” (1776). En la figura 7 damos una regméacion gréfica de esta distribucion,

f . (X) =7—TCO{ZJ, -1l<x<1.
4 2

04+

4 'y
i1 1 1 h']

=10 =05 05 Lo

Figura 7. Distribucion coseno

6.8. Distribucién de Laplace de rango finito (1781)

Discutiendo la distribucion de probabilidad de dastrezas de un jugador en un juego y de los
intervalos entre puntos aleatorios en una lindardgtuda, Laplace sugiere, que cuando el error X de
una medida individual u observacion puede tomasreal solamente entr@y a, y se ignora la ley de

la probabilidad de los errores, se puede torrfar(x) =2i|og(%

x a
distribucion de probabilidad de un error X, “enin@estigacion sobre la media que uno debe tomar
entre los resultados de muchas observaciones’nliase 1983, p. 545). La diferencia entre la mayor
y la menor observacion, rechazadas las no adecpada&star muy alejadas, seria 2a (Hald, 1998, p.
179). Para a=2, tenemos la representacion grafieae da en la figura 8

J,—as x<al0<w, como la

6.9. Distribucién de Laplace o doble distribucion xponencial (afio 1774)

Segun Hald (1998, p.177), se puede decir que durantho tiempo Laplace habia reconocido
que la distribucion de errores aleatorios de ola®domes astrondmicas era simétrica, unimodal y de
rango finito. Las distribuciones de los errores m#lizadas eran las que hemos visto hasta ahora,
simples funciones matematicas como la triangulsadrcitica, coseno y semicircular.

En 1974, Laplace se plantea que los errores tedeicte pueden ser infinitamente grandes si la
curva que los representa decrece asintéticamemfe de abscisas. Esta curva es simétrica resgecto
eje de ordenadas, teniendo un maximo en el origigrkece de forma mondétona a cero, cuando x se
aleja del origen. Entre la multitud de funcionee tjgnen estas propiedades la mas simple obviamente
es:
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f(x) 7™, x>0, m>0

Laplace no elige la exponencial debido a su singald; la obtiene por medio del principio de
indiferencia (se deben asignar probabilidades egualcada una de varias alternativas simples, si no
hay raz6n conocida para preferir otra cosa).

Figura 8. Distribucién de Laplace de rango finito

Comienza observando que si no hay razon para suporgin punto en el eje mas probable
gue otro entonces se tomadii(fg constante, lo que significa que la curva de eseoia “una linea recta
infinitamente cercana al eje de abscisas”. Estétégis debe ser rechazada porque se opone a lo que
se conoce sobre la forma de la curva de error.rEsegundo intento toma f'(x) igual a una constante
negativa, lo que le conduce a la curva de errangular, se debe rechazar esta hipétesis porque nos
llevaria a una acotacion del error.

Finalmente, Laplace observa que no solamente ldenadas de f(x), sino también las
diferencias de las ordenadad(f(x) deben decrecer parser0, y ya que no tenemos razones para
suponer una ley diferente para las ordenadas qaelgm diferencias, se sigue que no debemos, de
acuerdo con las leyes de las probabilidades, suppree la razén de dos diferencias consecutivas
infinitamente  pequefias sea igual que las correépoled ordenadas, es decir
df (x+dx) _ f(x+dx)

df (x) f(x)

< oo

en consecuenciaf '(x) = —-mf (x), m>0,

por tanto

f(x) =r;e_"‘x, -0 < X<, la constante m/2 se ha determinado por el requée que

J. f (XYdx=1. Una representacion grafica para m = 2, se da igura 9.

Esta distribucion del error se llama la distribucide Laplace o la doble distribucion
exponencial. Es la primera distribucion de los saontinua y de rango ilimitado. Laplace observa
que se puede objetar a esta ley que no toma el eeo para grandes valores de x, pero en este caso
el valor de la funcion es tan pequefio que se pieadar como cero.
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Figura 9. Distribucion de Laplace o doble distribucion expocial

6.10. La “ley del error de Gauss” (1890)

De acuerdo con Eisenhart, (1983, p. 548) Gauss/€1835) parte de que la distribucion de los
errores debe ser una funcién diferenciable unimgdainétrica (la condicion de Laplace de continua
la cambia por diferenciable) y que tienda a cena pealores absolutos de errores que tiendan a
infinito.

Asume la regla tradicional de la media aritmétinadiante la cual, la media aritmética de una
conjunto de observaciones realizadas cuidadosargegiielas mismas circunstancias proporciona el
valor mas probable de la cantidad que se esta mdidie

La funcion de densidad conjunta debe ser el prodietlas probabilidades de cada uno de los
errores. La derivada de su logaritmo neperianoquoignal a los errores. De esta ultima obtiene la

., h e .
funcion f(x)=——e€ " —o<x<o, 0<h<oo, “la constante h puede ser considerada como la

N

medida de precision de las observacidngsoma el valor dei2 (Hald, 1998, p. 355). En los

o
comentarios a esta ley, Gauss dice que no puetesegpar bien a la ley del error con completo rigor
ya que, asigna probabilidades mayores que cenmeesifuera del rango de las posibles desviaciones,
que, en la practica, tienen limite finito, percoess inevitable porque nunca se puede asignaelohait
error con absoluto rigor, pero este defecto cadecémportancia ya que la funcion dada se acerca
rapidamente a cero cuando los errores aumentaenisdver la representacion pare en la figura
10
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Figura 10. Ley del error de Gauss

6.11. Distribucion de Cauchy (1824)

Esta distribucion puede describir la variacionaedrrores de una medida. Eisenhart, (1983, p.
548) nos dice que fue propuesta por Poison en H2dn ejemplo de la demostracidn del teorema del
limite central. Cauchy la propuso en 1853, sinrietpie Poison la habia discutido en 1829. Hoy es
reconocida por distribucién de Cauchy (Hald, 199&21). La formula general es

1

rﬁ(1+ XZZJ
B

f(x) =

, —0< X< 00, O(f(oo.

En la figura 11 se da la representacion grafica [pat.

/A
030 -

f

[ BN

izt \
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7. Conclusiones

En este trabajo hemos tratado de la dispersioracién o variabilidad, como nos guste llamar
al fendbmeno que esta en el corazén de la Estaistéin el cual esta ciencia no tendria sentido, en =
palabras de Wild y Pfannkuch, (1999, pp. 235-236), variacidén es la razon por la que la gente ha
tenido que desarrollar métodos estadisticos soéigts para filtrar los mensajes de datos del ruido
ambiental”

Siendo la dispersion una nocién de enorme transoeia en la adquisicion de los conceptosy Z
técnicas estadisticos, hemos observado que sunpcidnceptos relacionados no vienen recogidos en
los curricula oficiales, probablemente porque lasideran muy facil de entender y aprender. A lo
largo del trabajo hemos analizado que es un com@epplio y complejo, hemos visto que sus fuentes
muy pocas veces se explicitan en los curriculandae planificaciones de ensefianza. También hemos o)
visto lo costoso que ha sido a lo largo de la hestdarificar estas nociones centrandonos erelges!
del error.

Py

Hemos visto que, en el contexto de los erroregenddida, el problema de determinar cudl es
el verdadero valor de la medida a partir de vamasliciones con resultados diferentes, aparece la >\
primera nocion: si las medidas realizadas sobmigino objeto y con el mismo instrumento son
distintas (varian) es porque al menos todas memason erroneas. Teniendo las medidas realizadas TI
(la mayoria erroneas) a la vista ¢cuél sera elderd valor? La primera solucion que aparece en la
historia es tomar como verdadero valor el semigarifn seguida se comienza a utilizar la media
aritmética como verdadero valor, aqui aparece #rilblicion uniforme discreta. Pero, también
bastante pronto, aparece otra idea que podemasira$ella siguiente manera: cada vez que tomamos O
una medida, en general, es diferente de las argsyisi tomamos la media aritmética de las medidas
realizadas, estamos suponiendo que todas las redifid@n la misma probabilidad de ocurrir, pero
esto no es asi, las medidas mas alejadas del eaidgral tienen menos probabilidad de ocurrir
(supuesto c) de Bernouilli), en consecuencia debemalizar la media teniendo en cuanta la
probabilidad de ocurrencia y aparece la distribu¢i@angular. El paso de lo discreto a lo contieso
también un paso importante en la conceptualizad&inproblema de calcular el verdadero valor. s
Cuando no satisface esta distribucion apareceniecseular, si esta no satisface, la semi-elipsaps
la parabdlica o la coseno. Si estas no satisfacedd Laplace, hasta que terminamos con la de Gauss
que parece satisfacer a todos. L

De este pequefio resumen podemos sacar dos conekisias dificultades que han mostrado >
verdaderos genios en el estudio de los erroreseyequestos estudios los centros y la dispersion
siempre van unidos. Esto es lo contrario de lo gqurre en las aulas: las medidas de centro se
estudian aisladas y a continuacion las de dispertanbién aisladas. El ciudadano sale de las aulas
sin tener conciencia de que una medida de centropse debe estar junto a una de dispersion.
Creemos que esta es una de las razones por laugondocaparecen en los medios de comunicacion
medias aritméticas (salario medio, media mensudhdmension de jubilacidbn en un pais,...) muy
pocas veces aparece la media junto a la desvitipiéa. Solamente encontramos la media. Esta falta
de cultura estadistica se debe comenzar a atajde ke escuela y la investigacion didactica. —

Otra conclusion es que estas leyes han sido edaglpor verdaderos genios y les costé muchos
esfuerzo llegar a conclusiones aceptables por gllssios y por los demas. Sin embargo, queremos ()
que nuestros estudiantes, adquieran un conociméglgicuado sobre Estadistica y Probabilidad sin ni
siquiera esbozar unas ligeras nociones sobre [gerdi$n y conceptos relacionados. EI mismo ™
razonamiento podemos hacer para la investigacdactca.
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A la vista de lo expuesto anteriormente, concluinmpes es necesario incluir en los programas
de ensefianza y en los de investigacion didactiaaclamificacion adecuada de las nociones relativas
la dispersidn y conceptos relacionados como sustdagdestacando su presencia en las actividades
gue se desarrollen, ya que como dice Moore, (189150), ‘La omnipresencia de la variacion es
admitida, pero a menudo no se explica con claridd simulacion de un histograma en la
computadora no ensefa la gente de negocios compirtar un informe financierb)
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