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Se presentan tres ejemplos, extraidos de sendas experiencias, a través de los
cuales se abre un panorama para discutir la existencia de objetos geométricos
mas alld de sus posibilidades ostensivas. El primer ejemplo incorpora el carac-
ter elusivo de la representacion de la idea matematica de razon, entendida como
relacion entre tamafios de magnitudes geométricas homogéneas. El segundo
ejemplo alude a una aproximacion a la idea de mediatriz como un lugar geomé-
trico que no satisface una condicion logica, ni su condicion “opuesta”. El tercer
ejemplo se refiere a la imposibilidad de construccion de una parabola a través
de una heuristica de regla y compas, a pesar de la determinacion por esta via de
varios de sus puntos.

INTRODUCCION

La existencia de los objetos geométricos ha sido un asunto de preocupacion de
la Filosofia de las Matematicas quiza desde sus inicios como actividad intelec-
tual; varios académicos (v.g., Acerbi, 2011; Cassou-Nogués, 2005; Gardies,
2004; Harari, 2003; Radford, 2006) presentan sugestivas aproximaciones a tal
problematica. Desde la perspectiva curricular de las matematicas escolares, la
discusion sobre la existencia en Matematicas encuentra un ambito particular
de discusion en el segundo capitulo de los Lineamientos Curriculares, espe-
cialmente en el apartado en que se propone una “reflexiéon sobre diferentes
concepciones acerca de la naturaleza de las matematicas y sus implicaciones
didacticas” (MEN, 1998, pp. 21-25). En los procesos educativos de formacion
de profesores de Matematicas este asunto se esta abordando como parte de las
discusiones metamatematicas que de manera mas frecuente e intencional in-
corporan los programas de formacion y sus formadores, particularmente en
actividades que propenden a la formacion del conocimiento historico-

epistemologico del profesor de Matematicas (Torres y Guacaneme, 2011a,
2011b).
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Para aportar a tal discusion, a continuacion se presentan tres ejemplos, extrai-
dos de sendas experiencias, a través de los cuales se abre un panorama para
discutir la existencia de objetos geométricos mas alla de sus posibilidades os-
tensivas. El primer ejemplo incorpora el caracter elusivo de la representacion
de la idea matematica de razon, entendida como relacion entre tamanos de
magnitudes geométricas homogéneas. El segundo, alude a una aproximacién a
la idea de mediatriz como un lugar geométrico que no satisface una condicion
l6gica, ni su condicion “opuesta”. El tercer ejemplo se refiere a la imposibili-
dad de construccion de una parabola a través de una heuristica de regla y
compas, a pesar de la determinacion por esta via de varios de sus puntos.

EL CARACTER ELUSIVO DE LA REPRESENTACION DE LA IDEA
MATEMATICA DE RAZON

Este primer ejemplo tiene como contexto de surgimiento la tesis doctoral que
actualmente desarrollamos en el marco del Doctorado Interinstitucional en
Educacion, Enfasis en Educacion Matematica (sede Universidad del Valle), y
algunos trabajos de grado dirigidos en programas de formacion de profesores
en la Universidad Pedagogica Nacional (Colombia).

En trabajos previos (Guacaneme, 2012; Quintero, Molavoque y Guacaneme,
2012), al examinar las ideas de razon y proporcion en los Libros V y VI de
Elementos, hemos discutido brevemente el asunto de la representacion de es-
tas en el &mbito de las magnitudes geométricas.

Retomemos, entonces, inicialmente la definicion de la idea de razon propuesta
por Euclides en el Libro V:

Definicion V.3. Una razén es determinada relacion con respecto a su tamafio
entre dos magnitudes homogéneas. (Euclides, 1994, p. 9)

Este enunciado establece un aspecto central: la razoén es una relacion. Cabe
entonces preguntarse ;,cOmo se representa una relacion en la geometria eucli-
diana? o, de manera mas concreta, ;como Euclides representa la razon entre
dos magnitudes homogéneas?

Para aproximar una respuesta a estas preguntas, desde la Optica de las figuras
o los dibujos (entendidos como forma de representacion), hay que advertir que
algunos historiadores y epistemologos (v.g., Gardies, 1997, pp. 127-155) re-
conocen en Elementos el uso de dos tipos de figuras para representar los obje-
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tos geométricos: propias e impropias. Las primeras representan magnitudes
geométricas especificas u objetos especificos (v.g., segmentos, angulos, tridn-
gulos, cuadrilateros, circulos); las figuras impropias las utiliza para representar
nimeros o magnitudes geométricas en general. En la Figura 1 (izquierda) he-
mos incluido la figura propia que Euclides presenta para la proposicion 13 del
Libro VI'; en la Figura 1 (derecha) presentamos la figura impropia de la pro-
posicién 14 del Libro V2.

A

A B r
Figura 1: Figura propia y figura impropia en los Libros VIy V de Elementos’

En el Libro VI, Euclides emplea figuras propias; si alli se refiere a triangulos o
paralelogramos, los dibujos contienen efectivamente figuras usuales de tales
objetos geométricos. En cambio, en el Libro V si el autor griego alude a mag-
nitudes geométricas en general (i.e., longitudes, superficies, volimenes, y am-
plitudes angulares —simultaneamente) el dibujo contiene trazos rectilineos
(que no hay que interpretar como segmentos ni como longitud de segmentos,
exclusivamente).

Con esta caracterizacion de las figuras, nos hemos dado a la tarea de identifi-
car figuras (propias o impropias) que representen la idea de razon; sin embar-
go, no hemos encontrado figura alguna en los Libros V y VI —ni en Elementos
(Euclides, trs. 1991, 1994, 1996), ni en otra de las obras atribuidas a Euclides
(McDowell y Sokolik, 1993)— que constituya una representacion de la razon.
Con base en esto, nos atrevemos a afirmar que no existe en la geometria eucli-
diana representacion, mediante figuras, de la razén, concebida como relacion.

"' VI.13. “Dadas dos rectas, hallar una media proporcional.” (Euclides, tr. 1994, p. 74)

?V.14. “Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la misma razén que una tercera
con una cuarta y la primera es mayor que la tercera, la segunda sera también mayor que la
cuarta, y si es igual, sera igual, y si es menor, menor.” (Euclides, tr. 1994, p. 40)

* Tomadas de Euclides (tr. 1994, pp. 75, 40).
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Si dirigimos la atencion al discurso verbal de la obra euclidiana en cuestion, y
especificamente al uso de palabras, expresiones verbales y notaciones, rela-
cionadas con la idea de razén, reconocemos un amplio espectro de expresiones
que incorporan la palabra razén (v.g., guarda razon, guardan la misma razon,
razén mayor, razén duplicada, razén triplicada, razén por alternancia, razén
por inversion, composicion de una razon, separacion de una razon, conversion
de una razon, razén por igualdad), pero no logramos identificar en ninguna de
ellas una manera de representar la razon. Quiza lo mas cercano a una represen-
tacion de la razon esté en el reconocimiento implicito en la obra euclidiana de
la existencia de un antecedente y un consecuente en cada razon, cuya relacion
con respecto a su tamafo es precisamente la razén. No obstante lo anterior,
somos conscientes de que esto no constituye un representacion. El panorama
no cambia mucho al examinar las notaciones para la idea de razén, pues en
Elementos no hay uso de notacion simbolica (ni nominal) alguna para la idea
de razon. Las notaciones mas ampliamente difundidas para la razon entre dos
magnitudes (v.g., a:b o %) son relativamente modernas”.

De lo anterior es facilmente deducible que en Elementos, Euclides no emplea
representacion alguna de la idea de razon y, en consecuencia para el asunto de
interés de esta conferencia, la existencia de las razones (e incluso su compren-
sion) no reside ni se deposita en —o a través de— sus representaciones. Parecie-
ra entonces que la existencia de esta emerge exclusivamente del discurso ma-
tematico hipotético deductivo o, si se prefiere, su existencia es netamente dis-
cursiva. En este sentido el siguiente didlogo, entre un discipulo de Euclides y
su maestro, surgido de nuestra imaginacion cobra sentido:

— Euclides, por favor, muéstrame una razon.
— No puedo, pero si lees mi magistral obra (Elementos) la encuentras.

Este hecho nos lleva a un estado de incertidumbre acerca de como un indivi-
duo (cognitivo, epistémico, social) puede lograr comprensién de un objeto
geométrico que se presenta discursivamente sin representacion ostensiva algu-
na. Esta incertidumbre persiste tanto en una postura platonica (en la cual, a
riesgo de ser simplista, las ideas matematicas preexisten y el acceso a las
mismas se da a través del trabajo mental con sus representaciones) como en

[T 3]

* Grattan-Guinness (1996) refiere que la notacion “::” procede del siglo XV11 y la atribuye a
William Oughtred.
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una postura empirica (en la cual las expresiones perceptivas de los objetos
juegan un papel fundamental para el conocimiento de los mismos).

Esta incertidumbre puede llegar a constituir un problema docente legitimo, es
decir, un problema que configura —o debiera configurar— un reto para el cono-
cimiento profesional del profesor de Matematicas y que de manera concreta se
puede expresar, entre otras opciones, en la pregunta ;puedo promover proce-
sos de aprendizaje de la idea matematica de razdn, sin poner en contacto a mis
estudiantes con representaciones de tal idea?

Para abordar tal inquietud parece conveniente indagar por la existencia de re-

presentaciones de la idea de razon. Quiza la primera que venga a la mente de
. . rqe a .

un profesor sea alguna de las expresiones simbodlicas usuales: a: b o P La pri-

mera de ellas menos empleada que la segunda, y en cierto sentido en desuso;
la segunda, completamente andloga a la notacion de fraccion y, por tanto, pro-
pensa a conllevar la identificacion de dos ideas (i.e., razon y fraccion) sustan-
cialmente distintas o de naturaleza epistémica diversa’. A mas de estas nota-
ciones, es bastante probable que ninguna otra idea ilumine la mente del profe-
sor. Sin embargo, si un profesor recuerda algunos de los conocimientos del
curso de Teoria de Conjuntos de su formacioén inicial (en caso de que lo haya
habido), particularmente aquellos que refieren a las relaciones entre conjuntos
entendidas como subconjuntos del producto cartesiano de estos, puede aceptar
que la siguiente grafica (ver Figura 2), y particularmente el punto, representa
ostensiblemente la razon de la magnitud a y la magnitud b, es decir, la rela-
cion entre sus tamafios.

»

a

Figura 2: Representacion cartesiana de la razon entre los tamaiios de las magnitudes a y b

Bajo esta representacion cartesiana se podria comprender la discusion que
propone que entre las razones no debe establecerse una igualdad, pues una
razon solo es igual a si misma (o en lo grafico, cada punto sélo es igual a si

> Esta idea la plantea magistralmente Hans Freudenthal en su capitulo sobre razén y pro-
porcionalidad (Freudenthal, 1983/2002).
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mismo). También, puede comprenderse cudndo cuatro magnitudes son pro-
porcionales, o cuando guardan la misma razon dos a dos; ello se puede lograr
estableciendo si los dos puntos, correspondientes a sendas razones, y el origen
del sistema cartesiano son colineales. No obstante la existencia de esta posible
representacion de las razones, se debe ser consciente de que la misma exige
una homogenizacion de las magnitudes geométricas (i.e., la representacion a
través de trazos rectilineos finitos, de cualquier tipo de magnitud geométrica),
asunto trivializado —y hasta subvalorado— en las matematicas escolares.

Por otra parte, recientemente, en un trabajo de grado (Bardon y Barragan,
2013), que tuve la fortuna de dirigir, se realizd el estudio de un articulo
(Berghout, 1974, 1975) en el cual, al tratar el asunto de la evolucién histérica
de las razones hacia una perspectiva numérica, y particularmente la contribu-
cion del trabajo de Oresme en tal direccion, se incluyen unos dibujos de seg-
mentos rectilineos que podrian representar razones (ver Figura 3).

If e represents 4 : 1,
then —p—— = = represents it triple, viz. 64 : 1,
and — then represents one fourth of 64 : 1.

1
This is also clearly one half of 8: 1.

. 1 6
Figura 3: Uso de segmentos rectilineos para representar razones

Comprender aspectos basicos del funcionamiento de esta representacion cons-
tituyd un reto al conocimiento matematico personal, fundamentalmente por-
que el sistema de representacion usual de longitudes en una recta coordenada
condiciona la lectura de la representacidon en cuestion; sin embargo, una sim-
ple transformacion de tal recta, a través de incorporar potencias de 2 (ver Fi-
gura 4) nos ayudo a comprender, entre otros asuntos, que el segmento que re-
presenta la razon 64:1 es el triple del que representa la razon 4:1, asunto to-
talmente relacionado con la idea de razon triplicada’ expresada en Elementos.

6 Facsimil tomado de Berghout (1975, p. 70); por ello ni las longitudes de los segmentos ni
la distribucion de los nimeros es muy precisa.

7 Definicion V.10. “Cuando cuatro magnitudes son proporcionales, se dice que la primera
guarda con la cuarta una razon triplicada de la que (guarda) con la segunda, y asi siempre,
sucesivamente, sea cual fuere la proporcion.” (Euclides, tr. 1994, p. 14)

28



Figura 4: Transformacion de una recta usual a través de las potencias de 2

A pesar de la comprension lograda hasta aca, debemos reconocer la existencia
de nuevos retos matematicos como aquel que supone la ubicacidon en este
mismo eje de cualquier razon, reto que puede llegar a ser trivial si se asume
una correspondencia a través de la funcion de variable real definida por la ex-
presion f(x) = 2% (o si se prefiere, de su funcién inversa, f~1). Mas alla de
este tipo de retos, surgen otros relevantes para el asunto del presente articulo,
relacionados con el conocimiento profesional del profesor de Matematicas;
uno de ellos se puede expresar a traveés de una pregunta, similar a una ya plan-
teada antes: ;puedo promover procesos de aprendizaje de la idea matematica
de razén, poniendo en contacto a mis estudiantes con alguna de las dos repre-
sentaciones de tal idea, presentadas inmediatamente antes?

UNA APROXIMACION A LA IDEA DE MEDIATRIZ COMO LUGAR
GEOMETRICO

El segundo ejemplo tiene como contexto de surgimiento un fragmento del cur-
so titulado “Incorporacion de la geometria analitica en primaria y secundaria”,
a cargo del doctor Carlos Hernandez Garciadiego del Instituto de Matematicas
de la Universidad Nacional Autébnoma de México, desarrollado en el marco de
la “Escuela-seminario Internacional Construccion de Capacidades en Matema-
ticas y Educacién Matematica”, conocida como CANP-2012 (Capacity &
Networking Project) que tuvo lugar en San José de Costa Rica del 6 al 17 de
agosto de 2012. En este curso el doctor Hernandez presentd, entre otros, algu-
nos aspectos del software GeoLab®, del que es coautor y present6 algunas pro-
puestas de aula para usarlo en la ensefianza y el aprendizaje de la Geometria.

Una de tales propuestas se refirid a la construccion de la idea de mediatriz,
como lugar geométrico constituido por los puntos que equidistan de dos pun-
tos dados, a través de la experimentacion que posibilita el software. Para ello
se ubicaron dos puntos dados o fijos (4 y B) en el plano y un punto genérico o

¥ http://arquimedes.matem.unam.mx/PUEMAC/PUEMAC_2008/geolab/html/intro.html
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movil (P); luego se establecid el valor de las distancias entre los puntos dados
y el punto genérico y se construyd una condicion logica a través de la expre-
sion d(4,P) < d(B,P). De esta manera, el punto P seria visible solo si su
ubicacion respecto de los puntos 4 y B satisface la condicion logica. Poste-
riormente, se empleo la herramienta de lanzar aleatoriamente puntos que satis-
ficieran la condicidn logica, obteniéndose en la pantalla lo que aparece en la
Figura 5. A partir de ello se sugirié que se espera que los aprendices constru-
yan una imagen mental asociada a la idea de mediatriz, que eventualmente en
un futuro co-actie con una definicion de esta como lugar geométrico.
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Figura 5: Imagen del software GeoLab relacionada con la construccion de la idea de
mediatriz

Los puntos destacados en la pantalla de la Figura 5 corresponden a aquellos
cuya distancia al punto 4 es menor que su distancia al punto B, pero no preci-
samente los de la mediatriz en cuestion. Si la condicion logica hubiese sido la
“opuesta”, es decir d(4,P) > d(B, P), la situacidén seria analoga, pues los
puntos que se destacarian en la pantalla tampoco serian los de la mediatriz.
Asi, la existencia de la mediatriz estd dada, no por los puntos equidistantes,
sino por los no equidistantes que el software ha dibujado aleatoriamente.

Desde nuestra perspectiva, la situacidon aca descrita ofrece entonces un ejem-
plo de existencia de un objeto geométrico, no porque se exhiban los puntos
que lo constituyen, sino precisamente por lo contrario. La mediatriz existe por
la negacion de las dos condiciones logicas, a saber: d(4,P) <d(B,P) y
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d(4,P) > d(B,P). Esto, en términos de su representacion, implica que el
aprendiz debe “ver” el lugar geométrico no en su representacion ostensiva,
sino a través de unas representaciones de “su negacion”, asunto llamativo para
la discusion sobre la existencia de objetos geométricos en ausencia de su re-
presentacion.

IMPOSIBILIDAD DE CONSTRUCCION DE UNA PARABOLA A TRAVES DE
UNA HEURISTICA DE REGLA Y COMPAS

El tercer ejemplo tiene como contexto uno de los cursos realizados con los
estudiantes del Enfasis en Historia y Educacién Mateméatica de la cohorte
2013 del programa de Especializacion en Educacion Matematica de la Univer-
sidad Pedagogica Nacional. Alli, el profesor Jhon Bello, a cargo de dirigir el
curso que pretende abordar la discusion acerca de la mediacidon instrumental
en la construccion de conocimiento matematico, desde una perspectiva histo-
rica, propuso una tarea cuyo enunciado era: “Construya una parabola usando
regla y compas”.

Una vez que los estudiantes consultaron diversos documentos, organizaron la
presentacion de la respuesta a la tarea y expusieron sus resultados, es decir, la
comprension que habian logrado de los procesos que habian encontrado y es-
tudiado. En la Figura 6 se presenta la imagen de uno de tales procedimientos.

Figura 6: Construccion con regla y compas de algunos puntos de una parabola

En todos los procesos presentados se incluyd una definiciéon de la pardbola
como lugar geométrico; asi mismo, todos los procesos circunscribian el traba-
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jo con regla y compas (i.e., el trabajo con rectas y circunferencias) y tenian en
comun que permitian construir un conjunto finito de puntos que efectivamente
pertenecen a la pardbola, pero ninguno de los procedimientos exhibia una
construccidon que permitiera “trazar la curva en su totalidad” o al menos trazar
un fragmento de la misma de manera “continua”. Este hecho constituyé en-
tonces el centro de discusion de un fragmento de la sesion de clase donde se
expresaron puntos de vista acerca de lo que efectivamente es una construccion
con regla y compas, asi como la potencial imposibilidad de construir una pa-
rabola dentro de una heuristica determinada por estos instrumentos.

Sin embargo, para esta conferencia el episodio comentado antes interesa en la
medida en que nos ofrece un ambiente para proponer y dar sentido a la pre-
gunta si la existencia discreta de algunos puntos, dados por la construccion,
garantiza la existencia de la pardbola en cuestion, o si la existencia de la para-
bola depende de la posibilidad de construccion a través de una heuristica espe-
cifica (v.g., la regla y el compas).

Esta cuestion ofrece también la oportunidad de discutir si efectivamente el
conjunto finito de puntos constituye una ‘“buena” representacion del lugar
geométrico o si su caracter discreto y finito no ofrece un buen ambiente para
la representacion del caracter continuo de la curva en cuestion.

APERTURA A UNA DISCUSION

Lo presentado hasta acd no pretende ir mas alla del titulo del articulo y, en
consecuencia, constituye tan solo un punto de partida para que los profesores
de Matematicas, formadores de profesores e investigadores en Educacion Ma-
tematica emprendamos una discusion metamatematica, como lo es la discu-
sion acerca de la existencia de los objetos geométricos, a partir de la cual sea-
mos un poco mas conscientes de como tal existencia puede emerger en situa-
ciones matematicas escolares o puede tener implicaciones en la comprension
que de las Matematicas van logrando nuestros estudiantes. Es esta pues, una
sencilla invitacion a una discusion totalmente abierta en donde las diferentes
voces se deben pronunciar y escuchar, para favorecer el conocimiento sobre
las Matematicas (y no solo de las Matematicas) tan necesario para el ejercicio
docente en Matematicas, para la mision de educar a los profesores de Matema-
ticas y para la ardua tarea investigativa en los campos de la Educacién Mate-
matica y la Educacion de los profesores de Matematicas.
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