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La intencidn de la conferencia es hacer un paralelo entre, por una parte, dos as-
pectos de la geometria dinamica —su desempefio como herramienta empleada
por un usuario y su funcionamiento interno—y, por otra, los dos aspectos del
problema griego —las soluciones “lineales” y la imposibilidad de solucion rigu-
rosa. Algunas soluciones propuestas con construcciones como la cisoide y la
cuadratriz siguen la filosofia de la geometria dinamica, esto es, mas de dos mil
afos antes de la invencion del computador, los griegos habian desarrollado el
concepto de lo que hoy conocemos como geometria dindmica.

ANTECEDENTES Y UN POCO DE HISTORIA

Aunque las matematicas existian antes de los griegos, es un lugar comin afir-
mar que, en algin sentido, comenzaron con ellos. Y este “sentido” es lo que le
ha dado su estatus de conocimiento ideal y lo que la ha proyectado desde ese
lejano pasado hasta nuestros dias. Es en el seno de la cultura griega, no pu-
diendo ser en ninguna otra, donde ocurri6 la génesis de los problemas que nos
ocupan. La siguiente cita de Morris Kline (1972/2012) nos pone en contexto:

Una de las grandes contribuciones de los griegos al concepto de matematica fue
el reconocimiento consciente y el énfasis en el hecho de que los entes matema-
ticos: numeros y figuras geométricas, son abstracciones, ideas de la mente cla-
ramente distinguidas de los objetos o de las pinturas. (p. 54)

Los tres famosos problemas de la geometria griega se refieren a construccio-
nes de tales entes abstractos, por lo tanto lo que se buscaba era un algoritmo
de construccidn que obedeciera las reglas del juego, esto es, construcciones
que se limitaran al empleo de la regla y el compas euclidianos. Una observa-
cion de Kline (1953, citado en Sanchez, 1994) arroja luz sobre este hecho:

Esta restriccion a la linea recta y a los circulos, libremente aceptada y arbitraria,
estuvo motivada por el deseo de conservar la simplicidad en la geometria y por
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tanto apelaba a la estética. Algunos griegos, especialmente Platon, tenian otras
razones de igual peso, para imponer la restriccion. La introduccion de instru-
mentos mas complicados que podrian ser adecuados para la solucion de los
problemas de construccion requerian destreza manual, la que en su opinidn, era
indigna de un pensador. Platon opinaba que empleando instrumentos complica-
dos “la bondad de la geometria es desechada y destruida, pues nuevamente la
reduciriamos al mundo de los sentidos en lugar de elevarla e infundirle las ima-
genes eternas e incorporeas del pensamiento”. (p. 11)

Construcciones conocidas

Los griegos demostraron muchas propiedades acerca de las areas de figuras
planas (e.g., que tridngulos de bases y alturas iguales tienen la misma area),
sin emplear para ello formulas que permitieran “medir” tales areas sino me-
diante ingeniosas construcciones que permitian “ver’” tal igualdad. En tal con-
texto surge el problema de “cuadrar” una figura, lo que consiste en dibujar,
con regla y compas euclidianos, un cuadrado de area igual a la de la figura da-

da.

Los griegos sabian...

V¥

como bisecar un angulo (construccion que aparece cOmo extraer una raiz cuadrada
en los Elementos de Euclides

como duplicar un cuadrado como cuadrar linulas
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como cuadrar un tridngulo con

regla y compas prea= 51

il

Area ABC =5

Hipdcrates de Quios demostrd (la demostracion tarda un minuto) que la linula
AED vy el triangulo ADC tienen la misma area. Hipocrates logré ademas cua-
drar otros dos tipos de linulas. Esta demostracion constituyd un paso enorme
al mostrar que era posible cuadrar figuras cuyo perimetro no esta constituido
por segmentos de recta (por un proceso de triangulacion, cuadratura de tridn-
gulos y empleando el teorema de Pitdgoras los griegos lograban cuadrar cual-
quier poligono).

TRES RETOS GEOMETRICOS

Los resultados obtenidos hasta ese entonces permitieron pensar que era posi-
ble lograr resolver problemas que, de manera natural, llevaban un paso adelan-
te lo ya conseguido.

Cuadrar el circulo

Problema relacionado con los de cuadrar
poligonos y figuras de borde no recto, co- T R }
mo las lunulas de Hipocrates. Algebraica-

mente equivale a construir con regla y

compas un segmento de longitud igual a .

(BN ]

=
b

Duplicar el cubo

X Este problema, que equivale desde el punto
. de vista algebraico a construir con regla y
. 4 4 compas la raiz ctbica de 2, extiende el pro-
/ / blema ya resuelto de calcular la raiz cuadrada

de cualquier nimero.
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Trisecar un angulo

SOLUCIONES

Las soluciones se clasificaron en p/anas cuando se basaban en el uso de la re-
gla y el compas exclusivamente, solidas cuando acudian al empleo de seccio-
nes conicas y lineales cuando requerian el empleo de curvas mas elaboradas
como cuadratrices, concoides, cisoides, etc. (Sanchez, 1994).

Soluciones lineales implementadas en GeoGebra
Cuadratriz de Hipias

Esta curva es generada por la interseccion de las rectas EF y AD’ mientras se
desplazan de manera uniforme, EF de la posicion BC a la AD y AD’ de la po-
sicion AB a la AD. Esta curva, generada a partir de la combinacién de dos
movimientos simultdneos, uno de giro y otro de traslacion, exige para su cabal
comprension un medio dindmico que permita ver realmente los movimientos
que la generan. Es por ello que un texto como el presente es incapaz de mos-
trar, con todo detalle, la totalidad de la idea que pretende representar.

B C

Esta curva, que en principio fue ideada para resolver el problema de la trisec-
cion del angulo, también sirve para resolver el problema de la cuadratura del
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circulo ya que la posicion limite del punto G (cuando EF y AD’coinciden con
AD, el punto G no esta definido y por tanto su posicion se determina mediante
el célculo de un limite) es tal que AG = 2AD /=, y por tanto la curva permite
la construccion de .

Cisoide de Diocles

De igual manera, esta curva se genera mediante el movimiento de giro del
segmento AG. El punto D se determina mediante la exigencia de que la distan-
cia GD sea igual a AB, donde B es el punto de interseccion de la recta con la
circunferencia.

Triseccion del angulo por Arquimedes

Arquimedes logra la triseccion del dngulo violando una de las restricciones al
empleo de la regla, la cual dice que esta solo sirve para trazar o prolongar rec-
tas pero que no es posible emplearla para trasladar distancias.

G

Imposibilidad de las soluciones (Courant, 1941/2002)

La invencion por parte de Fermat y Descartes de la geometria analitica permi-
te que se inicie el proceso que conducird finalmente a la solucién negativa del
problema. En el marco de la geometria analitica tanto las rectas como las cir-
cunferencias se representan por ecuaciones. Los puntos de interseccion de rec-
tas y circunferencias se determinan mediante la solucion de sistemas de tales
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ecuaciones. Comenzando en el campo de los racionales, las soluciones de tales
sistemas pueden quedar fuera de ¢él. Sin embargo, estas soluciones estaran
contenidas en otro campo y las ecuaciones con coeficientes en este nuevo
campo también podran tener soluciones fuera de €1, pero que estaran conteni-
das en un tercer campo. Este proceso de extension de campos da lugar a una
cadena de campos bien definida. Al traducir los problemas de la geometria al
algebra es posible determinar, segiin la naturaleza de las raices involucradas,
si estas son construibles, lo que equivale a poder establecer la resolubilidad
del problema. Este proceso de representacion de rectas y circunferencias me-
diante ecuaciones lo realizan internamente los paquetes de geometria dindmi-
ca. En particular, GeoGebra permite mediante la opcioén “vista algebraica” ir
viendo, paso a paso, la equivalencia entre la construccién geométrica y su al-
macenamiento y procesamiento interno mediante ecuaciones.

Wista Algebraica E]
-I Objetos Libres |
----- @ A=(232,0.68)

----- # B=(h.86,2.24)

----- # E={10.2, 0.82)

----- # F=(6.68, 0.88)

= Objetos Dependientes

----- @ C=(0.76,4.22)

----- & D=(3.88,-2.86)

----- & a:1.56x-3.54y =121
----- & br354x +1.56y =027

----- J c:(x—2.32)% + (y — 0.68)° = 14.97

----- 5 d:(x—5.86)° + (y —2.24)° = 10.41

----- & er1.98x+51y=23.03
----- & B 2.04x -6.32y = 25.99
----- 4 0:51x-1.98y = 2545

Vista algebraica tipica de una construccién en GeoGebra, donde se evidencia la relacion
entre las figuras geométricas de la opcion vista grafica y su almacenamiento interno,
empleando coordenadas para los puntos y ecuaciones para las rectas y circunferencias.

No es posible duplicar el cubo

Este problema que en su traduccion algebraica equivale a determinar si es po-
sible construir con regla y compas un segmento de longitud igual a /2 tiene
respuesta negativa: no es posible realizar tal construccion y por lo tanto se
concluye que nunca se lograra la construccion pedida.
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En general, no es posible trisecar el angulo

La solucién para este problema, a diferencia del anterior, es parcial, esto es, la
construccion pedida es posible en el caso de algunos angulos particulares, pero
es posible demostrar su imposibilidad en otros, como es el caso de un angulo
de 60°.

Triseccion del angulo de 90°

No es posible cuadrar el circulo

Este problema equivale a establecer si m es un nimero algebraico o trascen-
dente. La segunda posibilidad implicaria la imposibilidad de realizar la cons-
truccion pedida. En 1882, Ferdinand Lindemann demostré que en efecto, co-
mo se temia, © es trascendente y por lo tanto el problema es irresoluble.

CONCLUSIONES

Las herramientas informaticas actuales enfocadas al trabajo matematico han
traido a nuestra area un elemento que antes era exclusivo de otras areas del
conocimiento: el laboratorio de experimentacion. A diferencia de lo que ocu-
rria en el pasado hoy podemos emplear efectivamente la cuadratriz de Hipias
para trisecar un angulo. Podemos con un simple movimiento de raton modifi-
car la configuracion empleada para extraer la raiz cuadrada de 2 y emplearla
para calcular las de muchos otros nimeros. Podemos ver la idea de triseccion
de Arquimedes en accion.

Es probable que hayamos llegado a un momento en el que las necesidades pe-
dagogicas y las posibilidades tecnolégicas nos estén exigiendo el abandono
del texto matematico clasico. Textos como el presente que son incapaces de
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reflejar el “dinamismo” natural del trabajo matematico probablemente estén
proximos a desaparecer para dar lugar al texto interactivo en el cual las ideas
matematicas encuentren un mejor y mas apropiado vehiculo de transmision y
creacion.
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