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En el siglo XVII se inicia el periodo historico de las matematicas de las magni-
tudes variables y en ¢l, el punto de viraje lo constituye la idea de variable intro-
ducida por Descartes. Durante ese siglo se fueron encajando enfaticamente los
métodos matematicos en las ciencias naturales. Descartes pensaba que las pro-
piedades de divisibilidad y movilidad, propias de la naturaleza de la materia, las
deberian reflejar las matematicas como ciencia universal; con tal proposito eli-
gi6 los segmentos como forma general de las magnitudes geométricas. Define
entonces, en La Geometria, la estructura algebraica de los segmentos como
elemento fundamental de su propuesta a partir de una reflexion en torno a la
composicion de los Elementos de Euclides.

PRESENTACION

Cuando se hace referencia al origen de la geometria analitica, se afirma que el
punto de partida lo constituyd la introduccion del dlgebra en la geometria;
acontecimiento este que se llevd a cabo por obra de Descartes al vincular los
recursos de la primera con los desarrollos de la segunda, lo cual permiti6 al-
canzar una unidad de sintesis que favorecio el rapido advenimiento de nuevas
creaciones como el calculo infinitesimal. Para realizar esta hazafia, que signi-
ficd una ruptura metodologica con la geometria clasica griega, Descartes co-
menzd considerando la voluminosidad tridimensional como parte constitutiva
de la naturaleza de la materia, cuyas propiedades mas importantes son la divi-
sibilidad y la movilidad. Planted que las matematicas, en su calidad de ciencia
universal que involucra todo lo relacionado con el orden y la medida, ademas
de lo numérico y de lo geométrico, debian reflejar tales propiedades; esta pro-
puesta constituyod un paso inicial en la ruta hacia la matematica moderna que
llevo a la disciplina a uno de los lugares mas destacados entre todas las cien-
cias. La geometria analitica, en consecuencia, no es tan solo la fusién de dos
ramas de las matematicas sino que constituye el punto de unificacién de esta
ciencia y la consolidacion de sus fundamentos en principios racionales y 16gi-
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cos. Las ideas generales lograron una interpretacion concreta hacia 1637 con
el Discurso del Método del cual forma parte La Geometria. Llama la atencion
que la citada ruptura metodolédgica tuviera origen en la monumental obra de
los Elementos, cuestion esta que se discutird en el desarrollo de este escrito.

La Geometria (Descartes, 1637/1947) esta constituida por tres libros. El pri-
mero lleva por titulo De los problemas que pueden construirse sin emplear
mds que circulos y lineas rectas. El segundo, titulado De la naturaleza de las
lineas curvas, presenta un estudio mas detallado de las curvas de diferentes
ordenes, especialmente de las de grado superior, de su clasificacion y de la
revelacion de sus propiedades; sobre todo, de la construccion y de las propie-
dades de tangentes y normales, lineas estas cuya importancia deriva de los
problemas de la reflexion de la luz sobre las superficies curvas. Descartes di-
vide todas las curvas en dos clases, segun la posibilidad de llevar a cabo su
investigacion con los recursos de que disponia. El tercero esta dedicado a la
Construccion de problemas sdlidos o mds que solidos, lo cual lo conduce al
estudio de la resolucion de ecuaciones, a la discusion de sus raices y de las
relaciones entre los coeficientes. Muestra que una ecuacion puede tener tantas
raices como dimensiones tiene el grado y presenta luego su famosa regla de
los signos. Utiliza junto a los recursos algebraicos, los lugares geométricos.

En este articulo solo se tomara en consideracion la temadtica en torno al primer
libro de La Geometria. Se pretende mostrar como Descartes hizo la formula-
cion de una perspectiva distinta para la geometria, principalmente, a partir de
una nueva interpretacion de la geometria euclidiana, la cual le permitio propo-
ner una lectura algebraica de esta disciplina. Este hecho no solo tiene que ver
con las reglas del método sino ante todo con una nueva lectura de la geometria
de Euclides, que posibilitd el proceso de modernizacion en las matematicas,
fundamentado en la correspondencia entre geometria y algebra como punto de
partida hacia la matematica formal.

DE LOS PROBLEMAS QUE SE PUEDEN CONSTRUIR SIN EMPLEAR MAS
QUE CIRCULOS Y LINEAS RECTAS

En este libro, Descartes inicia con la exposicion de los procedimientos cono-
cidos para resolver geométricamente las operaciones de la aritmética. En efec-
to, afirma que todos los problemas de geometria pueden reducirse facilmente a
tales términos (circulos y lineas rectas), que no es necesario conocer de ante-
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mano mas que la longitud de algunas lineas rectas para construirlos. Puntuali-
za luego:

Como el calculo de la aritmética se relaciona con las operaciones de geome-
tria. Y asi como la aritmética no comprende mas que cuatro o cinco operacio-
nes, que son la adicion, la sustraccion, la multiplicacion, la division y la extrac-
cion de raices, que pueden tomarse como una especie de division, asi también
no hay otra cosa que hacer en geometria, respecto a las lineas que se buscan,
para prepararlas a ser conocidas... (Descartes, 1637/1947, p. 49)

Al darse cuenta de que la geometria euclidiana trata ante todo del estudio de
las magnitudes continuas, Descartes encuentra el primer tropiezo que proviene
del caracter no homogéneo de las distintas magnitudes. Este hecho se pone de
manifiesto, por ejemplo, en la imposibilidad de identificar una linea con un
area, o esta con un angulo, de tal manera que las distintas operaciones se pue-
den realizar con algunas magnitudes continuas, pero no con otras.

Es objetivo de Descartes, como lo sefiala Alvarez (2000), eliminar la diferen-
cia entre las distintas magnitudes geométricas mediante la busqueda de una
forma unica de la magnitud. Lo logra eligiendo los segmentos como forma
general de las magnitudes geométricas. Asi, le fue posible definir un producto
de segmentos con la propiedad de cerradura o clausura y en un sentido analo-
go la construccion, para las mismas, de la cuarta magnitud proporcional.

Surge entonces la estructura algebraica, definida entre segmentos, como el
punto de partida para el proposito de Descartes de la construccion de los pro-
blemas geométricos. Al definir las primeras operaciones con lineas, en el pri-
mer libro, no hace referencia ni a la suma ni a la diferencia; sin embargo,
cuando define la multiplicacion y la division recurre a un segmento unidad
(Descartes, 1637/1947).

La multiplicacion. Sea, por ejemplo, 4B la unidad, y que deba multiplicarse BD
por BC; no tengo mas que unir los puntos 4 y C, luego trazar DE paralela a CA4,
y BE es el producto de esta multiplicacion. (p. 50) (Figura 1)

La division de segmentos. O bien, si debe dividirse BE por BD, habiendo unido
los puntos E y D, se traza AC paralela a DE y BC es el resultado de esta divi-
sion. (p. 50) (Figura 1)

La extraccion de la raiz cuadrada. O, si hay que extraer la raiz cuadrada de
GH, se le agrega en linea recta F'G, que es la unidad y dividiendo FH en dos
partes iguales por el punto K, con este punto como centro se traza el circulo
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FIH; luego elevando desde el punto G una linea recta, con angulos rectos sobre
FH, hasta I, es GI la raiz buscada. No digo nada aqui de la raiz ctbica, ni de las
otras, pues de ellas trataré detalladamente mas adelante. (p. 51) (Figura 2)

) . B

Figura 1: Multiplicacion y division de Figura 2: Extraccion de la raiz cuadrada
segmentos

LA TECNICA DE LA PROPUESTA DE DESCARTES PARA LA
CONSTRUCCION DE LOS PROBLEMAS GEOMETRICOS

El punto de partida de la propuesta de Descartes para la construccion de los
problemas geométricos lo constituy6 el hecho de haber dotado a los segmen-
tos de una estructura algebraica, mediante la operacion de multiplicacién con
la propiedad de clausura.

En cuanto a las operaciones de suma y diferencia de segmentos, Descartes no
hace alusion alguna, pues la explicacion estd implicita en la proposicion 3 del
Libro I de los Elementos. En cambio, para definir las operaciones de multipli-
cacion y division Descartes procede como se indica a continuacion:

Dados dos segmentos « y b, para hallar el productoc de la multiplicacion de
a y b, utilizando el segmento unidad u, recurre al teorema de Tales, o a la
proposicidon 12 del Libro VI de los Elementos, que permite hallar dados tres
segmentos, la cuarta proporcional. Es decir, ¢ satisface la proporcion, que en
términos modernos se expresa:

u b
—=—,dedonde c=ba (ver Figura 3).
a c

En otras palabras, c es el cuarto proporcional de los segmentos u, a, b. Analo-
gamente, se obtiene el cociente:
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d a
—, de donde d = 3 (ver Figura 4).
u

SR

Figura 3: Multiplicacion de los segmentos Figura 4: Division de los segmentos a y b
ayb

La extraccion de la raiz cuadrada del segmento a se encuentra por el calculo
de la media proporcional de a y u, a partir del problema 14 del Libro 11 y del
problema 13 del Libro VI, de los Elementos.

a e
—=—, de donde e=+/a (ver Figura 5)
e u

Figura 5: Extraccion de la raiz cuadrada

Respecto a los resultados anteriores, afirma Alvarez (2000) que no pueden in-
terpretarse simplemente en términos de conveniencia, por comodidad de las
expresiones, sino que, ante todo, informan sobre una lectura nueva de la teoria
de las proporciones de Eudoxio, que constituye el Libro V de los Elementos.

EL PROBLEMA DE PAPPUS

Descartes expuso detalladamente las reglas generales de la geometria analitica
en la resolucion de problemas dificiles. Uno de tales problemas es el cldsico
problema de Pappus, mediante el cual realiz6 la transformacion algebraica de
un problema geométrico.

Sefialaba Pappus que Euclides ya habia intentado, sin éxito, resolver el pro-
blema y en el mismo sentido se hace referencia a Apolonio. Dicho problema
se planteaba asi: Dadas cuatro rectas en posicion, encontrar un punto desde el
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cual se puedan trazar rectas que formen angulos dados con las cuatro rectas
dadas y que satisfagan la condicion de que el paralelogramo formado por dos
de esas rectas se encuentre en una razon dada con el paralelogramo formado
por las otras dos. La posicion de las cuatro rectas se muestra en la Figura 6.

A B

F D

Figura 6: Las cuatro rectas en posicion, en el problema de Pappus

Este problema (Figura 7), en La Geometria, estd enunciado de la siguiente
manera:

Sean 4B, AD, EF, GH, etc., varias lineas dadas y debe encontrarse un punto,
como C, del cual, trazando otras lineas a las dadas, como CB, CD, CF'y CH, de
manera que los angulos CBA4, CDA, CFE, CHG, etc., sean dados, y que el pro-
ducto de la multiplicacion de una parte de estas lineas, sea igual al producto de
la multiplicacion de las otras; o bien que ellas tengan otra proporcion dada, lo
que no hace, en modo alguno, mas dificil el problema. (pp. 65-66)

Figura 7: El problema de Pappus

Pappus afirmaba que la solucion de este problema para tres o cuatro rectas, era
el lugar geométrico de los puntos que forman una conica (pardbola, hipérbola
o elipse). Propuso ademads, una generalizacion del mismo hasta para seis rec-
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tas, pero decia que no seria posible generalizarlo para mas de seis rectas en
posicion, por cuanto, desde la época de Euclides, se sabia que el producto de
dos rectas era una superficie y el de tres, un paralelepipedo; sin embargo, para
un nimero mayor de rectas, Descartes expresaba:

Si fueran mas de seis rectas, ya no puede decirse que se da la relacion entre un
objeto comprendido por cuatro rectas y otro formado por las otras, pues no hay
nada que esté formado por mas de tres dimensiones. (Descartes, 1947, p. 61)

Es de destacar que en virtud de la estructura algebraica de la que estan dotadas
las operaciones con segmentos, la exposicion del problema, hecha por Descar-
tes, permitia incluir un nimero arbitrario de rectas. Este hecho implicaba tras-
cender la concepcidon de dimension que tenian los griegos.

En cuanto al proceso de resolucion del problema, Descartes se apoyo en Viete,
como punto de partida para su técnica algebraica. Expuso luego las reglas de
formacion de las ecuaciones de curvas geométricas. Asi, para resolver un pro-
blema o el problema para el caso de un niimero cualquiera, n, de rectas, en el
libro primero de La Geometria, sefiala los siguientes pasos:

1. Considerar el problema como si estuviera resuelto.

2. Designar con letras las lineas involucradas en el problema, tanto las conoci-
das como las desconocidas.

3. Encontrar la relacion de dependencia que existe entre las lineas conocidas y
las desconocidas.

4. Expresar de dos maneras distintas una misma relacion entre las lineas, cuya
igualdad constituye una ecuacion.

5. Resolver la ecuacidon. Los requerimientos de construccidon del problema es-
tan dados por la posibilidad y por las condiciones de resolucion de la ecua-
cion.

Para hallar la solucion del problema, Descartes, siguiendo los cinco pasos an-
teriores, tomo las cuatro rectas dadas en posicion AB, AD, EF y GH, y desde
el punto C, que supuestamente satisfacia las condiciones del problema, trazo
las lineas CB, CH, CF y que forman con las rectas dadas los angulos dados
CBA, CDA, CFE y CHG (ver Figura 7). Sin pérdida de generalidad, es posible
suponer que el producto de dos de ellas es igual al producto de las otras dos:
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CBxCH =CDxCF

De acuerdo con el segundo de los cinco pasos anteriores, Descartes designo:

AB=xy BC=y

Como los angulos del tridngulo ABR son conocidos, entonces también se co-
noce la relacion que hay entre los lados AB y BR. Luego, eligiendo (como pa-
rametro) una cantidad z, se puede encontrar la magnitud 5 como la cuarta pro-
porcional, por lo cual:

AB B
BR b
Puesto que 4B = x, pudo escribir (de acuerdo con la Figura 7):

bx bx
BR=— y CR=y+—
z z

De la misma manera, procediendo con el tridangulo DRC y utilizando el mismo
parametro z, obtuvo la proporcion:

CR =z cCR ) cy bex
——=—, de donde: CD = ; es decir: CD=—+—
CD ¢ z z zz

Escribiendo en términos del simbolismo moderno lo expresado por Descartes,
para el caso de las longitudes de los segmentos encontrados, se tiene que:

CH =ax+py+9,

CD=o,x+p,y+0,

CF =a,x+ B,y +0,

CB=y

Estas ecuaciones expresan las relaciones entre formas geométricas (magnitu-
des geométricas, longitudes de segmentos) y formas algebraicas (expresiones

afines). Esta representacion literal le permitidé a Descartes encontrar las rela-
ciones entre las magnitudes del problema.
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CONCLUSIONES

Es importante tener en cuenta, como lo sefiala Alvarez (2000), que la intro-
duccion del algebra en la geometria fue posible a partir de una revaloracion
del proyecto que, para la propia geometria, se encuentra plasmado en el texto
de los Elementos de Euclides. Al hacer dicha lectura, Descartes descubrié un
tratado que, por una parte, establecio el fundamento de la tradicional division
entre aritmética y geometria, y, por otra, instituyd el tratamiento preciso de
cada una de ellas. De la misma manera, encontro la clave que permitio perci-
bir la relacion entre estas dos disciplinas y, al mismo tiempo, tratarlas bajo una
nueva vision que hizo posible su integracion.

Por su parte, Malagon y Valoyes (2011) sostienen que Descartes avanzo en la
consolidacion de un conjunto de objetos dotados de una estructura algebraica
que, en los siglos posteriores, constituirian la base sobre la cual se consolidaria
el conjunto de los nimeros reales como un conjunto numérico completo.

En este orden de ideas, se puede concluir que la relacion del algebra literal con
las curvas geométricas requiri6 establecer previamente el isomorfismo entre el
cuerpo de los nimeros reales y el campo de los segmentos de recta, requeri-
miento que en esencia consistia en definir las operaciones con segmentos y
principalmente la multiplicacion con la propiedad de cerradura. Asi mismo, el
cambio de direccion en la interrelacion del algebra y la geometria y la mutua
penetracion metodoldgica con la ayuda de las coordenadas establecieron un
proceso renovador en las matematicas. En este proceso, uno de los cambios
mas novedosos lo constituyé el paso de la deduccidon entre proposiciones, pro-
pio del método euclidiano, a la solucién de una ecuacion, como lo proponia
Descartes. Al respecto, Alvarez (2000), afirma que no sélo se trataba de un
ejemplo de aplicacion de las reglas del método sino del resultado de una nueva
lectura de la geometria euclidiana que le permitié a Descartes iniciar, como ya
se dijo, el proceso de modernizacidn en las matematicas.

Juzga Loi (1982/1988) que Descartes abrid las vias de la sintesis algebraica,
por cuanto mediante un algebra clarificada y perfeccionada hizo posible resol-
ver los problemas relativos a las magnitudes y figuras siguiendo un camino
seguro y regular. Agrega ademas, que la distincion entre la ciencia moderna y
la geometria antigua esta en la seguridad y el rigor del método. Afirma que
Descartes puede considerarse como un precursor de Bourbaki ya que, para €l,
el algebra no es una coleccion de resultados sino una técnica, un método de
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combinacion y construccion. Mediante el simple funcionamiento del meca-
nismo algebraico, permite que surja un mundo geométrico ilimitado que la
intuicion directa de la figura no hubiese revelado nunca. Asi mismo, al rehabi-
litar el célculo, que los griegos abandonaron en beneficio de la geometria,
Descartes prepar6 el camino a la matematica formal.

Por su parte, Campos (1997) plantea que mediante la algebrizacion de la geo-
metria y al explotar la idea de traducir problemas de la misma al lenguaje al-
gebraico, se transmuto la carencia de curvas en una incontenible exhuberancia
de estas, cuyo estudio es literalmente inagotable. En sintesis, el aporte genial
de Descartes, puntualiza, consistié en haberse dado cuenta de que la nueva
herramienta, el algebra de los arabes, enriquecida hasta Victe, era el método
apropiado para plantear y resolver el problema de Pappus, mostrando el alge-
bra como instrumento de resolucion de un problema propuesto en términos de
geometria.
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