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En este articulo describimos una asignatura de formacion ini-
cial de profesores de secundaria. Esta asignatura se fundamenta
en una conceptualizacion del modo en el que el profesor disefia,
lleva a la practica y evalua actividades de ensefianza y aprendi-
zaje y del conocimiento que es necesario para hacerlo. Comen-
zamos nuestra descripcion identificando los aspectos de la
literatura de investigacién que mas relevantes para estos pro-
poésitos. En la reflexion conceptual que surge de esa revisién, nos
centramos en la problemética del conocimiento del profesor y de
la formacion inicial de profesores. Formulamos una serie de
cuestiones que consideramos deben responderse a la hora de
disefiar un plan de formacion inicial de profesores de matemati-
cas de secundaria y asumimos una posicion con respecto a estas
cuestiones para fundamentar el disefio curricular de la asigna-
tura, que describimos al final.

| NTRODUCCION

Los autores de este articulo somos en la actualidad profesores de la asignatura
Didactica de la Matematica en el Bachillerata la Universidad de Granada,
Espafia. Esta asignatura forma parte del plan de formacion inicial de profesores
de matematicas de secundaria que ofrece esta universidad. Su proposito es el
de contribuir a la iniciacién de la formacion del futuro profesor de matematicas
mediante la didactica de la matematica. En este articulo, describimos dos
aspectos de esta asignatura. Por un lado, establecemos unos fundamentos para
la formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria. Por el otro,
nos basamos en estos fundamentos para describir y justificar el disefio de la
asignatura.

El articulo se divide en tres partes. En la primera, hacemos una revision de
la literatura de investigacion sobre el conocimiento del profesor de matemati-
cas. Centramos nuestro interés en las nociones de conocimiento pedagdgico de
contenido y curriculo, por una parte, y en un modelo que aborda la problema-
tica de conceptualizar la ensefianza de las matematicas cuando se asume una
posicion constructivista del aprendizaje de los escolares, por la otra. Partiendo
de estas nociones y de este modelo, formulamos una fundamentacion para la
formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria. Esta fundamen-
tacion surge de asumir una posicion con respecto a las matematicas escolares,
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al aprendizaje en el aula de matematicas, a las maneras como el profesor debe
contribuir a ese aprendizaje, a los conocimientos que el profesor debe tener
para lograrlo, a las maneras como el profesor puede construir esos conocimien-
tos, y al contexto en el que tiene lugar la formacion inicial del profesor de
matematicas. En la tercera parte, y con base en esta fundamentacion, describi-
mos el disefio curricular de nuestra asignatura.

| NVESTIGACION SOBRE EL CONOCIMIENTO
DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

En este apartado hacemos una revisién de la literatura de investigacion sobre el
conocimiento del profesor de matematicas. Esta literatura es abundante y
variada. Centraremos nuestra atencion en las nociones de conocimiento peda-
gogico de contenido y curriculo y en el trabajo de Simon (1995) sobre una
pedagogia de las matematicas desde una perspectiva constructivista. Estas
nociones y este trabajo nos serviran de marco conceptual para las reflexiones
gue haremos posteriormente sobre la fundamentacion de programas de forma-
cion inicial de profesores de mateméticas de secundaria.

La investigacion sobre el conocimiento del profesor se centra en dos gran-
des agendas: aquella preocupada por la manera como el futuro profesor, que no
tiene experiencia docente, aprende a ensefar; y aquella que centra su atencion
en el desarrollo profesional del profesor experimentado. Estas dos agendas de
investigacion se relacionan con dos esquemas de formacion: la formacion ini-
cial y la formacion permanente. Estas agendas de investigacion y estos esque-
mas de formacion corresponden a probleméticas relacionadas pero diferentes.
En este articulo nos interesamos por la problemética del aprendizaje del futuro
profesor de matematicas. No obstante, haremos una reflexién general sobre el
conocimiento del profesor de matematicas.

La investigacion sobre el conocimiento del profesor y su relacion con la
ensefianza de las mateméaticas ha pasado por varias fases (Ball, 1991; Cooney,
1994). En la primera fase, llamada “de la ensefianza eficiente” y que corres-
pondié al paradigma de investigacion conocido como proceso-producto, se
buscé identificar, con base en las opiniones de los escolares, las caracteristicas
de los buenos profesores. Se identificaron principalmente caracteristicas rela-
cionadas con su personalidad. Al tratar de relacionar estos resultados con el
rendimiento de los escolares, se hicieron patentes las deficiencias de este
esquema y se entr6 en una segunda fase. En esta fase se buscé asociar las
caracteristicas del profesor con el aprendizaje de sus alumnos y se encontro,
entre otras cosas, que el conocimiento mateméatico del profesor (medido, por
ejemplo, con el nimero de cursos que ha tomado o de titulos que ha obtenido)
no es un buen indicador del rendimiento de los escolares. En este segundo
esquema, el interés se centrd en los resultados de los procesos, mas que en los
procesos mismos. Lo que sucedia en la mente del profesor y lo que sucedia en
el aula se consideraban como cajas negras. En la tercera fase, llamada “del
pensamiento del profesor”, se aborda la ensefianza como una actividad de pen-
samiento y accion. La investigacion se interesa entonces por la actuaciéon del
profesor, por la manera como esta actuacion depende de las decisiones que él
toma y por la relacion entre estas decisiones, por un lado, y su conocimiento,



Sus creencias, sus metas y sus intereses, por el otro. En esta aproximacion
esencialmente cognitiva se resalta la importancia de las creencias y del conoci-
miento del profesor y se busca caracterizar estas creencias y este conocimiento
al identificar los conocimientos disciplinares que le sirven de referencia y al
establecer las formas en que estas estructuras cognitivas se conforman, cam-
bian y se movilizan en la practica. En la actualidad, investigadores como Llina-
res (1998) y Lerman (2001) sugieren que esta aproximacion cognitiva puede
ser insuficiente y que la complejidad del proceso de aprendizaje del profesory
de su practica profesional debe también ser estudiada desde perspectivas socio-
culturales. Estas perspectivas enfatizan el papel del profesor como miembro de
unas comunidades de practica, resaltan la importancia del contexto en el que
tienen lugar esas practicas, y conciben el aprendizaje del profesor como el pro-
ceso en virtud del cual él progresa en su participacion como miembro de esas
comunidades de practica.

Conocimiento pedagoégico de contenido

Puesto que nuestro interés se centra en el aprendizaje del futuro profesor de
matematicas, fijaremos nuestra atencién en aquellos aspectos de la literatura de
investigacion que consideran el conocimiento del profesor y la manera como
un estudiante para profesor construye ese conocimiento. La reflexién sobre el
conocimiento del profesor presenta un cisma cuando, en 1986, Shulman intro-
duce las nociones de conocimiento pedagdgico del contenido y base de conoci-
miento para la ensefianza. Estas nociones constituyeron una contribucion
innovadora para la época puesto que, con base en ellas, Shulman refuté la
vision tradicional segun la cual para ser buen profesor de matematicas bastaba
con tener suficiente conocimiento de las matematicas, y complementarlo con
algunos conocimientos pedagdégicos. Shulman enfatizé la importancia de esta
nocién como fundamento para la ensefianza: “el conocimiento pedagdgico de
contenido es de especial interés porque identifica diferentes cuerpos de conoci-
miento para la ensefianza. Representa la mezcla de contenido y pedagogia en la
comprension de cdmo se organizan, representan y adaptan tépicos, problemas
0 cuestiones particulares a los diversos intereses y capacidades de los estudian-
tes y como se presentan para la instruccion” (1987, p. 8). La nocion de conoci-
miento pedagodgico de contenido implica un cambio importante en la
comprension del profesor “de ser capaz de comprender el contenido temético
para ellos mismos, a llegar a ser capaz de descifrar ese contenido tematico en
nuevas formas, reorganizarlo y secuenciarlo, vestirlo con actividades y emo-
ciones, en metéforas y ejercicios, y en ejemplos y demostraciones, de tal
manera que pueda ser captado por los estudiantes” (p. 13). No obstante, la
nocioén, expresada de esta manera, es muy general y no permite determinar qué
tipos de conocimientos especificos se encuentran involucrados, ni la manera
como se supone que estos conocimientos se deberian implementar en la ense-
flanza y el aprendizaje de las matematicas.

“Con el tiempo, la nocién de conocimiento pedagogico de contenido se
deslizé, de manera rdpida y sin perturbaciones, en la retérica de los formadores
de profesores. Hoy, el concepto se da por sentado como si representara el sen-
tido comun. No obstante, es un concepto problemético, y estos problemas tie-
nen raices profundas en el pasado de la formacion de profesores. Sus origenes



y Su proposito aparecen perdidos y sirven como ejemplo de la ‘extensa amne-
sia individual y colectiva’ que de acuerdo con Shulman (1986, p. 11) afecta la
ensefianza” (Bullough, 2001, p. 657). El significado de la nocion no ha evolu-
cionado de manera relevante en la literatura de investigacion en educacion
matematica durante la ultima década y media. La mayoria de los trabajos que
mencionan la nocién la siguen utilizando con el significado general propuesto
por Shulman, como el conocimiento necesario para transformar un contenido
para la ensefianza. Por ejemplo, Geddis (1993) lo define como la “amalgama
entre pedagogia y contenido que les permite a los profesores transformar el
conocimiento para hacerlo accesible a los estudiantes” (p. 612) y Brown y
Borko (1992) hablan de la “comprension de cOmo representar temas y cuestio-
nes de un contenido especifico de manera que sea apropiada para las diversas
habilidades e intereses de los aprendices [...] Formas de representar ideas, ana-
logias, ilustraciones, ejemplos, explicaciones y demostraciones” (p.211). No
obstante, Cooney (1994) menciona dos trabajos en los que se ha buscado dar
un significado mas concreto a esta nocion. Wittman (1989) considera que el
punto de partida del conocimiento didactico, o conocimiento pedagdgico de
contenido, son las matematicas elementales, desde una perspectiva flexible que
permita aplicarlas a los contextos educacionales. Este autor promulga una inte-
gracion de epistemologia, psicologia, sociologia y matematicas en el desarrollo
de programas de formacion de profesores. Por otro lado, Cobb y Steffe (1983),
asumiendo una perspectiva psicolégica desde el marco constructivista, consi-
deran que el conocimiento del profesor debe basarse en las ideas que tenemos
sobre la manera como los estudiantes construyen las ideas matematicas.

Por otra parte, mientras que en la didactica de la matematica no parece
haber mucho interés en profundizar y desarrollar la nocion de conocimiento
pedagdgico de contenido, la comunidad de investigadores en didactica de las
ciencias si se ha preocupado por ahondar en los diversos significados y sus
posibles aplicaciones en la investigacion y en la formacion de profesores
(Gess-Newsome y Lederman, 2001). En particular, Gess-Newsome (2001)
hace una critica del modelo del conocimiento pedagdégico de contenido al for-
mular dudas sobre su grado de precision y su poder heuristico. Resalta la difi-
cultad que enfrentan los investigadores que utilizan la nocién para identificar
instancias y componentes especificos del conocimiento pedagdgico de conte-
nido. Aunque la nocion parece potente, la mayoria de los estudios tienden a
centrar su atencion en las lineas tradicionales sobre conocimiento tematico de
contenido o conocimiento pedagdgico. Cuando se consideran los constructos
que tradicionalmente constituyen el conocimiento pedagdgico de contenido
(contenido temético, pedagogia y contexto), es posible imaginar un continuo
de modelos del conocimiento del profesor. Se parte de un extremo, el modelo
integrativo, en el que el conocimiento del profesor se puede explicar a partir de
la interseccién de esos tres dominios. En el otro extremo, el del modelo trans-
formativo, el conocimiento pedagodgico de contenido es la transformacion de
los conocimientos de contenido tematico, pedagodgico y del contexto en aquella
Unica forma de conocimiento que afecta la practica de la ensefianza (p. 10). La
posicion que se asuma dentro de este rango de modelos posibles determina la
manera como cada investigacion determina los componentes y relaciones que
caracterizan el conocimiento pedagdgico de contenido.



La nocion de conocimiento pedagdgico de contenido dio lugar a nuevas
lineas de indagacién en el conocimiento del profesor al distinguir un conoci-
miento exclusivo de la ensefianza que era especifico al contenido temético de la
misma. En este sentido, ha sido una idea util: “cualquier idea en educacion es
inherentemente incompleta y probablemente gravemente imperfecta. Una idea
es util en la medida en que ella puede estimular la reflexion y la erudicion de
otros” (Shulman, 2001, p. xi). Sin embargo, como lo indicabamos arriba, el
gran volumen de literatura de investigacion sobre el profesor que la utiliza o la
menciona directamente no ha logrado asignarle suficiente precision y poder
heuristico. De hecho, como muchas de las grandes ideas, la nocién de conoci-
miento pedagdgico de contenido no ha permitido encontrar respuestas a pre-
guntas existentes, sino que, mas bien, ha posibilitado la formulacién de nuevas
preguntas, inexistentes en el pasado, que parecen centrar de manera mas clara
la problematica del conocimiento del profesor y su relaciéon con la ensefianza.
Al constatar que la formacién de profesores se ha ido constituyendo en un
campo de indagacion sistematica, pero, al mismo tiempo, que la reflexién
sobre el conocimiento del profesor de matematicas y sobre la manera como el
profesor construye ese conocimiento no se encuentra plenamente desarrollada,
Cooney (1994) formula algunas de estas preguntas: “¢,Qué tipos de conoci-
mientos necesitan los profesores para ser eficientes [desde la perspectiva del
aprendizaje de los alumnos]? ¢Qué tipos de experiencias deben vivir los profe-
sores para construir ese conocimiento?” (p. 608) y “¢ qué perspectivas teoricas
nos pueden permitir comprender las experiencias que viven los profesores?
¢, Qué perspectivas tedricas nos pueden permitir desarrollar programas de inves-
tigacion y desarrollo que empujen nuestros esfuerzos hacia adelante?” (pp.
627-628). En otras palabras, ¢qué conocimiento debe tener el profesor, como
lo puede construir y como podemos conceptualizar estas cuestiones? De esta
manera, Cooney (1994) enfatiza la importancia de la reflexion sobre la cogni-
cion del profesor como elemento de una agenda de investigacién. Por otro
lado, él identifica otros tres elementos de esta problematica: el contexto, la
necesitad de asumir una postura con respecto a la ensefianza para poder
reflexionar sobre los conocimientos que necesitan los profesores, y la necesi-
dad de asumir una posicién con respecto a la manera como los escolares apren-
den (en particular, desde la perspectiva del paradigma constructivista) si se
pretende reflexionar sobre esquemas eficientes de ensefianza. Cooney no res-
ponde a estas cuestiones. Su preocupacion se centra en la importancia de la
nocion autoridad en la concepcion de la formacion de profesores. “La orienta-
cion de la autoridad puede proveer una manera de conceptualizar cdmo los
profesores ven las matematicas y, por consiguiente, proveer una base para
influir en sus creencias” (p. 628). No obstante, Simon (1995) si aborda algunas
de estas preguntas. En particular, al centrarse en la problematica de la planifi-
cacion local y reflexionar sobre la manera como deberia ser la ensefianza, si se
asume una posicion constructivista del aprendizaje de los escolares, Simon
introduce ideas que permiten concretar la reflexiéon sobre el conocimiento del
profesor y su relacion con la ensefianza de las matematicas.



Ciclo de ensefianza de las matematicas

Simon (1995) resume su trabajo de la siguiente manera: “partiendo de una
perspectiva de constructivismo social sobre el desarrollo del conocimiento, el
articulo continua la discusién sobre las deliberaciones pedagdgicas que llevan
a la determinacion de los contextos de problemas que promueven la participa-
cion de los estudiantes. En particular, el articulo extiende la nocién de ense-
flanza como indagacion, examina el papel de diferentes aspectos del
conocimiento del profesor, y explora el reto intrinseco y actualipggrar

los objetivos y la direccion del profesor para el aprendizaje con la trayectoria
del pensamiento y el aprendizaje matematico de los estudigpte$21).

Simon propone, en términos de Steffe y d’Ambrossio (1995)modelode
ensefianza coherente con los principios constructivistas del aprendizaje de las
matematicas que reconoce al profesor como agente reflexivo y cognitivo. Esto
es, como alguien que construye su conocimiento a través de adaptarse a las
experiencia que vive dentro de su contexto.

Este modelo, llamado por Simehciclo de ensefianza de las matemati-
cas es un “modelo esquematico de la interrelacion de aspectos del conoci-
miento, pensamiento, toma de decisiones y actuaciones del profesor” (p. 135).
En este modelo (ver Figura 1), la ensefianza, desde la perspectiva del profesor,

— Trayectoria
Conocimiento hipotética de
del profesor aprendizaje

A Objetivo de

aprendizaje del
profesor

Y

Plan del profesor
para actividades
de aprendizaje

#

Hipétesis del
profesor sobre el
proceso de
aprendizaje

interactiva de las
actividades de aula

l Constitucién

Evaluacion del
conocimiento de
los estudiantes

Figura 1. Ciclo de ensefianza de las matematicas



esta guiada por fmayectoria hipotética de aprendizaggie consiste en la pre-
diccion que el profesor tiene acerca del camino por el cual puede proceder el
aprendizaje. “Una trayectoria hipotética de aprendizaje le da al profesor crite-
rios para seleccionar un disefio instruccional particular; por lo tanto, yo tomo
mis decisiones de ensefianza basado en mi mejor conjetura acerca de como va
a proceder el aprendizaje” (p. 135). La trayectoria hipotética de aprendizaje
tiene tres componentes, relacionados entre si: la vision que el profesor tiene del
objetivo de aprendizaje, la planificacion del profesor para las actividades de
aprendizaje y las hipotesis del profesor acerca del proceso de aprendizaje. El
objetivo de aprendizaje es la guia que le permite al profesor decidirse por unas
actividades de aprendizaje. Esa decision la toma teniendo en cuenta también
sus hipotesis acerca del proceso de aprendizaje. Y estas actividades afectan, a
Su vez, sus hipotesis sobre el proceso.

El centro de la propuesta consiste en sugerir que se trata de un proceso
dindmico y ciclico. La trayectoria hipotética de aprendizaje no es algo que se
determine con anterioridad a la realizacion de la clase y que permanezca esta-
tico durante ella. Por el contrario, la trayectoria hipotética de aprendizaje estara
en permanente evolucién a lo largo de la clase porque la puesta en practica de
las actividades y la permanente evaluacién del conocimiento de los alumnos
llevara al profesor a revisar dinamicamente la trayectoria hipotética de aprendi-
zaje. El profesor disefia y revisa la trayectoria hipotética de aprendizaje con
base en la evaluacion de los conocimientos de los alumnos y su propio conoci-
miento. Es aqui donde entra en juego el conocimiento del profesor, con la acla-
racion adicional, teniendo en cuenta que se supone que el profesor es un agente
cognitivo, de que el conocimiento del profesor también cambia con motivo de
la experiencia que esta viviendo en el aula. Esto se debe a que, en muchas oca-
siones, lo que sucede en el aula es diferente de lo que el profesor esperaba,
generando una perturbacion que lo obliga a reformular sus hipétesis y su cono-
cimiento.

En resumen, las principales caracteristicas del modelo son las siguientes.
El pensamiento de los estudiantes juega un papel central. El conocimiento del
profesor evoluciona permanentemente. La planificacion para la ensefianza
incluye la generacién de una trayectoria hipotética de aprendizaje. El cambio
continuo en el conocimiento del profesor produce un cambio continuo en la
trayectoria hipotética de aprendizaje. El modelo es local en el sentido de que se
centra en la ensefianza de un topico especifico para una sesién de clase.

Aungue Simon (1995) no menciona a Shulman, ni se refiere a la nocion de
conocimiento pedagoégico de contenido, consideramos que su trabajo hace
aportes importantes a la reflexion sobre esta nocion. En particular, el modelo
del ciclo de ensefianza de las matematicas y la idea de la trayectoria hipotética
de aprendizaje permiten reflexionar sobre la relacion entre el aprendizaje de los
escolares, la manera como el profesor puede contribuir a la construccion de ese
conocimiento y los conocimientos que son necesarios para lograrlo. Estas son
cuestiones que Shulman (2001) ha resaltado posteriormente: “Espero que
aquellos que usen esas ideas ahora y en el futuro le prestaran mas atencién de
la que yo lo hice a las conexiones entre el conocimiento del profesor y sus ulti-
mas consecuencias para el aprendizaje y desarrollo de los escolares” (p. xi).
Sin embargo, si uno de los intereses de conceptualizar el conocimiento del pro-



fesor es el poder disefiar programas de formacion, entonces tenemos que pre-
guntarnos sobre los conocimientos que debe tener el profesor y la manera de
clasificarlos. Consideramos esta cuestion a continuacion.

Clasificaciones del conocimiento del profesor

En este apartado describimos algunas de las clasificaciones del conocimiento
del profesor que se han propuesta en la literatura. A partir de estas clasificacio-
nes, examinamos algunas de las deficiencias de la nocién de conocimiento
pedagogico de contenido en la version original de Shulman y describimos
desarrollos recientes que abordan algunas de estas deficiencias.

Shulman (1987) clasifica los conocimientos del profesor en las siguientes
categorias: tematico de contenido, pedagdgico de contenido, de otras areas, del
curriculo, de los aprendices, de las metas educativas, y pedagdégico general.
Bromme (1994) propone una “topologia” compuesta por los siguientes conoci-
mientos: de las matematicas como disciplina, de las matematicas escolares, de
la filosofia de las matematicas escolares, de la pedagogia y conocimiento peda-
gogico especifico al contenido y la integracion cognitiva desde diferentes disci-
plinas. Por su parte, Simon identifica los conocimientos que se ponen en juego
cuando, con base en la evaluacion del conocimiento de los estudiantes, el pro-
fesor reformula la trayectoria hipotética de aprendizaje. Menciona los siguien-
tes: conocimiento de las matematicas, de las actividades matematicas y las
representaciones, hipotesis sobre el conocimiento de los estudiantes, teorias de
los profesores sobre las matematicas, su ensefianza y aprendizaje, y del apren-
dizaje de los estudiantes sobre un tema especifico. Aunque pretende definir una
estructura de la relacion entre estos conocimientos y los componentes de la tra-
yectoria hipotética de aprendizaje, esto no se logra puesto que sugiere que
todos los tipos de conocimiento, excepto aquel sobre las actividades mateméti-
cas y sus representaciones, afectan todos los componentes de la trayectoria
hipotética de aprendizaje. Se tiene entonces una estructura muy general en la
gue casi todos los elementos se encuentran relacionados entre si. No obstante,
la clasificacion de Simon, a diferencia de las taxonomias de Shulman y
Bromme, es funcional: se asume una posicién con respecto al aprendizaje de
los escolares, se propone un esquema de ensefianza compatible con esa postura
y se identifican los conocimientos que se consideran necesarios para realizar
esa ensefianza.

Mientras que Simon no hace ninguna referencia a la nocién de conoci-
miento pedagdgico de contenido, las taxonomias de Shulman y Bromme sepa-
ran este conocimiento de los otros conocimientos que incluyen en sus
clasificaciones. Al hacerlo, el significado de esta nocion se hace mas confuso.
Por ejemplo, resulta dificil imaginar como un profesor puede comprender
“cOMo se organizan, representan y adaptan topicos, problemas o cuestiones
particulares a los diversos intereses y capacidades de los estudiantes y como se
presentan para la instruccion” sin tener en cuenta el conocimiento que él tiene
de los aprendices. Por lo tanto, este conocimiento deberia incluirse dentro del
conocimiento pedagdégico de contenido, aunque Shulman los presenta como
independientes. Algo similar se podria decir, por ejemplo, de la relacion entre
el conocimiento de las mateméaticas escolares y el conocimiento pedagdgico
especifico al contenido de Bromme. Resulta evidente que no es facil ubicar en



compartimientos estancos los conocimientos que el profesor debe implementar
en la instruccion y que estos conocimientos se deberian poner en juego de
manera estructurada e interrelacionada.

Formulaciones posteriores de la nocién de conocimiento pedagdgico de
contenido abordan estas cuestiones. Ya mencionamos la dualidad entre los
modelos integrativos y participativos. Describimos ahora brevemente la pro-
puesta de Morine-Dershimer y Kent (2001), puesto que representa un esfuerzo
por evitar las reflexiones generales sobre el conocimiento pedagdgico de conte-
nido y profundizar con algun detalle en algunas de sus caracteristicas. Ellos
describen esquematicamente su propuesta en dos figuras. En la figura 2 repre-
sentan las categorias que contribuyen al conocimiento pedagdgico de conte-
nido. Vemos que la descripcion que se hace en el modelo sobre el
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Figura 2. Categorias que contribuyen al conocimiento pedagdégico de
contenido

conocimiento del contexto, el conocimiento temético de contenido y el conoci-
miento pedagogico adquiere especificidad al introducir y relacionar el conoci-
miento sobre el aprendizaje y los aprendices y el conocimiento sobre el
curriculo, e incluir la evaluacion y la reflexion sobre fines, metas y objetivos.
Ellos resaltan tres puntos en este esquema: la imposibilidad de independizar el
conocimiento de los fines y metas educativos de los procedimientos de evalua-



cion y valoracion; el hecho de que el conocimiento del curriculo se sustenta en
el conocimiento del contenido y en el conocimiento de metas y procedimientos
de evaluacién, mientras que el conocimiento pedagdgico se sustenta tanto en el
conocimiento del aprendizaje y de los aprendices, como en el conocimiento de
metas y procedimientos de evaluacion; y que, aunque en el esquema solo se da
especificidad al conocimiento de los contextos educativos generales, esta espe-
cificidad se puede asignar también a cada una de las otras categorias (e.g.,
conocimiento sobre el contenido especifico) (pp. 21-22).

En el esquema de la Figura 3 estos autores profundizan en lo que ellos
llaman algunas facetas del conocimiento pedagdégico general y su relacion con
el conocimiento pedagdgico de contenido (esquina superior izquierda de la
Figura 2). Este esquema resulta interesante porque identifica la dualidad entre
el conocimiento disciplinar producto de la investigacién o conocimiento teo-
rico (porcion superior del esquema) y el conocimiento practico producto de la
experiencia (porcion inferior). Estas son las dos fuentes del conocimiento
pedagogico general que a su vez es uno de los cimientos del conocimiento
pedagdgico de contenido.

Modelos y
estrategias o
instruccionales

4 R
Gestion y Discurso y
organizacion comunicacion
de clase enelaula

Conocimiento
M pedagébgico4

general
t Conocimiento
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4, p J =
Reflexion especifico al
contexto
Creencias Yy Conocimiento Experiencia
percepciones— p pedagdgicoq—— | practica
personales personal personal

Figura 3. Facetas del conocimiento pedagdgico

A diferencia de las clasificaciones de Shulman, Bromme y Simon, el
modelo de Morine-Dershimer y Kent es transformativo en términos de Gess-
Newsome y Lederman. Su atencién a la especificidad de los diversos compo-
nentes del conocimiento pedagogico de contenido, a las relaciones entres esos
componentes para conformar ese conocimiento y a algunas de las fuentes de
donde puede surgir, permite dar un significado mas claro y completo a la
nocién de conocimiento pedagdgico de contenido.

10



CONOCIMIENTO DEL PROFESORY FORMACION
INICIAL DE PROFESORESDE MATEMATICAS

La formacion inicial de profesores de matematicas debe apoyarse en una carac-
terizacion del conocimiento que el profesor debe poner en juego en la instruc-
cion. Esta es la razon por la que hemos recogido algunos de las cuestiones mas
importantes en la literatura de investigacion sobre el conocimiento del profe-
sor. La nocion de conocimiento pedagoégico de contenido es central en esta
reflexion. Esta nocién resalta la necesidad de caracterizar un conocimiento pro-
fesional que es especifico a la ensefianza y al contenido a ensefar. Sin
embargo, la mayoria de los estudios la utilizan con el significado original pro-
puesto por Shulman. Solamente conceptualizaciones recientes, como la de
Morine-Dershimer y Kent, aportan precision al significado de la nocion. No
obstante, las ideas de Shulman abrieron nuevos espacios de reflexion y permi-
tieron reconocer la importancia de indagar sobre aquellos conocimientos del
profesor que son necesarios para realizar una ensefianza que sea coherente con
una cierta vision del aprendizaje de los escolares. Simon aborda estas cuestio-
nes al preguntarse sobre como deberia ser la ensefianza si se asume una posi-
cién constructivista del aprendizaje. El formula un modelo de caracter local
que parte del aprendizaje de los escolares y que supone una cambio perma-
nente en el conocimiento del profesor.

En lo que sigue, nos apoyaremos en algunas de estas ideas, en un esfuerzo
por caracterizar el conocimiento que el profesor debe poner en juego cuando
disefia, lleva a la practica y evalla actividades de ensefianza y aprendizaje de
matematicas. Buscaremos especificar los conocimientos disciplinares que sir-
ven de referencia a este conocimiento, describir la manera como el profesor
pone en juego ese conocimiento en su actividad docente, e identificar los ambi-
tos y esquemas en virtud de los cuales el profesor construye ese conocimiento.
Nos apoyaremos en las ideas de Simon para resaltar la necesidad de asumir una
postura con respecto al aprendizaje de los escolares y la importancia de consi-
derar la problematica de la planificacidn local para describir los modos en que
el profesor debe manejar la complejidad de las matematicas escolares. Nuestra
conceptualizacién tendrd como marco de referencia el concepto de curriculo.
Por esa razon, hacemos a continuacion una reflexion sobre esa nocion.

NOCION DE CURRICULO

Como nocién que permite organizar y describir un plan de formacion, el con-
cepto de curriculo pretende responder a una serie de cuestiones con respecto a
la naturaleza del conocimiento a ensefar, del aprendizaje, de la ensefianza y de
la utilidad de ese conocimiento. Estas cuestiones dan lugar a dinagrtsio-
nesque permiten estructurar el analisis y el disefio del curriculo:

» dimensién cultural/conceptual,

« dimensién cognitiva,

» dimensién ética/formativa y

* dimension social.

Como veremos enseguida, la nocién de curriculo, como herramienta analitica
del proceso educativo, se puede utilizar en multiples niveles. Por esa razén,
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resulta ilustrativo utilizar una representacion geometrica, como la de la Figura
4, en la que cada dimensidn se representa en un eje (Rico, 1997, pp. 387-388).

Cognitiv

Cultural/c

onceptual

Social

Etica/formativa

Figura 4. Dimensiones del curriculo

En Rico (1997) se estudian cuatro niveles de reflexion sobre el curriculo.

Para cada uno de estos niveles, es posible determinacomg®nentesgue
corresponden a cada una de las dimensiones, como se muestra en la Tabla 1 (p.

409).

Dimensiones del curriculo

on

n

12 dimensién 22 dimensior 32 dimension 42 dimens|
Cultural/ Cognitiva o de Etica o :
. Social
conceptual desarrollo formativa
Planificacion para Contenidos Objetivos Metodologia Evaluacion
los profesores
m Sistema educativg  Conocimiento Alumno Profesor Aula
@ , -
g Disciplinas Ep|§temolog|a Teorias del . . .
= - e Historia de la . Pedagogia Sociologia
académicas ” aprendizaje
Matematica
Teleolpglco ode Fines culturales F|ngs Fines politicos| Fines sociale
fines formativos

Tabla 1. Componentes del curriculo segun los niveles y dimensiones

El nivel de planificacién para los profesores representa la version mas
conocida del curriculo. Es el esquema con el que tradicionalmente se describen
los planes de formacién a cargo de un profesor en el espacio de un aula. El
segundo nivel representa la reflexion curricular cuando el @&mbito de actuacion
es la institucion educativa y el encargado es la administracion. Los dos ultimos
niveles tienen un caracter mas tedrico. El tercer nivel considera las disciplinas
que fundamentan la nocién de curriculo y que aportan la informacién necesaria
para el estudio del curriculo de matematicas. El ultimo nivel considera las fina-
lidades para la educacion matematica.
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La informacién de los dos ultimos niveles de la Tabla 1 es especifica a la
educacion matemética. No obstante, la nocion de curriculo tiene aplicacion
general. Nosotros la utilizaremos en lo que sigue para organizar nuestra
reflexion sobre dos planes de formacion: la formacién de unos escolares en una
asignatura de matematicas en una escuela y a cargo de un profesor; y la forma-
cion de unos futuros profesores en una asignatura de didactica de la matema-
tica dentro de un plan universitario de formacion inicial de profesores de
matematicas.

CUESTIONES QUE HAY QUE ABORDAR PARA EL
DISENO DE PLANES DE FORMACION DE PROFESORES
DE MATEMATICAS

Hemos visto que la problematica del conocimiento del profesor y de su rela-
cion con la ensefianza es compleja. Para estudiar esta complejidad, hemos
identificado, con base en algunas de las ideas que surgen de la literatura de
investigacion, una serie de cuestiones que deben fundamentar los planes de for-
macion inicial de profesores de matematicas. Esta fundamentacion debe partir
de una perspectiva en la que:

a) se asuma una posicion con respecto a las matematicas escolares;

b) se asuma una posicion con respecto a la manera como los escolares cons-
truyen su conocimiento matematico;

C) se proponga una descripcion como el profesor debe aportar a la construc-
cion de ese conocimiento por parte de sus estudiantes;

d) se identifiqguen los conocimientos que el profesor debe poner en juego
para lograr lo anterior;

€) Se asuma una posicidn con respecto a los procesos mediante los cuales el
profesor construye esos conocimientos; y

f) se tenga en cuenta el contexto social, cultural, institucional y personal
del plan de formacion inicial de los profesores.

Esta cuestiones se refieren a ciertas dimensiones del curriculo de dos planes
hipotéticos de formacion diferentes, aunque relacionados. Los puntos a, by ¢
se refieren a las dimensiones conceptual, cognitiva y formativa de un plan
hipotético de formaciéon en matematicas de un grupo de escolares dentro del
contexto estructurado de la institucion educativa. Los puntos d y e se refieren a
las dimensiones conceptual y cognitiva de un plan de formacion inicial de pro-
fesores de matematicas. No descartamos las otras dimensiones del curriculo en
ninguno de los dos planes de formacion. Estas dimensiones apareceran y juga-
ran su papel correspondiente en su debido momento. En los apartados que
siguen consideraremos las seis cuestiones que acabamos de enumerar y asumi-
remos una posicion con respecto a ellas. Esa informacién nos permitira descri-
bir més tarde, de manera fundamentada, la asignatura a nuestro cargo.
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MATEMATICAS ESCOLARES

Relacion con el conocimiento disciplinar

El conocimiento matematico escolar es uno de los ejes centrales de la ense-
flanza y el aprendizaje de las matematicas. Este conocimiento matematico
escolar tiene como referencia al conocimiento matematico disciplinar. EI cono-
cimiento disciplinar es el producto del trabajo de y de la interaccion entre los
miembros de la comunidad de matematicos. Esta comunidad busca aportar al
conocimiento universal en el area mediante el desarrollo de normas y procedi-
mientos que aseguran el interés y la validez de los resultados que terminan
aceptandose como parte del conocimiento matematico. Los resultados que se
producen actualmente son necesariamente especializados y especificos. La
forma en la que se presentan estos resultados —esencialmente simbdlica, for-
mal y deductiva— es consecuencia de las normas que regulan el discurso que
se acepta en la comunidad.

Por su parte, el conocimiento matematico escolar deberia organizarse, pre-
sentarse y justificarse teniendo como propésito el desarrollo de la comprension
de los escolares. Los conocimientos matematicos que se construyen en la
escuela corresponden, en la mayoria de los casos, a resultados matematicos
poco recientes y de caracter general. Mientras que en la disciplina matematica,
el conocimiento matematico se organiza alrededor de enunciados que pueden
formular proposiciones, teorias, hipotesis o afirmaciones que pueden ser verda-
deros o falsos, en la escuela el conocimiento matematico escolar se compone
de palabras con las que se formulan conceptos, términos o designaciones que
pueden o no ser significativos desde la perspectiva del escolar. [** Referencia a
Luis - Popper**

Uno de los propédsitos centrales de la ensefianza es el de presentar y pro-
mover la construccion del conocimiento matematico desde multiples perspecti-
vas y con gran variedad de significados. Por lo tanto, el profesor debe partir del
conocimiento matematico disciplinar para que, de su analisis, pueda identifi-
car, desarrollar y estructurar sus multiples significados. Las maneras como pro-
fesores, autores de libros de texto y disefiadores del curriculo analizan el
conocimiento matematico disciplinar y producen el conocimiento escolar son
muy variadas y dependen, entre otros factores, de su vision sobre cémo los
escolares construyen su conocimiento y la manera como el profesor aporta a
ese proceso de construccion. Consideraremos estos factores mas adelante. En
este apartado examinamos un tercer factor: su visién sobre las matematicas
como conocimiento disciplinar y como conocimiento escolar. Presentaremos
brevemente diversas posiciones a este respecto. Como formadores de futuros
profesores de matematicas, asumiremos una posicion que nos servira de punto
de partida para abordar las demas cuestiones que enumeramos en el apartado
anterior.

Algunas posiciones con respecto a las matematicas

No pretendemos hacer una revision detallada de la historia y la filosofia de las
matematicas. Sin embargo, queremos presentar los aspectos centrales de esta
historia para efectos de asumir una posicion con respecto a la naturaleza de las
matematicas. Nos basamos en la presentacion de Ernest (1991).
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La aparicion de las paradojas de la aritmética y la teoria de conjuntos al
final del siglo 19 produjo la crisis de los fundamentos y motivé el desarrollo el
desarrollo de la vision absolutista de las matematicas. La posicion absolutista
considera que la verdad matematica es absolutamente cierta y que las matema-
ticas son un area en la que el conocimiento es objetivo, incuestionable y cer-
tero. Considera que el conocimiento matematico esta compuesto por verdades
absolutas que son el producto de poner en juego unos axiomas légicos que pre-
servan la verdad a unos axiomas y unas definiciones que se toman como verda-
deros. Esta vision absolutista sustenta diferentes escuelas que buscan
fundamentar las matematicas. El logicismo ve las matematicas como parte de
la l6gica y supone que todos los conceptos matematicos se pueden reducir a
conceptos légicos. Pretende mostrar que la certeza del conocimiento matema-
tico se puede reducir a la certeza de la logica. El formalismo ve las matemati-
cas como un juego formal (sin significado) que sigue unas reglas. Su proposito
es mostrar que es posible traducir las matematicas a sistemas formales que
estos sistemas formales modelan las matematicas (son completos) y son con-
sistentes. El constructivismo considera que las matematicas deben crearse
sobre métodos constructivos y no acepta las pruebas por contradiccion, ni la
existencia por necesidad. El constructivismo pretende partir de axiomas intuiti-
vamente evidentes y utilizar métodos de prueba intuitivamente seguros. Los
teoremas de incompletitud de Goédel mostraron que no era posible lograr las
metas que se habian impuesto las escuelas logicista y formalista. Ademas,
todas las escuelas tienen que partir de supuestos cuya verdad no es posible
mostrar. Por lo tanto, no es posible lograr una verdad absoluta en matematicas.
Aparece entonces la vision falibilista de las matematicas: la verdad matematica
es falible y modificable y no puede verse libre de revision y correccion.

Ernest considera que una reconceptualizacion de la filosofia de las mate-
méaticas debe preocuparse por asumir una posicién con respecto a ellas como
parte de la cultura y del conocimiento humano, ademas de resolver los proble-
mas ontoldgicos y epistemolégicos. El considera cuatro posturas falibilistas. El
empiricismo sugiere que las verdades matematicas son generalizaciones empi-
ricas. Tanto el origen de los conceptos matematicos, como la justificacién de
las verdades matematicas tienen fundamento empirico. El convencionalismo
de Wittgenstein considera las mateméaticas como una coleccién de “juegos de
lenguaje”. Las nociones de verdad y prueba dependen de que aceptemos las
reglas linguisticas convencionales de esos juegos. Por lo tanto, la verdad mate-
méatica depende de reglas linglisticas del uso de los términos y gramética,
junto con las reglas que gobiernan las pruebas. En el cuasi-empiricismo de
Lakatos, las matematicas son hipotético-deductivas. Las teorias formales pue-
den ser falsificadas por teoremas de la teoria informal. Se propone una heuris-
tica de creacion del conocimiento con un ciclo de conjetura, prueba, contra-
ejemplo y prueba revisada.

Presentamos finalmente la posicion del constructivismo social de Ernest.
Esta es la posicion que asumimos en este trabajo. De acuerdo con esta posi-
cion, las matematicas son una construccion social. El conocimiento matema-
tico subjetivo del individuo se convierte en conocimiento objetivo a traves de
su publicacion. El proceso de publicacion implica una critica y un escrutinio
publico, cuya justificacion se basa en la l6gica del descubrimiento matematico
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de Lakatos. El conocimiento objetivo se internaliza para formar nuevo conoci-
miento subjetivo (ver Figura 5). Las experiencias inmediatas del mundo fisico

r— Conocimiento objetivo——

Critica y
escrutinie—s
publico | ‘
Proceso de v
Publicacién-— negociaciom—" COdIflcaC|on. y
A social representacion

~<«——{Reformulacion

L Conocimiento subjetivoe—|

Figura 5. Conocimiento subjetivo y conocimiento objetivo

y social y las teorias previas dan lugar —mediante un proceso de construccion
hipotético—deductivo— a las teorias o conjeturas privadas que dan orden al
mundo de nuestra experiencia. EI conocimiento subjetivo estd compuesto por
estas teorias privadas que se verifican en los mundos fisico y social. El conoci-
miento objetivo es intersubjetivo y social y se basa en las reglas y convenciones
del uso del lenguaje. Por ejemplo, la légica basa su “razonamiento” en las
reglas compartidas del lenguaje. De esta manera, surge la “necesidad” de las
matematicas. Los objetos matematicos son construcciones sociales o artefactos
culturales y existen objetivamente porque son publicos y hay un acuerdo inter-
subjetivo acerca de su existencia y propiedades.

Para el constructivismo social, las matematicas (y la ciencia) son construc-
ciones sociales que tienen el propoésito de explicar la experiencia humana en el
contexto fisico y social. Los objetos matematicos son construcciones sociales
gue existen objetivamente y la necesidad de los conceptos y las proposiciones
matematicas surge de y se basa en convenciones socialmente aceptadas de
practicas linguisticas. Por lo tanto, el conocimiento matematico es producto de
la actividad de una comunidad que se rige por unas normas y que aborda y
resuelve problemas con unos propositos (la explicacion de la experiencia).

Tomaremos esta posicion acerca de las matematicas como nuestro punto
de partida para las reflexiones que siguen a continuacion. En particular, busca-
remos establecer una relacion entre esta vision del conocimiento matematico
disciplinar y el conocimiento matematico escolar. También, buscaremos rela-
cionar esta posicion con una visién de la manera como los escolares constru-
yen su conocimiento matematico.

Conocimiento matematico escolar

En este apartado presentamos nuestra vision de las matematicas escolares. Para
ello, establecemos una relacion entre el conocimiento matematico escolar y
nuestra vision (de constructivismo social) del conocimiento matemético disci-
plinar. Vemos las mateméticas escolares como una construccion social y vemos
el aula de matematicas como el espacio en el que una comunidad de practica
(de aprendices y profesores) construyen conjuntamente un conocimiento mate-
matico (escolar). La construccion de este conocimiento mateméatico escolar
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esta condicionado por unas normas que regulan el discurso en el aula. Mientras
gue para el conocimiento matematico disciplinar, las normas que regulan el
discurso matematico buscan justificar la necesidad de este conocimiento, para
el conocimiento matematico escolar, estas normas buscan promover y estable-
cer un conocimiento significativo y util para los escolares. El discurso matema-
tico del aula se refiere a unos objetos matematicos y a sus propiedades y
relaciones través de una variedad de significados que pretenden presentar dife-
rentes perspectivas complementarias de esos objetos, propiedades y relaciones.
El proceso de construccion del conocimiento matematico escolar progresa
cuando los escolares participan apropiadamente en el discurso compartiendo y
utilizando socialmente estos multiples significados.

Por lo tanto, el propdsito del discurso en el aula no es exclusivamente el de
justificar la validez y necesidad del conocimiento matematico escolar de
manera formal, deductiva, simbdlica y rutinaria. Por el contrario, el propdsito
de este discurso debe ser el de presentar y compartir socialmente unas normas
gue ponen en juego una multiplicidad de significados, de tal forma que los
escolares tengan una variedad de alternativas para participar en este discurso.
Tanto profesores, como autores de libros de texto y disefiadores del curriculo,
deben identificar esta multiplicidad de significados y disefiar los espacios en
los que los escolares participen progresivamente en un discurso y en una comu-
nidad de practica que se rige por esos significados. Uno de los propésitos de
este articulo es proponer unos procedimientos y unas herramientas conceptua-
les y metodoldgicas para establecer esta multiplicidad de significados del
conocimiento matematico escolar y para disefiar las actividades de ensefianza 'y
aprendizaje que promuevan la participacion de los escolares en el discurso
matematico del aula.

En nuestra vision del conocimiento matematico disciplinar, sostuvimos
gue las matematicas tienen como propasito explicar la experiencia humana en
el contexto fisico y social. En nuestra visidbn del conocimiento matematico
escolar, resaltamos también esta relacion entre matematicas y experiencia. Esta
relacion se encuentra en la base de uno de los significados que se deben cons-
truir dentro del discurso del aula. Recalcamos, por lo tanto, la relacion entre las
estructuras matematicas y los fenomenos de donde ellas surgen y que son
modelizados por ellas.

En resumen, partiendo de la visidon de constructivismo social del conoci-
miento matematico disciplinar, vemos el conocimiento matematico escolar
como una construccién social dentro de un comunidad de practica en la que los
escolares participan progresivamente en un discurso que se rige por unas nor-
mas que regulan una multiplicidad de significados. Como veremos a continua-
cion, esta vision de las matematicas escolares da lugar a una vision de la
manera como los escolares construyen su conocimiento matematico. Este es el
tema del siguiente apartado.

APRENDIZAJE DE LOS ESCOLARES

Nuestra posicién sobre la manera como los escolares construyen su conoci-
miento matematico en el aula pretende ser coherente con la posicién que aca-
bamos de presentar sobre las mateméticas escolares. De hecho, la
identificaremos con el mismo término: constructivismo social. Para describirla,
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tenemos primero que hacer una reflexion sobre el constructivismo desde su
perspectiva cognitiva y contrastarla con una vision sociocultural del aprendi-
zaje de las matematicas.

Aprendizaje (constructivismo, perspectiva cognitiva)

En esta seccion describimos brevemente la perspectiva cognitiva del construc-
tivismo como postura sobre el aprendizaje de las matematicas en la escuela.
Consideramos el aprendizaje como el proceso en virtud del cual los individuos
nos adaptamos a la experiencia de los mundos fisico y social. La posicién cog-
nitiva del constructivismo postula la existencia de unas estructuras cognitivas
(EC en la Figura 6) que son el producto de este proceso de adaptacion del
sujeto al medio con el que interactua. Cuando el resultado de la interaccion
entre el sujeto y el medio es diferente de lo que el sujeto esperaba con base en
sus estructuras cognitivas, se da un desequilibrio (conflicto cognitivo). El
sujeto busca restablecer el equilibrio y, para ello, se ve obligado a cambiar sus
estructuras cognitivas, ya sea agregando nueva informacién (asimilacién) o
cambiando la distribucion y orden de estas estructuras (acomodacién). El
resultado de la resolucién del desequilibrio son unas nuevas estructuras cogni-
tivas que, en principio, se adaptan a la experiencia que dio lugar al desequili-
brio.

Sujeto

Estructuras
cognitivas

Puederevolucionar

Asimilacién Acomodacion
A/_\
\ ECi+1 Oj+1
Interaccion A oy v
Interaccion con
esperada con objeto (medio)
objeto (medio) 4
EC; Oj
\_/V
Expectativas — »Resultad
Desequilibrio

Figura 6. Aprendizaje (perspectiva cognitiva)

La anterior es una descripcion simplificada de una postura mucho mas
compleja. Pretendemos resaltar sus caracteristicas principales. La aproxima-
cién supone y requiere de unos entes mentales (las estructuras cognitivas) que
son estables y que permiten explicar e interpretar las actuaciones del sujeto. El
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sujeto adquiere (0 construye) estas entidades privadas y el profesor esta alli
para transmitir o guiar ese proceso de adquisicion. Desde la perspectiva de la
investigacion, Sfard (1997) denomina a esta aproximacion el esquema adquisi-
cionista. Como alternativa, ella sugiere el esquema participacionista en el que
el discurso es el centro de atencion, las actuaciones dependen del contexto y no
hay necesidad de hacer referencia a entidades mentales porque no se supone
ninguna estabilidad en ellas. Este esquema pertenece a una vision sociocultural
del aprendizaje que describimos a continuacion.

Aprendizaje (perspectiva sociocultural)

Desde la perspectiva sociocultural, “el aprendizaje de un tema se concibe como
un proceso de convertirse en miembro de una cierta comunidad. Esto implica
la habilidad para comunicarse en el lenguaje de esa comunidad y actuar de
acuerdo con sus normas particulares. Las normas mismas se negocian en el
proceso de consolidar la comunidad. Mientras que los aprendices son los
recién llegados y los reformadores potenciales de la practica, los profesores
son los preservadores de su continuidad” (Sfard, 1998, p. **). Esta aproxima-
cion sociocultural se focaliza mas en los grupos o comunidades que en los indi-
viduos; ve el aprendizaje como algo que sucede entre personas cuando se
involucran en actividades comunes; considera que los individuos construyen
socialmente nuevas formas de significados y comprension en un proceso de
aprendizaje que surge de y crea practicas situadas (o contextos) a las que ellos
traen diversas perspectivas y niveles de habilidad; y centra la atencion en las
interacciones colaborativas que ocurren cuando los individuos intentan desa-
rrollar y mejorar su préctica (Stein y Brown, 1997, p. 159).

Constatamos una relacion entre esta vision sociocultural del aprendizaje y
la visién de constructivismo social de las matematicas como disciplina. Ambas
posiciones centran su atencion en el discurso matematico y en la manera como
matematicos, en un contexto, y escolares y profesores, en otro, colaboran en la
resolucién de problemas comunes, negociando las normas que regulan el dis-
curso y progresando en su capacidad de participar en él. En el caso de las mate-
méaticas escolares, profesores y escolares buscan construir socialmente la
multiplicidad de significados que le dan sentido a las estructuras matematicas
objeto del discurso.

Aprendizaje (nuestra posicion)

Consideramos que las aproximaciones cognitiva y sociocultural son comple-
mentarias. Resaltamos la importancia del discurso en un proceso de aprendi-
zaje en el que los significados individuales estan en el origen de la
construccion de los significados sociales que, a su vez, condicionan la cons-
trucciéon de los significados individuales. La construccién de los significados
(individuales y sociales) surge de los desequilibrios que individuos y grupos
perciben cuando comparan el resultado de su experiencia con sus expectativas.
El proceso de progresar en su participacion dentro de una comunidad de prac-
tica hace parte de esa experiencia que grupos e individuos viven cuando nego-
cian las normas del discurso matematico del aula.

El constructivismo, en cualquiera de sus vertientes, es una postura con res-
pecto a la manera como se supone que los escolares construyen su conoci-
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miento matematico. De esta postura no se deduce ninguna propuesta sobre

como debe ser la instruccion (Simon, 1995). En todo caso, si se puede pensar

gue existen modelos de ensefianza que son coherentes con una posicion cons-
tructivista del aprendizaje (Steffe y & D’Ambrosio, 1995; Simon, 1995b). En

el apartado que sigue presentaremos un modelo que pretende ser coherente con
la posicidon que hemos asumido aqui.

ANALISIS DIDACTICO : UN PROCEDIMIENTO PARA
ORGANIZAR LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

La tercera cuestion sobre la que se deben fundamentar los planes de formacién
inicial de profesores de matematicas es la descripcion de la manera como el
profesor debe contribuir a la construccion del conocimiento matematico de los
escolares. Para ello, describiremos un procedimiento, que denominamos ana-
lisis didactico, que representa nuestra vision ideal de como el profesor deberia
disefiar, llevar a la practica y evaluar actividades de ensefianza y aprendizaje si
parte de una vision del aprendizaje de sus estudiantes basada en el constructi-
vismo social. En otras palabras, pretendemos presentar un modelo de ense-
flanza que sea coherente con las posiciones que hemos asumido en los
apartados anteriores con respecto a las matematicas escolares y al aprendizaje
de las matematicas en la escuela.

El apartado comienza ubicando el analisis didactico en un nivel local del
curriculo y estableciendo su relacién con los otros niveles del curriculo y con
las creencias y metas del profesor. A continuacion, se identifica la informacion
necesaria para iniciar el ciclo. Esta informacion determina las condiciones en
las que el profesor realiza la siguiente fase del procedimiento, compuesta por
los andlisis de contenido, cognitivo y de instruccion. Estos analisis se presentan
en detalle, incluyendo la descripcion de cada una de las herramientas concep-
tuales y metodolégicas en las que se basan. La fase de disefio y seleccion de
tareas se presenta enseguida, junto con una reflexion sobre la puesta en practica
de las actividades, el discurso en el aula y la gestion de clase. Finalmente, des-
cribimos el andlisis de actuacién como la ultima fase de un ciclo en la que se
produce la informacion que dara lugar al inicio del siguiente ciclo.

Planificacion global y planificacién local

El andlisis didactico se ubica en un nivel local del curriculo. Nuestra preocupa-
cidn se centra en el procedimiento en virtud del cual el profesor planifica, lleva
a la practica y evalua una unidad didactica, una hora de clase o una porcién de
una clase. Entendemos por unidad didactica “una unidad de programacion y
actuacion docente constituida por un conjunto de actividades que se desarro-
llan en un tiempo determinado para la consecucion de unos objetivos especi-
ficos” (Segovia y Rico, 2001, p. 87). Por lo tanto, el contenido matematico que
es objeto de la instruccidén es una estructura mateméatica especifica 0 uno o mas
aspectos de una estructura matematica. El periodo de tiempo en el que tiene
lugar la instruccién es limitado. Como veremos mas adelante, la especificidad
del contenido permite profundizar en sus multiples significados. Esta vision
local de la ensefianza es similar a la adoptada por Simon (1995), quien también
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se centra en las actividades que conciernen un periodo limitado de tiempo y un
contenido matematico especifico, y constituye una reflexion curricular dife-
rente de aquella que corresponde la planificacion global para los profesores.

Rico (1997a) y Segovia y Rico (2001) han puesto de manifiesto las dificul-
tades de la nocion de curriculo al nivel de planificacién global para los profeso-
res. En este nivel, el profesor debe identificar unos objetivos, unos contenidos,
una metodologia y un esquema de evaluacion con el que se pretende describir
el curriculo como plan de formacion para una asignatura o para una porcion
amplia de una asignatura. Nosotros pretendemos diferenciar entre, por un lado,
los problemas de disefio curricular global (para una asignatura completa en la
escuela, por ejemplo) y, por el otro, los problemas de disefio curricular local
(para una unidad didactica o una hora de clase sobre una estructura matematica
especifica 0 uno o mas aspectos de ella). Si consideramos Unicamente los pro-
blemas de disefio curricular global (con el esquema de objetivos, contenidos,
metodologia y evaluacion), entonces los profesores tienden a ver la planifica-
cion como la secuenciacion de contenidos matematicos y a considerar la ense-
flanza como el “cubrimiento” de estos contenidos. Al no considerar las
problematicas conceptuales, cognitivas y de instruccion de las estructuras
matematicas especificas, el profesor tiene que describir los objetivos, la meto-
dologia y la evaluacion en términos generales. Por lo tanto, lo que diferencia a
las diferentes parcelas del disefio curricular son los contenidos. Cuando consi-
deramos a nivel local los problemas de disefio curricular y nos concentramos
en una estructura matematica especifica, es posible ampliar esta vision de la
planificacion y de la ensefianza y abrir un nuevo espacio de trabajo. Veremos
gue, de esta manera, es posible explorar, profundizar y trabajar con los diferen-
tes y mdltiples significados del conocimiento mateméatico escolar, como lo
sugiere nuestra posicion sobre las matematicas escolares y su aprendizaje.

Una busqueda en Internet con el término “analisis didactico” produce, a
comienzos de 2002, mas de 500 resultados. Este término se ha convertido en
una expresion genérica utilizada en muchos campos con diferentes significa-
dos. Por ejemplo, Freud (1981) lo utilizé cuando se refirid a la formacion de
psicoanalistas. En la didactica de la matematica varios autores utilizan el tér-
mino (i.e., Puig, 1997 y Gonzalez, 1998). Puig (1997) lo define de la siguiente
manera: “el andlisis didactico de las matematicas, esto es, el analisis de los
contenidos de las mateméticas que se realiza al servicio de la organizacion de
su ensefianza en los sistemas educativos” (p. 61). Nosotros utilizaremos el tér-
mino para designar un procedimiento que se encuentra en el centro del modelo
de ensefianza que queremos describir en este apartado. En lo que sigue busca-
remos concretar el significado de este término. Primero debemos considerar
algunas cuestiones previas.

Creencias, metas y contexto

El andlisis didactico es la descripcion de la martral como nosotros conce-

bimos que el profesor deberia planificar, llevar a la préactica y evaluar activida-
des de ensefianza y aprendizaje que contribuyan a la construccion del
conocimiento matematico de los escolares. Sin embargo, hay factores que pue-
den influir en las decisiones y actuaciones del profesor y que pueden llevarlo a
actuar de maneras diferentes a las que sugiere el andlisis didactico. Las metas y
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las creencias del profesor, por un lado, y los contextos institucional, educativo

y social, por el otro, condicionan la manera como él puede realizar su practica
docente. En este apartado hacemos algunas consideraciones sobre el papel del
contexto y de las metas y las creencias del profesor en sus decisiones y actua-
ciones. Mas adelante exploramos en detalle la relacion entre el conocimiento
del profesor y su practica docente.

Schoenfeld (2000), en su propuesta para construir un modelo del profesor
de matematicas, describe de la siguiente manera la relacion entre las creencias,
las metas y el conocimiento del profesor y su practica docente: “Postulamos
gue las creencias, las metas y el conocimiento del profesor, ya sea que se man-
tengan conscientemente o no, son factores claves en el proceso de toma de
decisiones del profesor y que ese proceso de toma de decisiones toma en
cuenta esos factores...El modelo de un profesor particular contendra represen-
taciones de metas, creencias y conocimiento atribuidos a ese profesor y un
mecanismo de toma de decisiones que sugiere cOmo, en unas circunstancias
dadas, esas metas, creencias y conocimiento configuran la decision del profe-
sor con respecto a qué hacer ‘después™ (pp. 248-249). Las metas es lo que uno
quiere lograr. Las metas pueden ser globales con respecto a los estudiantes en
periodos largos de tiempo, para las lecciones, para partes particulares de la lec-
cion y locales a una interaccion particular. Pueden estar orientadas epistemolo-
gicamente (con respecto al contenido) o socialmente. Pueden estar
predeterminadas o pueden ser emergentes. Usualmente hay varias metas opera-
tivas en un momento dado (p. 250). “Las creencias del profesor ... configuran
lo que el profesor ve como creible, posible o deseable. Por lo tanto, las creen-
cias configuran la seleccion de metas y planes de accion” (p. 253).

Se han realizado una gran variedad de estudios sobre el papel de las creen-
cias en la actuacion del profesor (Thompson, 1992). No obstante, no se puede
afirmar que esta relacion sea evidente (Lerman, 2001). En todo caso, “como
sucede en las demas areas, las creencias configuran la percepcién que el indivi-
duo tiene de su experiencia. Ellas configuran las metas que el profesor se
impone para la interaccion en el aula, las opciones que el profesor cree que
estan disponibles para lograr esas metas, y la manera en que estos recursos (en
este caso, diferentes tipos de ensefianza y de contenido matematico, rutinas de
clase, etc.) se pueden emplear” (Schoenfeld, 2000, p. 248). La linea divisoria
entre creencias y conocimiento no es evidente. En este documento vamos a
considerar como creencias las visiones que el profesor tenga de las mateméti-
cas como disciplina, de las matematicas escolares, de su ensefianza y de su
aprendizaje. Como veremos mas adelante, el profesor puede y debe tener un
conocimiento sobre las diferentes posturas que es posible asumir en estos
temas. Sin embargo, él asume una postura con respecto a cada uno de ellos. El
primero hace parte de su conocimiento, mientras que la segunda hace parte de
Sus creencias.

El contexto social, educativo e institucional condiciona la instruccion. Este
contexto determina las normas y valores que rigen social e institucionalmente y
determina aquello que se valora como deseable en el proceso educativo. De
esta manera, el contexto restringe las opciones de las que el profesor puede
escoger para realizar su practica docente. Por ejemplo, las normas legales pue-
den determinar unas finalidades de la ensefianza y el aprendizaje de las mate-
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maticas, mientras que el proyecto educativo del centro puede promover
modelos de evaluacion particulares. Por otro lado, el profesor debe tener en
cuenta los intereses, conocimientos y capacidades de sus estudiantes y recono-
cer las diferencias entre ellos. Estos y otros factores hacen parte del contexto
social, educativo e institucional que conforman el marco en el que el profesor
realiza su trabajo. El contexto del aula es el entorno estructurado dentro del
cual tiene lugar la construcciéon del conocimiento matematico por parte de los
escolares. Vemos este contexto como el espacio en el que se constituye y se
desarrolla una comunidad de practica de las matematicas escolares. Este con-
texto se negocia y conforma conjuntamente entre profesor y estudiantes y, por
consiguiente, no condiciona la instruccion.

Las creencias, las metas y el contexto condicionan la actividad del profe-
sor. Estas condiciones se expresan, entre otros, en el disefio curricular global de
la asignatura. El disefio curricular global y o que haya sucedido en las sesiones
anteriores, determinan unos objetivos que se deben lograr, un contenido que se
debe tratar y unos esquemas generales para la gestion de la clase y la evalua-
cion de los estudiantes. En la mayoria de las ocasiones, las indicaciones que
provienen del disefio curricular global son de caracter general y no tienen en
cuenta la especificidad de la estructura matematica que se desea tratar, ni las
condiciones cognitivas e instruccionales de la hora de clase que se quiere plani-
ficar. El profesor tiene que realizar un proceso de planificacion local (el ana-
lisis didactico) que tenga en cuenta estas especificidades conceptuales,
cognitivas e instruccionales. Iniciamos a continuacion la descripcion de este
procedimiento.

Inicio del ciclo

En la Figura 7 presentamos un esquema general de un ciclo del analisis didac-
tico. Haremos multiples referencias a este esquema en lo que sigue. En la gra-
fica hemos identificado con numeros las diferentes fases del ciclo y con letras
las relaciones que identifican las condiciones iniciales que hemos descrito en el
apartado anterior. La relacion (a) expresa la manera como los diferentes con-
textos condicionan la instruccion. La relacion (b) expresa el hecho de que la
planificacion local tiene lugar dentro del entorno de una planificacién global.
Esta planificacién global debe tener en cuenta las condiciones impuestas por
los contextos social, educativo e institucional. Las relaciones (c) y (d) muestran
(en uno de los sentidos) la manera como las metas y las creencias del profesor
influyen en sus decisiones en el proceso de planificacion. Incluimos también
agui la manera como el proceso de planificacion, puesta en practica y evalua-
cion de las actividades de ensefianza y aprendizaje puede influir en las metas y
creencias del profesor (el otro sentido de las flechas). En este apartado descri-
bimos el inicio de un ciclo a partir de estas condiciones iniciales. Nos referi-
mos al cuadro identificado con el nimero 1. En los apartados subsiguientes
examinaremos secuencialmente cada uno de los cuadros en el orden en el que
aparecen en el esquema.

El ciclo se inicia con la determinacion, por parte del profesor, de la com-
prension que los estudiantes tienen en ese momento de los contenidos que se
pretenden tratar y de los objetivos que se quieren lograr. El disefio curricular
global delimita inicialmente esos objetivos y contenidos. Pero la determinacion
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Figura 7. Ciclo de analisis didactico

de los objetivos especificos que se deben buscar y de los contenidos matema-
ticos particulares que se deben tratar también depende del resultado del ciclo
anterior del analisis didactico. El analisis de actuacién (cuadro 5 del esquema)
provee al profesor con informacién sobre las actuaciones y producciones de los
escolares al final del ciclo anterior. Con esta informacién, el profesor debe
hacer una descripcion de la comprensién de sus estudiantes sobre la estructura
matematica en cuestion. Esta descripcion debera identificar:

« las tareas que sus estudiantes pueden resolver,
* las tareas que no pueden resolver,

* los errores en los que los estudiantes han incurrido al abordar las
tareas,

« las dificultades que subyacen a esos errores, y

* los obstaculos que es necesario superar para resolver esas dificultades.

Describiremos con mayor detalle este procedimiento cuando consideremos,
mas adelante, el analisis cognitivo. Esta informacion cognitiva es central para
determinar con suficiente especificidad los objetivos y los contenidos de la uni-
dad didactica o la hora de clase que se pretende planificar. La manera como el
profesor recoja, analice e interprete esta informacion dependera de sus conoci-
mientos y sus creencias. El resultado de esta etapa inicial del analisis didactico
debe ser la identificacion de una estructura matematica especifica y la delimita-
cion de los objetivos que se quieren lograr con respecto a esa estructura mate-
mética. La siguiente etapa del analisis didactico es el andlisis de contenido que
describimos a continuacion (cuadro 2 del esquema).
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Analisis de contenido

El contenido matematico es el eje central del andlisis didactico. El proceso de
planificacion, puesta en practica y evaluacion de las actividades de ensefianza y
aprendizaje se refiere a una estructura matematica especifica. Las herramientas
conceptuales y metodologicas en las que se basa el analisis didactico, y que
describiremos a continuacion, adquieren sentido cuando se utilizan para anali-
zar los diferentes significados de esa estructura matematica. Por lo tanto, el
analisis de contenido, siendo el analiestematicale esa estructura matema-
tica, debe ser el punto de inicio y de referencia en el proceso ciclico del analisis
didactico. El analisis de contenido es un analisis de las matematicas escolares.
Su propasito es la descripcidon de la estructura matematica desde la perspectiva
de su ensefianza y aprendizaje en el aula.

Rico (1997a, p. 31) describe el conocimiento conceptual de la siguiente
manera.

Los conceptos son aquello con lo que pensamos y, seglin su mayor o me-
nor concrecion, podemos distinguir tres niveles de conocimientos en el
campo conceptual:

i) los hetios que son unidades de informacién y sirven como registros
de acontecimientos;

i) los conceptopropiamente tales, que describen una regularidad o re-
lacion de un grupo de hechos, suelen admitir un modelo o representa-
cion y se designan con signos o simbolos;

i) las estructuas conceptualegjue sirven para unir conceptos o para
sugerir formas de relacién entre conceptos constituyendo, a veces, con-
ceptos de orden superior, ya que pueden establecer algun orden o rela-
cion entre conceptos no inclusivos.

La anterior es una descripcion cognitiva de la nocién de concepto en sus distin-
tos niveles de concrecidn. Al interpretarla desde la perspectiva de las matemati-
cas escolares, podemos afirmar que, en la dimension conceptual, el
conocimiento matematico se puede organizar en hechos, conceptos y estructu-
ras conceptuales. Nosotros restringimos el analisis de contenido a los concep-
tos y las estructuras conceptuales. Los hechos pueden ser utilizados como
ejemplos o casos particulares de los conceptos, pero no los incluiremos formal-
mente en el andlisis.

En el analisis de contenido se busca identificar y describir estructurada-
mente los diversos significadomtematicogle la estructura matemética. Este
analisis se hace desde la perspectiva de las mateméticas escolares y tiene en
cuenta tres tipos de significados: la estructura conceptual, los sistemas de
representacion y los modelos (analisis fenomenologico). A continuacién consi-
deramos cada uno de estos significados.

Estructura conceptual

La estructura conceptual, como herramienta para el analisis de las matematicas
escolares, es la descripcion, a nivel de conceptos y relaciones entre ellos, de la
estructura matematica en cuestion. Por lo tanto, la estructura conceptual no es
solamente la enumeracién de los conceptos que se encuentran involucrados en
la estructura matematica. La construccion de la estructura conceptual es un
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proceso que se inicia con la identificacion de los conceptos y algunas de sus
relaciones pero que se desarrolla en la medida en que se tienen en cuenta los
sistemas de representacion, los modelos y los fenbmenos asociados. La Figura
8 muestra una version inicial de la estructura conceptual para la funcion de
segundo grado (Gomez y Carulla, 2001).

Funcién cuarhtica

DiversasRepresentaciones Fendmenos
Simbolica — Gréfica Numeérica Geomeétrica
\ | |
Foma estandar Elementos |Valores de la Enelplano | Enel espacic
funcion
Forma multiplicativa Familias

Foma candnica

Forma del foco

Figura 8. Estructura conceptual de la funciéon de segundo grado

Resaltamos dos aspectos de esta estructura conceptual: su representacion
en forma de mapa conceptual y su organizacion con base en los sistemas de
representacion. Los mapas conceptuales son una técnica para representar
visualmente la estructura de la informacion que se rige por normas relativa-
mente sencillas: “los conceptos se representan por nodos a los que se les da una
etiqueta por medio de una palabra o una frase corta que indica el concepto. Las
relaciones se representan por lineas (enlaces) que conectan los nodos” (Lan-
zing, 1998, p. 2).

Como esquema de presentacion, los mapas conceptuales tienen dos venta-
jas:

 permiten descripciones no lineales de la estructura matematica y,
« al tener un caracter gréfico, resaltan la estructura de la informacién.

Al nivel de detalle en el que se presenta la estructura matematica en la estruc-
tura conceptual de la Figura 8 no es posible identificar los conceptos involucra-
dos. Para ello, tenemos que entrar en mayor detalle. La Figura 9 muestra
algunos aspectos de la representacion simbdlica de la funcién cuadrética.
Apreciamos que, a este otro nivel detalle, es posible identificar algunos con-
ceptos. En este caso, aparecen los parametros de las diversas formas simbdli-
cas. Cuando podemos identificar conceptos dentro de la estructura conceptual,
vemos la necesidad de establecer relaciones. En la figura se insindan relaciones
entre los pardmetros de las formas simbdlicas cuya descripcion requiere de
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otros submapas. Por otro lado, cuando representamos los conceptos en la
estructura conceptual, aparece la necesidad de representar las diferentes mane-
ras en las que estos conceptos y sus representaciones se relacionan entre si. La

Representacion simbolica
I
I I I |

Forma estandar rljw?Jrlrtri];icativa Forma canénicd | Forma del foco
) - _
f(X) = axc+bx+c f(X) — a(X'rl)(X'rz) f(X)—a(X'h)2+k f(X)—l/4p(X-)@)2+yO
&0 &0 0
a0 p*
a,b,C a’rl’rz a1h1k a’)@’yo
I I
submapa 1 submapa 2

Diversas caracteristicas de la fun¢iél Transformacion de una
cuadratica que se pueden expresar { representacion a otra
funcion de los parametros de cada
representacion simbdlica

Figura 9. Representacion simbolica de la funcién cuadrética

Figura 10 muestra un ejemplo de las diferentes relaciones o conexiones que es
posible establecer en una parte de la estructura conceptual de la funcion cua-
dratica. Se pueden identificar diferentes tipos de conexiones:

* aquellas que establecen relaciones entre diferentes conceptos de la
estructura matematica (por ejemplo, entre las diferentes formas sim-
bodlicas y sus parametros),

« aquellas que identifican las diferentes representaciones de un mismo
elemento (por ejemplo, los parametros de la forma multiplicativa y las
raices de la parabola),

» aquellas que muestran transformaciones de un elemento en otro dentro
de un sistema de representacion (por ejemplo, el procedimiento de
factorizacion para pasar de la forma simbdlica estandar a la forma
simbdlica multiplicativa), y

 aquellas que muestran la relacion entre categorias de fendmenos y las
subestructuras que los modelizan (por ejemplo, la relacion entre las
propiedades del foco de la parabola y los fenémenos de 6ptica que uti-
lizan estas propiedades —que no se muestra en la figura).

La construccién de la estructura conceptual se basa en los sistemas de repre-
sentacion. A continuacion describimos algunas de las caracteristicas de los sis-
temas de representacion y estudiamos su papel en el andlisis de contenido.
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Figura 10. Conexiones en una estructura conceptual

Sistemas de representacion

El andlisis de contenido se centra en la nocién de sistema de representacion. La
estructura conceptual debera representar la estructura mateméatica en todos sus
posibles sistemas de representacion. Cada uno de estos sistemas de representa-
cién aporta un significado de la estructura matematica desde la perspectiva de
las matematicas escolares. El término “sistema de representacion” tiene dife-
rentes significados en la didactica de la matemética (Goldin y Janvier, 1998, p.
1-2) y nosotros hemos hecho una seleccion que describimos a continuacion.

Utilizamos los sistemas de representacion para representar diferentes face-
tas de un concepto o estructura matematica y trabajamos con los sistemas de
representacion bajo el supuesto de que se cifien a un conjunto de reglas que se
encuentran condicionadas por las mateméticas, en general, y por el concepto
matematico especifico, en particular. Por estas razones, consideramos que la
definicion de Kaput (1992) sobre sistema de notacién se adapta a nuestras
necesidades. De acuerdo con esta definicion, un sistema de representacion es
“un sistema de reglas para (i) identificar o crear caracteres, (ii) operar en ellos y
(iif) determinar relaciones entre ellos (especialmente relaciones de equivalen-
cia)” (p. 523). Complementamos esta definicion de Kaput con la primera de las
definiciones de Goldin y Janvier (1998), en la que un sistema de representacion
puede ser también “una situacion fisica externa estructurada, o un conjunto de
situaciones estructuradas en un ambiente fisico que pueden ser descritas mate-
méticamente o pueden interpretarse en el sentido de involucrar ideas matemati-
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cas” (p. 1). Esta definicibn complementaria permite considerar, como parte de
las caracteristicas de un concepto o estructura matematica, al conjunto de feno-
menos sociales, naturales y matematicos que pueden ser organizados por sub-
estructuras de dicha estructura.

La nocion de sistema de representacion permite describir las actividades
matematicas que tienen lugar en el discurso matematico del aula. Esta descrip-
cion se basa en cuatro operaciones que se pueden realizar con respecto a los
sistemas de representacion y que es posible representar en la estructura con-
ceptual (ver figuras 8, 9y 10).

La primera operacion es taeacion de signos o expresion&sta opera-
cion esta regida por las normas que regulan el sistema de representacion y es
importante en las matematicas escolares porque es la que produce expresiones
validas e invalidas ((x)f = 2+ 1 es un ejemplo de una expresion invalida).

Las segunda y tercera operaciones sortréasformaciones sintécticas
variantes e invariantesEstas son transformaciones de una expresion en otra
dentro de un mismo sistema de representacion. Por ejemplo, en f(x) = (x - 1)(x
-3) =% - 4x + 3 = (x - 2§ - 1 tienen lugar dos transformaciones sintacticas
invariantes (el objeto mateméatico no cambia), mientras que la traslacién verti-
cal de la pardbola A a la pardbola B en la Figura 11 es una transformacion sin-
tactica variante (el objeto matematico cambia).

Figura 11. Transformacion sintactica variante

La cuarta operacion es teaduccion entre sistemas de representaciSe
refiere al paso de un sistema de representacion a otro. Es el caso de identificar
la parabola A de la figura 11 con su representacion simbélica f(x) £ (xt2)

Es posible imaginar los sistemas de representacion como planos paralelos
conectados. En un plano dado, uno puede crear signos o expresiones (primera
operacion) o transformar sintacticamente expresiones (segunda y tercera ope-
raciones). Y uno puede pasar de un plano a otro por medio de traducciones
entre sistemas de representacion (cuarta operacion). Detras de estas operacio-
nes hay dos elementos que las regulan: los conceptos matematicos representa-
dos y las normas de los sistemas de representacion.

Para construir la estructura conceptual de un tépico, el profesor debe aten-
der a tres dimensiones que se complementan y se desarrollan paralelamente:
los conceptos, los sistemas de representacion y las conexiones. En la medida
en que el profesor identifica conceptos que conforman la estructura matema-
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tica, €l debe determinar las diversas representaciones de esos conceptos. Y, al
distinguir estas representaciones, €l tendra que establecer las relaciones entre
ellas. Algunas de estas relaciones seran de pertenencia. Por ejemplo, al afirmar
gue el foco es un elemento de la representacion grafica de la funcion cuadratica
o que la dilatacion (parametad es un elemento de todas sus representaciones
simbdlicas. El profesor tendra que identificar y explicitar en la estructura con-
ceptual las diversas representaciones de un mismo concepto y las relaciones
entre ellas. Estas relaciones determinan las traducciones entre sistemas de
representacion. También tendra que exponer la manera como dos 0 mas con-
ceptos se relacionan dentro de un mismo sistema de representacion, relaciones
gue describen las transformaciones sintacticas. La construccion de la estructura
conceptual con base en los sistemas de representacion es un proceso ciclico en
el que, en la medida en la que se avanza, se descubren nuevos aspectos que se
deben considerar. Al realizar este proceso, el profesor debe poner en juego su
conocimiento matematico. Sin embargo, no bastara con movilizar el conoci-
miento simbalico formal que tradicionalmente se utiliza en las matematicas
disciplinares. El profesor tiene que abordar el analisis de la estructura matema-
tica desde la perspectiva de los significados estructurales y representacionales
expuestos hasta ahora y profundizar en la manera como esos significados se
expresan en la estructura matematica en la que trabaja. La descripcion deta-
llada de la estructura conceptual con base en los sistemas de representacion
permite identificar y delimitar las subestructuras matematicas que conforman
la estructura matematica representada. Algunas de esas subestructuras pueden
modelizar fenbmenos sociales, naturales y matematicos. Consideramos a con-
tinuacion esa posibilidad.

Andlisis fenomenoldgico y modelos

Nuestra postura con respecto a las matematicas escolares resalta la relacion
entre las matematicas y la experiencia. El profesor debe analizar esta relacién
para identificar, describir, caracterizar y clasificar los fendbmenos naturales,
sociales y matematicos que pueden ser organizados (modelizados) por subes-
tructuras contenidas en la estructura en cuestion. El profesor debe incluir este
andlisis dentro de la estructura conceptual que resulta del andlisis de contenido.
Denominamos a esta procedimiento analisis fenomenoldgico. Para describirlo,
comenzamos con algunos ejemplos.

La funcion cuadratica permite modelizar multitud de fenébmenos naturales,
sociales y mateméaticos. Con base en ese proceso de modelizacién es posible
resolver problemas relacionados con esos fenomenos. El problema de prever y
describir la trayectoria de una pelota de golf o del obus de un cafién, el pro-
blema de optimizar el area de un terreno que debe tener un perimetro fijo, el
disefio de antenas de satélite o de lentes, y el problema de hallar dos nimeros
gue cumplen ciertas condiciones con respecto a su suma y producto son ejem-
plos de este tipo de problemas. En general, la resolucién de estos problemas
utiliza sélo algunos de los elementos y propiedades de la estructura matema-
tica. Por ejemplo, el disefio de antenas de satélite o de lentes utiliza propieda-
des del foco de la parabola o el problema de optimizar el &rea de un terreno con
un perimetro dado utiliza el hecho de que el vértice de una parabola con dilata-
cidén negativa es su punto maximo. En otras palabras, la resolucion de estos
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problemas pone en juego una subestructura de la estructura matematica en
cuestion.

Los ejemplos que hemos presentado muestran que una misma subestruc-
tura se puede relacionar con diversos fenémenos. Por ejemplo, la subestructura
gue permite abordar el problema de la trayectoria de una pelota de golf, mode-
liza todos aquellos fendmenos que se refieren al movimiento de cuerpos en un
campo de fuerza uniforme. Podemos por lo tanto establecer una relacién entre
subestructuras y fendmenos en la que a cada fendbmeno le asignamos la subes-
tructura que lo modeliza. Se pueden establecer parejas (Subestréemnda
meng), en las que el Fendmgnes modelizado por la Subestruciuraa
Figura 12 muestra un esquema de estas relaciones.

Subestructuras en la Fendémenos
estructura matematica
Naturales
Se_]_.( >0 Fl
L A o)
Sociales
See< OF3
>OF,
Matematico$
Se3.( >e F5
>0 F6

Figura 12. Analisis fenomenol6gico y modelos

El analisis fenomenolégico de una estructura matematica consiste en la
identificacion de las subestructuras correspondientes a esa estructura, de los
fendmenos organizados por ellas y de la relacion entre ellos. De esta manera se
puede establecer una relacion de equivalencia en la que cada clase de equiva-
lencia, representada por una subestructura dada, organiza todos aquellos fené-
menos que pueden ser modelizados por ella. “El andlisis fenomenolégico de un
concepto o de una estructura matematica consiste entonces en describir cuales
son los fendbmenos para los que es el medio de organizacion y qué relacion
tiene el concepto y la estructura con esos fendmenos” (Puig, 1997, p. 63).
Denominamosnodeloa la tripla (subestructura, fenémeno, relacion) en la que
la subestructura modeliza el fenbmeno de acuerdo con el establecimiento de
una relacion en la que se identifican aquellas caracteristicas estructurales del
fendmeno que se pueden representar con elementos y propiedades de la subes-
tructura en cuestion. Por lo tanto, el término modelo se puede referir a una tri-
pla en la que se identifica un fenébmeno especifico (por ejemplo, la caida libre
de una pelota de una masa especifica desde una altura dada), o al conjunto de
triplas que redne a todos los fendbmenos de caida libre de objetos, o, inclusive, a
todos los fendmenos que se refieren al movimiento de cuerpos no relativistas
en un campo de fuerzas. Dado que la subestructura matematica organiza y
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caracteriza los fendmenos, en algunas ocasiones se utiliza el término modelo
para designar la subestructura misma. Nosotros utilizaremos el ténmdebo
matematicgara ello.

El analisis fenomenoldgico no consiste Unicamente en establecer la rela-
cién entre subestructuras y fendmenos vy clasificar los fenbmenos de acuerdo
con las subestructuras con las que estan relacionados. En el andlisis
fenomenoldgico el profesor debe también describir esas relaciones. En esta
descripcion, el profesor debe caracterizar los aspectos relevantes del fenémeno
(o del problema que se quiere resolver dentro del contexto del fenbmeno) que
pueden asociarse (modelizarse) con elementos y propiedades especificas de la
estructura matematica. Por ejemplo, en el caso de los reflectores parabdlicos se
pone en juego una propiedad de la parabola, por un lado, y un principio de la
fisica, por el otro. La propiedad de la parabola establece que la tangente en
cualquier punto de la parabola forma angulos iguales con el segmento que une
el punto con el foco y con la recta que pasa por el punto y es paralela al eje de
simetria de la parabola. El principio de la fisica afirma que cuando un rayo
choca contra una superficie reflectora, el dngulo de incidencia es igual al
angulo de reflexion. Por lo tanto, en el andlisis fenomenolégico se identifican,
por un lado, aquellas caracteristicas del fenébmeno (o de un problema relacio-
nado con el fenbmeno) que son relevantes dentro del problema desde el punto
de vista matematico y se relacionan con elementos y propiedades la estructura
matematica en uno o mas sistemas de representacion, por el otro (Ver Figura
13). Mas adelante, en el apartado correspondiente al analisis de instruccion,

Problema en

Estructura
¢ matematica
Fenomencespecifico
Fendmenayeneral
Principios Grupo defendbmenos Subestructura
Naturales
Sociales
Matematicos
Caracteristicas Eé?;?fonrfgi’
estructurales‘ ’

y propiedades

Figura 13. Analisis fenomenoldgico

consideraremos con mas detalle el proceso de modelizacién que aqui se insi-
nda. El propdsito de la modelizacion no es Unicamente el de describir matema-
ticamente (en uno 0 mas sistemas de representacion) aspectos relevantes de un
fendmeno. La potencia de la modelizacion surge de la capacidad que nos da el
modelo matematico (y las propiedades de la estructura matematica en la que se
representa) para resolver problemas relacionados con el fendbmeno que no se
podrian resolver en el contexto no matemético del fenébmeno.

Para llegar a producir la descripcion detallada y estructurada (en la que se
explicitan las relaciones) de la estructura mateméatica desde la perspectiva de
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los sistemas de representacion y su relacion con los fendbmenos, el profesor
debe poner en juego unos conocimientos y unas capacidades. Hemos visto que
el profesor debe ser capaz de construir una estructura conceptual (basada en la
nocion de mapa conceptual) identificando las relaciones entre los conceptos,
las diversas representaciones de la estructura matemaética, las relaciones que se
pueden establecer entre elementos de diferentes sistemas de representacion y
entre elementos de un mismo sistema de representacion, y las relaciones entre
subestructuras de la estructura matematica en cuestién y los fendmenos que
ellas modelizan. Para lograrlo es necesario que el profesor, ademas de asumir
una posicion fundamentada con respecto a las matematicas escolares, conozca
el significado técnico de al menos las siguientes nociones de la didactica de la
matematica: estructura conceptual, sistema de representacion, analisis
fenomenolégico y modelo. ElI debe conocer estas nociones de tal forma que
pueda ponerlas en juego en el andlisis de la estructura matematica en cuestion
(Figura 14).

Estructuraconceptual

"~ Matematicas

Sistemas de Andlisis
representacion fenomenoldgico

Figura 14. Conocimientos movilizados en el analisis de contenido

La discusion sobre los sistemas de representacion en la didactica de la
matematica puede llevar a una serie de paradojas (Rico, 2000). Algunas de
estas paradojas tienen que ver con la condicidon ontoldgica de los objetos
matematicos y con la dualidad entre las representaciones internas y externas.
Con respecto a la existencia de los objetos matematicos, suponemos, siguiendo
a Sfard (2000) y Doérfler (2000), que ellos no existen por fuera del discurso
matematico. Sin embargo, “la sensacién de los participantes [en el discurso] de
gue los objetos existen es una condicion necesaria para el uso eficiente de los
significantes” (Sfard, 2000, p. 91). Por lo tanto, aunque los objetos matema-
ticos no existen por fuera del discurso, quienes participan en él se comportan
como si existieran. Para Cobb, Yackel y McClain (2000) la dualidad entre
representaciones internas y externas desaparece: simbolo y significado se cons-
truyen dinAmicamente. Lo importante es la actividad de simbolizacién en la
gue el sujeto se hace capaz de actuar socialmente compartiendo significados.
El significado para un sistema de simbolos se construye en la medida en que se
llegan a acuerdos sociales sobre la manera como se manejan los simbolos.
Estas aclaraciones resaltan el papel de esta nocion en las actividades de profe-
sor y escolares en la construccion del conocimiento matematico y la relacién
entre el andlisis de contenido y el andlisis cognitivo que consideraremos a con-
tinuacion.
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Analisis cognitivo

Dada su percepcién de la comprensién de los estudiantes en un momento dado
del ciclo del andlisis didactico y teniendo en cuenta los objetivos que él se ha
propuesto para el siguiente ciclo, el contenido que pretende tratar, y el con-
texto, en el andlisis cognitivo, el profesor describe sus hipotesis acerca de
como los estudiantes pueden progresar en la construccion de su conocimiento
sobre la estructura matematica cuando se enfrenten a las tareas que compon-
dran las actividades de ensefianza y aprendizaje. El andlisis cognitivo es un
andlisisa priori. Con él, el profesor pretende prever las actuaciones de los
escolares en la fase posterior del ciclo en la que se ponen en juego las activida-
des de ensefianza y aprendizaje que él ha disefiado. Estas hip6tesis deben estar
sustentadas por una descripcion de aquellos aspectos cognitivos que se relacio-
nan directamente con la estructura matematica sobre la cual se trabaja en
dichas actividades. Por lo tanto, el analisis de contenido que el profesor acaba
de realizar sirve de punto de partida y de punto de referencia para el analisis
cognitivo. Por otro lado, para poder realizar el analisis cognitivo el profesor
debe tener un conocimiento y asumir una posicion con respecto a la compren-
sion y el aprendizaje en mateméticas. Este conocimiento y esta posicion no
dependen de la estructura matematica sobre la que se esté trabajando. Ya consi-
deramos estos conocimientos y estas posiciones en nuestra reflexién sobre los
fundamentos de las mateméticas escolares. A continuacion consideramos los
aspectos especificos a la estructura matematica.

El analisis cognitivo de una estructura matemética es, por un lado, la iden-
tificacion, descripcidn y caracterizacion sistematica, detallada y fundamentada
de las tareas (relacionadas con dicha estructura matematica) que los escolares
pueden resolver en ese momento y de aquellas tareas (problemas) que deberian
poder abordar durante la sesidén que se esta planificando. Por otro lado, el ana-
lisis cognitivo es también la identificacidn, descripcidén y caracterizacion de los
errores en los que los escolares pueden incurrir al abordar dichas tareas, de las
dificultades que subyacen a esos errores y de los obstaculos que es necesario
superar para resolver dichas dificultades.

La estructura conceptual que el profesor ha producido en el andlisis de
contenido, su conocimiento sobre el aprendizaje y la comprension, y su cono-
cimiento sobre la estructura matematica en cuestion deben permitirle caracteri-
zar las tareas que los escolares pueden resolver y las que deberian poder
abordar desde la perspectiva de:

a) los elementos (conceptos y estructuras conceptuales) involucrados en la
tarea,

b) las representaciones de esos conceptos y estructuras conceptuales,

c) las relaciones entre esas representaciones,

d) las relaciones entre los elementos de una misma representacion, y

e) los modelos involucrados.

Vemos por lo tanto la relacion entre el andlisis de contenido y el andlisis cogni-
tivo. Cada tarea involucra unos conceptos (0 estructuras conceptuales) pertene-
cientes a la estructura matematica sobre la que se esté trabajando. El punto a)
requiere que el profesor identifique aquellos elementos de la estructura concep-
tual que pueden llegar a ponerse en juego cuando los escolares aborden la
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tarea. Es posible que una tarea pueda abordarse poniendo en juego mas de un
grupo de conceptos. Es decir, que su resolucién no requiera de la puesta en
juego de una unica subestructura. La identificacion de estos elementos (con-
ceptos y estructuras conceptuales) debe hacerse en aquellos sistemas de repre-
sentacion que, en principio, podrian o deberian activarse en la resolucién de
dicha tarea. De nuevo, diferentes aproximaciones a la tarea pueden poner en
juego diferentes representaciones de los conceptos involucrados. Mientras que
en el andlisis de contenido, el profesor identifica estos elementos desde la pers-
pectiva matematica, en el analisis cognitivo, el profesor busca identificar estos
elementos desde la perspectiva del conocimiento conceptual que el escolar
deberia movilizar para poder abordar las tareas. Estos aspectos se refieren a los
puntos a) y b).

Los puntos c) y d) tienen que ver con el conocimiento procedimental.
Desde la perspectiva del andlisis de contenido, en estos puntos el profesor
identifica relaciones entre representaciones de un mismo concepto, entre dife-
rentes expresiones de ese concepto dentro de un mismo sistema de representa-
cion y entre diferentes conceptos de la estructura conceptual. Desde la
perspectiva del analisis cognitivo, el interés del profesor se debe centrar en
identificar las capacidades de los escolares para establecer las relaciones nece-
sarias para abordar y resolver la tarea en cuestion. Identificamos estas capaci-
dades con los niveles del conocimiento procedimental (Rico, 1997a, p. 31):

Los pocedimientoson aquellas formas de actuacion o ejecucion de ta-
reas matematicas; igualmente podemos distinguir tres niveles diferentes
en el campo de los procedimientos:

i) las destezasconsisten en la transformacion de una expresion simbo-
lica en otra expresion; para ello hay que ejecutar una secuencia de re-
glas sobre manipulacion de simbolos; por lo general, las destrezas se
ejecutan procesando hechos;

i) los razonamientose presentan al procesar relaciones entre concep-
tos, y permiten establecer relaciones de inferencia entre los mismos

i) las estategias que se ejecutan sobre representaciones de conceptos
y relaciones; las estrategias operan dentro de una estructura conceptual
y suponen cualquier tipo de procedimiento que pueda ejecutarse, tenien-
do en cuenta las relaciones y conceptos implicados.

Las destrezas tienen que ver entonces con dos de las relaciones que el profesor
identifica en el analisis de contenido: las relaciones entre diferentes representa-
ciones de un mismo concepto (por ejemplo, la representacion gréfica y simbé-
lica de la funcion cuadratica) y las transformaciones de las expresiones de un
concepto dentro de una misma representacion (por ejemplo, la completacion
de cuadrados como procedimiento para transformar una forma simbdlica de la
funcion cuadratica en otra). Los razonamientos, por su parte, describen la
capacidad de los escolares para relacionar dos 0 mas conceptos dentro un sis-
tema de representacion (por ejemplo, la relacién entre el foco y la directriz de
la pardbola en la representacion grafica de la funcién cuadratica). Las estrate-
gias tienen que ver, al menos parcialmente, con el punto e).
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El punto e) se refiere al analisis fenomenologico descrito en el analisis de
contenido. En este analisis, el profesor debe identificar, describir, caracterizar y
clasificar los fendmenos naturales, sociales y matematicos que pueden ser
organizados (modelizados) por subestructuras contenidas en la estructura en
cuestion. Por lo tanto, desde la perspectiva matematica se da un juego entre
fendmenos por un lado y modelos matematicos por el otro. Se establecen pare-
jas de fendbmenos y subestructuras matematicas que los modelizan. Desde la
perspectiva del analisis cognitivo, cuando los escolares abordan una tarea cuya
formulacion involucra fendmenos y no esta descrita en lenguaje matematico,
su resolucion requiere de estrategias. Estas estrategias tienen que ver con la
identificacion del fenomeno, la representacion del fenbmeno en términos
matematicos dentro de la subestructura que lo modeliza, la resolucion del pro-
blema dentro de las representaciones matematicas, la traduccion e interpreta-
cion de los resultados de la resolucion en términos del fendémeno original, y la
verificacion de la solucidn. Estas estrategias componen el proceso de modeli-
zacion que consideraremos mas adelante.

La identificacion, descripcion y caracterizacion del conocimiento concep-
tual y procedimental que puede llegar a ponerse en juego cuando los escolares
abordan unas tareas especificas es una parte del andlisis cognitivo. El analisis
cognitivo también involucra la identificacion, descripcion y caracterizacion de
los errores en los que los escolares pueden incurrir, de las dificultades que sub-
yacen a esos errores y de los obstaculos que es necesario superar para resolver-
las. Cuando un alumno proporciona una respuesta incorrecta a una cuestion
matematica se puede decir que su respuesta es errénea, y la solucion propor-
cionada es un error en relacion con la cuestion propuesta (Radatz, 1979). Los
errores se identifican en las producciones de los escolares cuando ellos abordan
tareas especificas poniendo en juego el conocimiento que tienen en ese
momento. Por lo tanto, la mayor parte de los errores son consecuencia de ese
conocimiento y de la manera como los escolares lo movilizan para resolver la
tarea. Los errores se pueden clasificar de multiples maneras (Rico, 1995). En el
analisis cognitivo, el profesor identifica aquellos errores que son producto del
conocimiento de los escolares y los puede clasificar en dos categorias: aquellos
gue son producto de un conocimiento que es independiente de la estructura
matematica que se esta trabajando y aquellos que surgen de un conocimiento
que es especifico a esa estructura matematica. Por ejemplo, los escolares pue-
den incurrir en errores porque no conocen o no utilizan apropiadamente reglas
l6gicas de deduccion. Este es un conocimiento que no es especifico a la estruc-
tura matematica que se pone en juego en la tarea. El conocimiento que el profe-
sor debe tener sobre el aprendizaje y la comprensién en mateméticas le debe
permitir identificar esos errores. Por otro lado, cada estructura mateméatica
tiene asociados unos errores que son especificos a ella.

Mientras que los errores se expresan en la resolucion de una tarea especi-
fica, la identificacion, descripcion y caracterizacion de las dificultades le per-
mite al profesor organizar los errores y relacionarlos con el conocimiento que
se pone en juego cuando los errores se producen. Podemos también clasificar
las dificultades dependiendo de si son o no especificas a la estructura matema-
tica. Aquellas que lo son pueden ser organizadas de acuerdo con la dualidad
entre conocimiento conceptual y procedimental. Por ejemplo, cuando los esco-
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lares no pueden identificar el foco en la grafica de una parabola, ellos pueden
incurrir en errores, puesto que no conocen apropiadamente hechos que son
necesarios en la resolucion de la tarea. De la misma manera, se puede incurrir
en un error cuando se ponen en juego uno o Mas conceptos o cuando la tarea
requiere relacionar esos conceptos. Este seria el caso de confundir las coorde-
nadas del foco de una parabola con las coordenadas de su corte con el eje de las
ordenadas. Por otro lado, los escolares pueden incurrir en errores al desconocer
o aplicar mal una destreza, realizar un razonamiento o0 poner en juego una
estrategia. Por ejemplo, los escolares pueden cometer errores al relacionar ele-
mentos de la representacion simbdlica en la representacion grafica (para obte-
ner las coordenadas del foco a partir de la forma estandar), al relacionar
diferentes expresiones dentro de un mismo sistema de representacion (en el
procedimiento de completacién de cuadrados), al establecer relaciones entre
dos conceptos (al hacer la equivalencia entre las soluciones de la ecuacion cua-
drética y los valores para los cuales la funcion cuadratica se anula), o al inter-
pretar un fenomeno en términos de una representacion matematica (al resolver
problemas de tiro parabdlico).

Las dificultades se conectan y refuerzan en redes complejas. Cuando estas
relaciones entre dificultades resultan en conocimientos firmemente estableci-
dos que han funcionado con éxito en el pasado, resulta dificil resolverlas. Es el
caso entonces de un conocimiento parcial, arraigado cuya movilizacion genera
errores en algunas circunstancias. Nos encontramos con un obstaculo. Un obs-
taculo es un conocimiento adquirido que tiene un dominio de eficacia. Los
escolares lo utilizan para producir respuestas adaptadas en un cierto contexto
en el que el dominio de ese conocimiento es eficaz y adecuado. No obstante,
cuando se usa este conocimiento fuera de ese contexto genera respuestas
inadecuadas, y se producen errores. En resumen, “las dificultades se conectan
y refuerzan en redes complejas que se concretan en la practica en forma de
obstaculos y se manifiestan en los alumnos en forma de errores” (Socas, 1997,
p. 125).

Hemos visto que los diferentes elementos del andlisis cognitivo estan rela-
cionados. Hemos establecido la relacion entre obstaculos y dificultades, entre
errores y dificultades, entre las tareas y los errores en los que los escolares
incurren cuando las abordan, y entre la descripcion de esas tareas y el resultado
del analisis de contenido de la estructura matematica. Para identificar, describir
y caracterizar las tareas, los errores, las dificultades y los obstaculos el profesor
debe movilizar diversos conocimientos. Hemos visto que el profesor debe
tener un conocimiento y asumir una postura con respecto a la comprension y el
aprendizaje en matematicas. Este conocimiento, que es independiente de la
estructura matematica en cuestion, le puede permitir identificar algunos erro-
res, dificultades y obstaculos. Por otro lado, el profesor necesita profundizar en
el significado cognitivo de la estructura matematica para efectos de identificar,
describir y caracterizar las tareas que los escolares pueden abordar y los errores
en los que ellos pueden incurrir al hacerlo, las dificultades que subyacen a esos
errores y los obstaculos en donde se originan (Figura 15).

De la misma manera que los resultados del andlisis de contenido pueden
implicar la necesidad de revisar la formulacién de los contenidos propuestos al
inicio del ciclo, los resultados del analisis cognitivo pueden llevar al profesor a
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Figura 15. Conocimientos movilizados en el analisis cognitivo

reformular los objetivos que desea lograr. Por otra parte, hemos visto cémo la
informacién que se produce en el analisis cognitivo depende de la informacién
gue se produce en el analisis de contenido. La descripcion que se hace de las
tareas que los escolares pueden abordar se basa en la identificacion de los
diversos elementos y relaciones de la estructura conceptual que pueden estar
involucrados en la tarea. Estos elementos y relaciones (conceptos y conexiones
entre ellos) estan en la base de las dificultades que son especificas a la estruc-
tura matematica y que subyacen a una parte de los errores en los que los esco-
lares pueden incurrir cuando abordan las tareas. Al profundizar en el analisis
cognitivo, el profesor revisara el andlisis de contenido. Esta revisién puede dar
lugar a reformulaciones de esa informacion. De esta manera, el profesor man-
tiene una relacién biunivoca entre el andlisis de contenido y el analisis cogni-
tivo (que se representa por la flecha en los dos sentidos en la Figura 7). La
relacion entre el analisis cognitivo y el analisis de instruccion es similar. Con el
analisis cognitivo el profesor busca predecir los errores en los que los escolares
pueden incurrir cuando aborden las tareas que conformaran las actividades de
ensefianza y aprendizaje que él disefie en el analisis de instruccion. Y estas
tareas deberan ser escogidas y disefiadas de tal manera que pongan en juego el
conocimiento (dificultades y obstaculos) que subyacen a esos errores. Por lo
tanto, el analisis cognitivo y el analisis de instruccion deben hacerse de manera
coordinada. En el apartado que sigue describimos el andlisis de instruccion.

Analisis de instruccion

El resultado del andlisis de instruccidon debe ser la identificacion y descripcion
de las tareas que es posible utilizar en el disefio de las actividades de ensefianza
y aprendizaje. Utilizamos el término “actividades de ensefianza y aprendizaje”
en un sentido amplio. Una actividad puede ser una presentacion introductoria
hecha por el profesor o la resolucion de una tarea por parte de los escolares,
entre otras. Las actividades se refieren al contenido descrito en la estructura
conceptual y examinado en el analisis de contenido y deben tener como prop6-
sito lograr los objetivos descritos al comienzo del ciclo. Por lo tanto, deben
abordar los errores, dificultades y obstaculos identificados en el analisis cogni-
tivo. Como veremos en el siguiente apartado, el disefio de actividades se centra
en la seleccidn y justificacion de las tareas que conformaran esas actividades a
partir de un universo de tareas que son compatibles con el andlisis de contenido
y el analisis cognitivo. En el analisis de instruccion el profesor organiza este
universo y lo complementa con dos consideraciones adicionales: la resolucion
de problemas y los materiales y recursos disponibles.
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El énfasis que hemos hecho en la relacion entre las matematicas y la expe-
riencia nos lleva a resaltar la modelizacion de fenomenos en la seleccion de las
tareas que pueden componer las actividades de ensefianza y aprendizaje. En el
marco del analisis de contenido describimos la idea de modelo como una rela-
cion biunivoca entre elementos y propiedades de una subestructura de la
estructura matematica y caracteristicas estructurales de fendmenos sociales,
naturales y matematicos y establecimos su relacion con el analisis fenomenolo-
gico. Estas relaciones entre estructura matematica y fendbmenos se expresan en
el proceso de modelizacion y en las destrezas, los razonamientos y las estrate-
gias que los escolares deben desarrollar para identificar el modelo matematico
que corresponde a un fenomeno (o0 a un problema que se refiere a un feno-
meno), para expresar ese fendbmeno o problema en términos de uno 0 mas siste-
mas de representacion, para resolver el problema o interpretar el fenOmeno
dentro de esos sistemas de representacion, para traducir la solucion o la inter-
pretacion en términos del fendmeno, y para verificar esa solucion o interpreta-
cion. En la Figura 16 hemos identificado estos procedimientos. Por otro lado,
también hemos identificado (en subrayado) dos procedimientos que el profesor
debe realizar para disefiar la tarea: el analisis fenomenoldgico, como el proce-
dimiento que le permite establecer la relacion entre fendmenos (y los proble-
mas que se refieren a ellos) y la estructura matematica; y la descripcion que el
profesor de hacer del problema del mundo real en un texto del tipo que comudn-
mente se conoce como problema de palabras (Ortiz, 2000, p. 15).

Desde la perspectiva del andlisis de instruccion, la gestion de tareas que
busquen el desarrollo de destrezas, razonamientos y estrategias de modeliza-
cion implica la necesidad de que el profesor tenga conocimientos sobre resolu-
cion de problemas. En este sentido se establece una relacion entre el analisis
fenomenoldgico como parte del analisis de contenido, las estrategias de mode-
lizacion como parte del analisis cognitivo, y la resolucién de problemas como
parte del analisis de instruccion.

El universo de tareas disponibles puede ampliarse cuando el profesor
tenga en cuenta los materiales y recursos que tiene disponibles y la manera
como estos materiales y recursos permiten disefiar experiencias matematicas
complementarias a aquellas que es posible proponer con papel y lapiz. Los
materiales y recursos pueden transformar la manera como profesor y escolares
representan los conceptos y estructuras conceptuales que hacen parte de la
estructura matematica. Por ejemplo, algunos materiales manipulativos pueden
convertirse en “modelos no matematicode subestructuras de la estructura
matematica que se desea tratar. Con estos modelos fisicos (como el abaco) es
posible establecer una relacién biunivoca entre algunos elementos de la estruc-
tura matematica y elementos del modelo y entre las normas que rigen el
manejo del modelo y las normas matematicas que regulan los elementos
correspondientes de la estructura matematica. De esta manera, la manipulacion
del modelo permite “simular” el funcionamiento de la estructura matematica y
genera un nuevo significado para ella. Otros materiales y recursos, como las

2.Recordemos que la nocién de modelo involucra una tripla (fenémeno, estructura
matematica, relacién). En esta caso, el fenémeno es el material junto con las normas
gue regulan su utilizacion. Por lo tanto, aqui estamos utilizando el término “modelo”
con dos significados relacionados, pero diferentes.
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Figura 16. Analisis fenomenoldgico, resolucion de problemas y modelizacion

calculadoras y algunos programas de ordenador, pueden verse como sistemas
de representacion complementarios en los que no sélo se representan los con-
ceptos involucrados, sino que también es posible manipular dinamicamente
estos conceptos. Estos modelos y estas nuevas representaciones pueden sugerir
formas alternativas en las que los escolares ponen en juego su conocimiento al
resolver tareas y, por lo tanto, pueden insinuar nuevas tareas que permitan
abordar los errores, dificultades y obstaculos identificados en el andlisis cogni-
tivo.

Disefio y seleccion de tareas

Para cualquier estructura matematica existen multitud de tareas disponibles en
los libros de texto y en la literatura de investigacion e innovacion curricular.
Por lo tanto, el problema de la planificacion en esta fase del andlisis didactico
no es necesariamente el de crear nuevas tareas, sino el de seleccionar justifica-
damente un grupo de tareas que sean coherentes con los contenidos y objetivos
propuestos al inicio del ciclo y con los resultados de los analisis de contenido,
cognitivo y de instruccion (cuadro 3 del esquema de la Figura 7).

La delimitacion de las tareas que se pueden seleccionar para una estructura
matematica surge de diferentes fuentes. Por un lado, la seleccion de contenidos
y objetivos al inicio del ciclo determina unos marcos conceptuales y cognitivos
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para el analisis didactico. Dentro de este contexto, en el analisis de contenido
se identifican:
a) los conceptos y estructuras conceptuales a tratar,
b) las representaciones de estos conceptos y estructuras conceptuales,
c) las conexiones entre diversas representaciones de un mismo elemento de
la estructura conceptual,
d) las conexiones entre diferentes elementos en un mismo sistema de repre-
sentacion, y
e) los modelos involucrados.

Por otro lado, en el analisis cognitivo se determinan:

« los significados que se pueden construir (hechos, conceptos y estructu-
ras conceptuales relacionados con los puntos a y b anteriores),

* los procedimientos que se pueden desarrollar (destrezas, razonamien-
tos y estrategias relacionados con los puntos c,dy e), y

* los errores, las dificultades y los obstaculos que se pueden abordar
(descritos en términos de los significados y los procedimientos ante-
riores).

Finalmente, en el andlisis de instruccién se identifican:
* los procesos de modelizacion y de resolucion de problemas especi-
ficos a la estructura matematica y
* los materiales y recursos disponibles.

De esta manera, la informacion que resulta de los analisis de contenido, cogni-
tivo y de instruccion delimita el universo de tareas que se pueden utilizar en las
actividades de ensefanza y aprendizaje. La seleccion de tareas y la planifica-
cion de su gestion en el aula también depende de la visidn que se tenga con res-
pecto a las matematicas escolares, su aprendizaje y ensefianza. Nuestra postura
de constructivismo social con respecto al aprendizaje implica la formulacion
de tareas que:
* tengan en cuenta la comprension de los escolares en ese momento,
* generen su intereés,
 puedan ser abordadas por los escolares con el conocimiento que tienen
en ese momento,
* representen un desafio para ellos,
* pongan en juego su conocimiento con el propésito de generar conflic-
tos cognitivos, y
» promuevan la construccion social de significados.

Vemos entonces que, en esta fase del analisis didactico, el profesor debe hacer
un proceso de seleccion de tareas. Esta seleccion debe ser tal que las tareas que
terminen conformando las actividades de ensefianza y aprendizaje sean cohe-
rentes con los contenidos y objetivos previstos y con el resultado de los andlisis
de contenido, cognitivo y de instruccion. Se puede pensar que el proceso va en
un solo sentido: de los andlisis al disefio. Y que, una vez que se han realizado
los analisis, las actividades se deducen del resultado de esos analisis. Sin
embargo, la riqueza de las estructuras matematicas desde la perspectiva didac-
tica propuesta aqui y la complejidad de los procesos cognitivos hecesarios para
su comprensiéon implican que puede haber gran variedad de disefios que sean
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compatibles con unos resultados dados de los analisis de contenido, cognitivo
y de instruccion. Por consiguiente, el disefio no se deduce de los analisis. Pero
ademas, el profesor se encontrara siempre en un proceso sin terminar, puesto
gue la seleccién de una posible actividad requiere de su evaluacion con res-
pecto a los analisis que le dieron lugar. Al escoger o disefiar una actividad él
tiene que vislumbrar las diferentes maneras como los escolares pueden abordar
la actividad, los diferentes caminos y estrategias que ellos pueden tomar y utili-
zar al intentar resolverla, y las dificultades que pueden tener y los errores en los
gue pueden incurrir al intentarlo. En este proceso de puesta en juego hipotética
de la actividad (que hace parte del disefio del analisis de actuacion que consi-
deramos mas adelante), la informacién recogida en los otros analisis juega un
papel central. La prevision de los caminos, estrategias, dificultades y errores
(entre otros) debe surgir del analisis del contenido matematico, de los aspectos
cognitivos y de los aspectos de instruccion. Cuando el profesor analiza la acti-
vidad escogida a la luz de los diferentes analisis y de sus correspondientes ele-
mentos, se dard cuenta que puede revisar y mejorar esos analisis. Por
consiguiente, el andlisis de la actividad puede implicar la necesidad de refor-
mular los analisis generando un nuevo ciclo, cuyo producto final seréa la selec-
cion de una nueva actividad compatible con el nuevo analisis (doble flecha
entre los cuadros 2 y 3 del esquema de la Figura 7).

Las reflexiones anteriores pueden dar a entender que el profesor no ter-
mina nunca de hacer analisis, seleccionar actividades, evaluarlas a la luz de los
analisis, reformular esos analisis con motivo de la evaluacion y volver a selec-
cionar actividades. Sin embargo, es el profesor quien decide cuando termina
una fase de este proceso. Habra diferentes razones para hacerlo, entre ellas el
tiempo. No obstante, el profesor debera buscar al menos cuatro resultados:

* una seleccién de las tareas que conforman las actividades de ense-
fanza y aprendizaje;

* una justificacion informada y sistematica, a la luz del andlisis didac-
tico, de la validez de las actividades y tareas escogidas con respecto al
contenido matematico en cuestion, a la comprension de los escolares y
a los objetivos que se ha propuesto;

* una prevision de las posibles actuaciones de los alumnos cuando se
lleve a la practica la actividad; e

* ideas para la gestion de la clase, para el andlisis de las actuaciones de
los alumnos, y para sus reacciones a esas actuaciones.

Al realizar el andlisis de instruccion y el disefio de tareas, el profesor pone en
juego diversos conocimientos. La manera como él aborde la seleccién de tareas
y el tipo de tareas que él seleccione dependera de su vision y su conocimiento
acerca de la ensefianza de las matematicas. Hemos visto como esta vision y
conocimiento estan relacionados con sus visiones y conocimientos acerca de
las matematicas escolares y el aprendizaje de las matematicas. Estas visiones y
estos conocimientos no dependen directamente de la estructura matemética
para la que se realiza la planificacion. Sin embargo, el profesor pone también
en juego conocimientos que son especificos a la estructura matematica. Es el
caso de su conocimiento sobre el proceso de modelizacion y su relacion con la
resolucién de problemas, por un lado, y de los materiales y recursos disponi-
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bles, por el otro (Figura 17). Con la seleccion de las tareas y la prevision de las

Resolucién de problemas
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Figura 17. Conocimientos movilizados en el analisis de instruccion

actuaciones de los alumnos y las posibles reacciones del profesor a ellas cul-
mina la fase de planificacion del analisis didactico. A continuacion considera-
mos algunos aspectos de la puesta en practica de esas actividades.

Puesta en practica de las actividades. Discurso en el
aula y gestion de clase

En este articulo no pretendemos reflexionar en profundidad sobre la problema-
tica de la gestion de la clase de matematicas. Por ejemplo, no consideramos las
reflexiones pedagogicas de caracter general. Nos interesamos por dos aspectos
de la gestion de clase que estan directamente relacionados con los fundamentos
de las matematicas escolares mencionados anteriormente, el analisis didactico
y la estructura matematica objeto del proceso de ensefianza y aprendizaje. Se
trata del discurso en el aula y de la planificacién sobre la marcha que, en algu-
nas ocasiones, el profesor debe realizar en el aula.

Hemos resaltado el papel del discurso en el proceso de construccion de
significados sociales que parten de y condicionan la conformacién de los signi-
ficados individuales. Esta construccion de significados (y el consiguiente desa-
rrollo de destrezas, razonamientos y estrategias) debe surgir de la negociacién
de las normas que regulan el discurso matematico en el aula. Por lo tanto, los
procesos de comunicacion y justificacién son centrales en el disefio y gestion
de las tareas que componen las actividades de ensefianza y aprendizaje. En el
trabajo en grupo, los escolares deben asegurarse que el objeto de discusion es
comun y que existe un consenso en los significados que le asighan a ese objeto.
Para ello, dado que en muchas ocasiones existiran posiciones conflictivas, tie-
nen que buscar un consenso. Este consenso requiere que cada quien justifique
su posicion y busque convencer a los otros. Paralelamente, en la comunidad de
practica del aula, grupos e individuos deben comunicarse y convencer a los
demas participantes. El profesor, siendo el participante experto en esta comuni-
dad, debera guiar esta comunicacién para resaltar las justificaciones validas y
promover la construccién de significados que estén acordes con los significa-
dos de las matematicas escolares establecidos previamente por él. La planifica-
cion que resulta del analisis didactico debe proveer al profesor con criterios
para tomar estas decisiones y actuar a nivel local dentro del aula. Sin embargo,
éste no es necesariamente el Ultimo nivel de la planificacion.

Cuando reflexionamos sobre la nocion de curriculo vimos que la planifica-
cion se puede realizar a diferentes niveles. Podemos pensar en la planificacion
a nivel oficial, con las directrices que la administracion sugiere a las institucio-
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nes y profesores, la planificacion a nivel del centro educativo, o la planificacion
global al nivel de los profesores. En este ultimo caso, los profesores disefian el
curriculo de una asignatura con base en las nociones de contenidos, objetivos,
metodologia y evaluacion. En los apartados anteriores hemos presentado otro
nivel de planificacion que se centra en las actividades que conciernen un
periodo limitado de tiempo y un contenido matematico especifico. Esta planifi-
cacion puede referirse a una unidad didactica o una hora de clase. Pero el pro-
ceso de planificacion no termina a este nivel. El profesor debe hacer también
ciclos de analisis didactico dentro de su gestion de clase. Describimos a conti-
nuacion este nivel de planificacion.

La planificacion de una hora de clase con base en el andlisis didactico
debe contener, entre otras cosas, la prevision de las actuaciones de los escola-
res cuando abordan las tareas que componen las actividades propuestas. La
complejidad del contenido matematico y de los procesos cognitivos necesarios
para construirlo hace que las actuaciones de los escolares puedan ser diferentes
de aquellas previstas por el profesor en su planificacién. Esta diferencia entre
lo previsto y lo que realmente sucede puede ser un indicativo de dificultades y
obstaculos que el profesor creia superados o que no logro prever y, por lo tanto,
puede invalidar la planificacion hecha previamente. El profesor puede conside-
rar que no tiene sentido continuar con un seguimiento estricto de la planifica-
cion inicial. El tendra entonces que reformular los objetivos y los contenidos
de al menos una parte de la clase y producir una o mas actividades que aborden
esos errores, dificultades y obstaculos. Para ello, tendra que realizar, sobre la
marcha, un nuevo ciclo de analisis didactico que parte de su percepcion de las
dificultades no previstas. En este caso, el profesor tendra que poner en juego el
andlisis de contenido que ya ha producido, incluir aquellos aspectos de la
estructura matematica que no se encuentren en ellay que estén en la base de las
dificultades, reformular los andlisis cognitivo y de instruccion y seleccionar
nuevas tareas. Este tipo de analisis didactico “sobre la marcha” deberia susten-
tar aquellas decisiones y actuaciones del profesor que no tiene previstas en su
planificacion de la hora de clase. Aunque la gestion de clase incluye otros
aspectos que no tratamos aqui (como, por ejemplo, el manejo de la disciplina),
vemos la gestion de las matematicas escolares dentro del aula como un juego
entre las actuaciones que el profesor tiene previstas en su planificacion previa y
las decisiones y las actuaciones que el profesor realiza con base en analisis
didacticos “sobre la marcha” cuando las actuaciones de los escolares no corres-
ponden a sus previsiones. Otro aspecto de la gestion de clase del profesor es la
observacién y registro de las producciones y actuaciones de sus alumnos. Esta
actividad es el punto de partida para el andlisis de actuacién que consideramos
a continuacion.

Analisis de actuacion

El andlisis de actuacién es la ultima fase del andlisis didactico (cuadro 5 del
esquema de la Figura 7). El profesor recoge la informacion para el andlisis de
actuacion durante la puesta en practica de las actividades y con base en las
actuaciones de los escolares. Mientras que en el andlisis cognitivo el profesor
hace una prevision de las actuaciones de los escolares cuando ellos aborden las
tareas propuestas, en el analisis de actuacion él debe describir esas actuaciones.
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El analisis cognitivo es un analisigriori y el andlisis de actuacion es un ana-
lisis a posteriori Los dos analisis se apoyan en el mismo tipo de informacion:
tareas, errores, dificultades y obstaculos.

El resultado del analisis de actuacion es la descripcion sistematica de la
comprension de los escolares con el propdsito de proporcionar informacion
gue sea util para el inicio de un nuevo ciclo del analisis didactico. Esta descrip-
cion debe hacerse, por un lado, en términos de las tareas que los escolares
pudieron resolver. Estas tareas pueden ser indicadores del conocimiento adqui-
rido en ese ciclo del andlisis didactico y de las dificultades y obstaculos que los
escolares pudieron superar. Por el otro lado, en muchas ocasiones los escolares
no podran resolver adecuadamente todas las tareas propuestas. Apareceran, por
lo tanto, soluciones incompletas y con errores. El profesor debera analizar
estas soluciones con el objetivo de dilucidar las dificultades que subyacen a
esos errores y los posibles obstaculos que explican esas dificultades. Este ana-
lisis surgira de su experiencia y de su conocimiento sobre el aprendizaje y la
comprension de la estructura matematica en cuestion. El analisis de las actua-
ciones de los escolares se centra en la descripcion de la manera como ellos
abordan las tareas. Esta descripcion seguira esquemas similares a los utilizados
en el analisis cognitivo. Es decir, el profesor debe identificar:

* los conceptos y estructuras conceptuales puestos en juego,
* las representaciones de esos conceptos que fueron utilizadas,
* las relaciones que establecieron entre los conceptos,

* las relaciones que establecieron entre las representaciones de los con-
ceptos, y

* los modelos utilizados.

Esta descripcidén del conocimiento conceptual de los escolares, debe permitirle
al profesor analizar al menos una parte de los errores en los que ellos hayan
incurrido. Este analisis de errores conceptuales debe conjugarse con el consi-
guiente analisis del conocimiento procedimental. En este analisis el profesor
debe determinar las destrezas, los razonamientos y las estrategias utilizados
por los escolares y los errores relacionados con ellos. El resultado de este ana-
lisis sera la descripcion de la comprension de los escolares en este punto de la
instruccion en términos, por un lado, del conocimiento adquirido y, por el otro,

de las dificultades y obstaculos que es necesario superar. Con base en esta
informacion el profesor podré iniciar un nuevo ciclo del analisis didactico.

Al realizar el analisis de actuacion, el profesor pone en juego diversos
conocimientos. Por un lado, su conocimiento y visiones sobre el aprendizaje y
la evaluacion en matematicas condicionaran la manera como realice los ana-
lisis. Por el otro lado, él tendra que poner en juego Su experiencia y su conoci-
miento sobre los errores, dificultades y obstaculos relacionados con la
estructura matematica en cuestion (Figura 18).

El andlisis de actuacion cierra el ciclo del analisis didactico. A continua-
cion hacemos una reflexién sobre el esquema general de este procedimiento y
comparamos este esquema con otros propuestos en la literatura.

Analisis didactico como procedimiento para organizar
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Errores

" Evaluacién

Dificultades Obstaculos

Figura 18. Conocimientos movilizados en el andlisis de actuacion

la ensefianza de las matematicas

Hemos descrito el analisis didactico como el procedimiento que idealmente el
profesor debiera seguir para el disefio, puesta en practica y evaluacién de acti-
vidades de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Este procedimiento de
planificacion a nivel local se sustenta en nuestras posturas sobre las matemati-
cas escolares y su aprendizaje y pretende mostrar una manera de aproximarse a
una ensefianza compatible con esas posturas. El procedimiento es ciclico y esta
compuesto por una sucesion de fases que esquematizamos en la Figura 7.
Hemos descrito con algun detalle la fase de planificacion del ciclo (cuadros 1,

2 y 3 de la figura) cuyo centro son los andlisis de contenido, cognitivo y de ins-
truccion.

El ciclo del analisis didactico se inicia en la constatacion de un estado ini-
cial y pasa por una planificacién, con base en la cual tiene lugar una actuacion
(de profesores y escolares) que es observada y evaluada con el propdsito de dar
lugar al inicio de un nuevo ciclo. Estos pasos son equivalentes a los propuestos
en la investigacion—accion: planificacion, accidén, observacion y reflexion
(Kemmis y McTaggart, 1988). Shulman (1987) detalla mas estos pasos desde
la perspectiva del profesor en su modelo de razonamiento y accion pedago-
gicos. En este modelo, €l sugiere las fases de comprension, transformacion,
instruccion, evaluacién, reflexion y nueva comprension (p. 15). De la misma
manera, el modelo del ciclo de ensefianza de las matematicas de Simon (1995)
(Figura 1), partiendo de una vision constructivista del aprendizaje, sugiere un
procedimiento similar, en el que se determina un objetivo de aprendizaje, se
realiza un plan de actividades, se formulan hipotesis sobre el proceso de apren-
dizaje, se ponen en practica las actividades y se evalla el conocimiento de los
escolares. Con la descripcion detallada del andlisis didactico que hemos hecho
en los apartados anteriores, hemos buscado dotar de un significado especifico,
desde la perspectiva de las matematicas escolares, a este esquema ciclico que
ya ha sido sugerido de diferentes maneras en la literatura.

Ademas de describir las herramientas conceptuales y metodoldgicas que el
profesor debe poner en juego para realizar el analisis didactico, hemos enfati-
zado las mudltiples relaciones entre los andlisis que lo componen y las herra-
mientas que se ponen en juego. El andlisis didactico se inicia con la
determinacion del contenido a tratar y de los objetivos a lograr a partir de la
percepcion del profesor de la comprension de los escolares con motivo de los
resultados del analisis de actuacion del ciclo anterior y teniendo en cuenta los
contextos social, educativo e institucional en los que se enmarca la instruccion.
A partir de esta informacion, el profesor inicia la planificacion con el analisis
de contenido. La informacién que surge del analisis de contenido sustenta el
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analisis cognitivo. A su vez, la realizacion del analisis cognitivo puede dar
lugar a la revision del andlisis de contenido. Esta relacion simbiotica entre los
analisis también se establece con el analisis de instruccion. Su formulacion
depende de y debe ser compatible con los resultados de los andlisis de conte-
nido y cognitivo, pero, a su vez, su realizacion puede generar la necesidad de
corregir las versiones previas de estos analisis. Finalmente, la seleccion de
tareas debe ser coherente con los resultados de los tres analisis y la evaluacion
de esas tareas a la luz de los analisis puede llevar al profesor a realizar un
nuevo ciclo de analisis, antes de seleccionar definitivamente las tareas que
componen las actividades de ensefianza y aprendizaje.

Por otro lado, en la medida que hemos descrito las diferentes fases del
analisis didactico, hemos ido identificando los diferentes tipos de conocimien-
tos que el profesor debe movilizar para realizarlos. Estos conocimientos for-
man parte del conocimiento didactico del profesor. En la Figura 7
identificamos el conocimiento didactico del profesor en el cuadro 6. A conti-
nuacion analizamos la naturaleza del conocimiento didactico y sus mdultiples
relaciones con los demas elementos del analisis didactico.

CONOCIMIENTO DIDACTICO

Pasamos ahora a considerar la cuarta cuestion sobre la que se basa el disefio de
nuestra asignatura. El conocimiento didactico es el Unico elemento del
esquema de la Figura 7 que no hemos considerado hasta ahora. De hecho,
determinamos el significado de este término a partir de la descripcidon que
hemos hecho del analisis didactico: el conocimiento didactico es el conoci-
miento que el profesor pone en juego y construye cuando realiza el analisis
didactico. A continuacion, analizamos el conocimiento didactico desde tres
perspectivas:
* los conocimientos disciplinares que le sirven de referencia,
* la manera como el conocimiento didactico se pone en juego en el ana-
lisis didactico, y
* la manera como el profesor construye el conocimiento didactico en la
practica.

Conocimientos disciplinares de referencia

No es posible realizar apropiadamente el analisis didactico de una unidad
didactica o de una hora de clase a partir de la intuicion o la experiencia. El ana-
lisis didactico requiere de unos conocimientos técnicos que permiten analizar
el contenido matematico con el propdsito de identificar, desarrollar y organizar
sus diversos significados. Estos conocimientos, que sustentan el proceso de
planificacion, ejecucion y evaluacion, tienen unos conocimientos disciplinares
de referencia. Organizamos estos conocimientos de referencia en tres ejes:

* la nocion de curriculo,

* los fundamentos de las mateméticas escolares y

* los organizadores del curriculo.

En este apartado consideramos cada uno de estos ejes, dando significado a los
términos “fundamentos de las mateméticas escolares” y “organizadores del
curriculo” y estableciendo la relacion entre ellos. Comenzamos por la nocion
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de curriculo.

Nocién de curriculo

La nocién de curriculo organiza la mayor parte de las reflexiones que hemos
hecho hasta ahora. La hemos utilizado como nocion que permite simplificar y
organizar los fenbmenos relacionados con la ensefianza y el aprendizaje en la
escuela. En este sentido, la idea de los niveles del curriculo nos permitio esta-
blecer el papel que juegan los contextos social, educativo e institucional como
elementos que determinan el entorno en el que se realiza el andlisis didactico.
Por otra parte, la idea de las dimensiones del curriculo se encuentra presente y
coordina buena parte de nuestra presentacion. Los cuatro andlisis que confor-
man el analisis didactico se organizan de acuerdo con estas dimensiones: ana-
lisis de contenido (dimension conceptual), andlisis cognitivo (dimension
cognitiva), andlisis de instruccién (dimensién formativa) y analisis de actua-
cion (dimensién social). De esta manera, la nocion de curriculo, como modelo
de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas en la escuela,
precisa nuestra propuesta sobre la manera como el profesor debe realizar ideal-
mente su actividad docente. Podemos utilizar la representacion geométrica que
presentamos antes para representar el andlisis didactico como otro nivel del
curriculo (Figura 19).

Andlisis

de contenido

Anélisis Anélisis
cognitivo de instruccién

Andlisis
de actuacion

Figura 19. Andlisis didactico como nivel del curriculo

Estas son algunas de las razones que justifican la importancia que damos a
la nocidn del curriculo como parte de los conocimientos del profesor:

La cuestion clave en la teoria curricular, a nuestro juicio y con el nivel
de conocimiento alcanzado, la ubicamos en la necesidad de proporcio-
nar a los profesores herramientas conceptuales bien construidas y fun-
cionalmente potentes, con las que mejorar la propia formacion vy
disponer de un marco de referencia adecuado...estas herramientas de-
ben permitir a los profesores un mayor grado de autonomia intelectual,
y, en segundo lugar, les han de facilitar la gestion coordinada de la com-
plejidad de problemas derivados de la ensefianza y aprendizaje de cada
una de las areas curriculares, en nuestro caso, de la ensefianza y apren-
dizaje de las matematicas dentro del sistema educativo. [Por lo tanto,]
el concepto de curriculo, cuya complejidad venimos analizando, es una
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de las herramientas claves para el profesional de la educacién matema-
tica. (Rico,1997b, pp. 379-380)

También utilizamos el término curriculo para designar un plan de formacion.
En este sentido, el analisis didactico se ubica en un nivel de planificacién local,
relacionandose estrechamente con los otros niveles del curriculo. Ya describi-
mos estas relaciones cuando establecimos las condiciones iniciales que deter-
minan el contexto en el que el profesor realiza el analisis didactico y
reflexionamos sobre las dificultades a las que se enfrenta el profesor cuando
mira el disefio curricular desde la perspectiva de los contenidos, los objetivos,
la metodologia y la evaluacion. El analisis didactico, como procedimiento de
planificacion local del profesor, es una manera de resolver estas dificultades y
de dar significado especifico y operacional a esas componentes del curriculo.
El profesor debe, por lo tanto, conocer estas nociones y ser capaz de relacio-
narlas con su actividad de planificacion a nivel local.

Fundamentos de las matematicas escolares

Llamamos fundamentos de las matematicas escolares a aquellos conocimien-
tos relacionados con las matematicas escolares que no son especificos a la
estructura matematica sobre la que se trabaja, pero que condicionan el contexto
en el que se realizan los diversos analisis del analisis didactico. Organizamos,
de nuevo, estos conocimientos de acuerdo con las dimensiones del curriculo:
matematicas escolares, aprendizaje, ensefianza y evaluacion. Recordemos que
cada uno de estos temas surgié como uno de los conocimientos que el profesor
pone en juego cuando realiza el analisis didactico. Vimos que el conocimiento
gue el profesor tenga y la postura que él asuma con respecto a las matematicas
escolares condiciona la manera como €l se aproxima al analisis de contenido.
Esta relacion también se mantiene entre el aprendizaje y el analisis cognitivo,
la ensefianza y el andlisis de instruccion, y la evaluacion y el analisis de actua-
cion.

Al introducir el analisis didactico, indicamos que las decisiones que el
profesor toma durante la gestién y planificacion de clase dependen parcial-
mente de sus creencias sobre las matematicas, el aprendizaje, la ensefianzay la
evaluacion. Es por ello que decimos que el profesor asume una postura con res-
pecto a estos temas cuando realiza el analisis didactico. La postura que él
asuma y la justificacién que él pueda dar a esta postura dependeran de su cono-
cimiento de las diferentes teorias que existen sobre cada uno de los temas.

De hecho, estas cuestiones, que Rico (1997b, p. 381) expresa en términos
de cuatro preguntas:

-¢,Qué es, en qué consiste el conocimiento?
-¢,Qué es el aprendizaje?

-¢,Qué es la ensefianza?

-¢,Qué es, en qué consiste el conocimiento Gtil?,

permiten establecer las cuatro dimensiones del curriculo y relacionan los dos
primeros ejes de los conocimientos disciplinares que sirven de referencia al
conocimiento did4ctico del profesor, la nocion de curriculo y los fundamentos
de las matematicas escolares.
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Organizadores del curriculo

Al describir cada uno de los andlisis que conforman el andlisis didactico,
hemos identificado unos conocimientos que el profesor debe poner en juego en
el proceso de planificacion y que tienen como referencia unas nociones de la
didactica de la matematica. Con excepcién del andlisis historico, que no hemos
mencionado aun y que consideraremos en seguida, hemos identificado y ubi-
cado estas nociones en cada uno de los analisis: estructura conceptual, sistemas
de representacion, analisis fenomenoldgico y modelos (andlisis de contenido),
errores, dificultades y obstaculos (analisis cognitivo y analisis de actuacion),
resolucién de problemas, modelizacién y materiales y recursos (analisis de ins-
truccion). La puesta en juego de estas nociones en el analisis didactico es espe-
cifica a la estructura matematica sobre la que se trabaja. Su utilizacién le
permite al profesor identificar, organizar y caracterizar la multiplicidad de sig-
nificados del tépico que es objeto del discurso matemético en el aula. Utiliza-
mos el término “organizadores del curriculo” para referirnos a estas nociones
(Rico et al., 1997) y consideramos que son la referencia de “aquellos conoci-
mientos que adoptamos como componentes fundamentales para articular el
disefio, desarrollo y evaluacion de unidades didacticas” (p. 45). Si, como lo
hemos propuesto antes, el propdsito del discurso matematico del aula debe ser
el de presentar y compartir socialmente unas normas que ponen en juego una
multiplicidad de significados, de tal forma que los escolares tengan una varie-
dad de alternativas para participar en este discurso, entonces los organizadores
del curriculo juegan un papel central en la identificacion de estas normas y de
estos significados. Cada organizador del curriculo es una herramienta concep-
tual y metodolégica que le ofrece al profesor una perspectiva desde la cual él
puede identificar, desarrollar y organizar esos significados de la estructura
matemaética.

Hemos descrito las principales caracteristicas de cada uno de los organiza-
dores del curriculo, junto con el papel que ellos juegan en la realizacion del
andlisis didactico. Sin embargo, no habiamos mencionado hasta ahora el orga-
nizador “historia” porque éste es un organizador transversal que puede ser
puesto en juego de diferentes maneras en cada uno de los andlisis del andlisis
didactico. Por esa razon, lo describimos brevemente aqui. El andlisis histérico
de una estructura matematica permite analizar y caracterizar la manera como la
humanidad ha avanzado a lo largo del tiempo en su aproximacion y compren-
sion de esa estructura matemética. Este tipo de analisis permite por lo tanto
caracterizar los conceptos que han sido puestos en juego dentro y en relacion
con la estructura matemética, la manera como esa estructura matemética se ha
representado y las relaciones que se han establecido entre esas representacio-
nes, los fendmenos y problemas de donde han surgido esos conceptos y los
modelos relacionados con esa estructura que han permitido resolver esos pro-
blemas. Por otro lado, es posible postular que algunas de los errores en los que
los escolares incurren y algunas de las dificultades y obstaculos que subyacen a
esos errores pueden ser similares a los errores, dificultades y obstaculos que la
comunidad matematica enfrenté cuando estaba construyendo su conocimiento
sobre el tema. El analisis histérico también permite caracterizar en algunos
casos el papel de los materiales y recursos utilizados en el desarrollo del cono-
cimiento sobre la estructura matematica. Es en este sentido, en el que el organi-
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zador “historia” es transversal. El analisis histérico provee informacion que
puede contribuir a la puesta en juego de los demas organizadores del curriculo.
Adicionalmente, la historia como uno de los significados que se pueden cons-
truir dentro del discurso del aula, contribuye a la instruccion al permitir reco-
nocer el papel de las matematicas dentro de la cultura y al motivar a los
escolares en el andlisis de las matematicas como una construccion social en

permanente evolucion.

Relaciones entre los conocimientos

En este apartado organizamos los diferentes tipos de conocimientos de referen-
cia que sustentan el conocimiento didactico del profesor. También enfatizamos
las multiples relaciones que existen entre ellos. Ubicamos estos conocimientos
y relaciones en la Tabla 2 en la que esquematizamos algunas de estas relacio-
nes. La primera casilla muestra los tres ejes de los conocimientos de referencia

Nocién de curriculo

Fundamentos Organizadores
d_e las del
matematicas escolares curriculo

Matematicas

Aprendizaje Ensefanza

Evaluacion

Conocimientos de referencia

Fundamentos de las matematicas escols

\res

Estructura conceptual

Matematicas

Sistemas de Analisis
representacion fenomenoldgico

Errores

Aprendizaje

Dificultades Obstaculos

Analisis de contenido

Andlisis cognitivo

Resolucién de problemas

Ensefianza

Materiales y

Modelizacion FecUrSoS

Errores

Evaluacion

Dificultades Obstaculos

Andlisis de instrucciéon

Anadlisis de actuacion

Tabla 2. Conocimientos de referencia para el conocimiento didactico

y resalta las relaciones entre ellos. En la segunda casilla de la primera fila orga-
nizamos los fundamentos de las matematicas escolares. Las relaciones entres
sus componentes han sido descritas en varios lugares de este articulo. En parti-
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cular, la descripcion del analisis didactico como procedimiento para organizar

la enseflanza se ha basado y busca ser coherente con las posturas que asumi-
MOS con respecto a las matematicas escolares y al aprendizaje. Estas posturas
sustentan la manera como nos aproximamos a cada uno de los analisis que con-
forman el analisis didactico. En las siguientes casillas de la tabla identificamos

y estructuramos los organizadores del curriculo, relacionandolos con los ana-
lisis del analisis didactico y con los componentes de los fundamentos de las
matematicas escolares. Recordamos que el organizador “historia” se puede
poner en juego en todos los analisis.

Las reflexiones anteriores nos permiten caracterizar el conocimiento
didactico como un constructo cognitivo que tiene unos conocimientos discipli-
nares de referencia (la nocién de curriculo, los fundamentos de las matemati-
cas escolares y los organizadores del curriculo), tiene una utilidad practica (el
disefio y desarrollo curricular a nivel local), y su puesta en juego se enmarca
dentro de una estructura analitica (el andlisis didactico). El profesor necesita
construir su conocimiento didactico sobre estas nociones desde tres perspecti-
vas:

* los significados de estas nociones como elementos de una estructura
conceptual de la didactica de la matematica que permite organizar y
describir el curriculo de las matematicas escolares,

* los significados especificos que algunas de estas nociones adquieren
(en particular, los organizadores del curriculo) cuando se ponen en
juego para analizar una estructura matematica especifica, y

* sus capacidades para recoger, organizar y estructurar la informacion
gue surge de la utilizacion de estas nociones con el proposito de dise-
far, llevar a la practica y evaluar actividades de ensefianza y aprendi-
zaje.

A continuacion consideramos la manera como el profesor debe poner en juego
el conocimiento did4ctico al realizar el analisis didactico.

Puesta en juego del conocimiento didactico

En la presentacion que hicimos del analisis didactico describimos con cierto
detalle la manera como el profesor debe poner en juego cada uno de los com-
ponentes del conocimiento didactico. En este apartado recogemos y organiza-
mos esa informacion con el proposito de enfatizar el carécter ciclico del
procedimiento y resaltar las relaciones entre los diferentes elementos del
mismo. La nocion de curriculo, ademas de encontrarse en el trasfondo de todo
el ciclo, establece el contexto dentro del cual se inicia el analisis didactico,
puesto que el profesor debe recoger, organizar y explicitar la informacion que
determina el curriculo de su asignatura en sus diversos niveles. Con base en
esta informacién y en la que produce el analisis de actuacion del ciclo anterior,
el profesor debe establecer unos contenidos a tratar y unos objetivos que pre-
tender lograr. Hemos visto que el analisis de contenido, al ser el analisis mate-
mético de la estructura matematica sobre la que se trabaja, provee la
informacion inicial para los otros analisis del analisis didactico. Por lo tanto, el
profesor debe comenzar por el andlisis de contenido.
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La puesta en juego del conocimiento didactico en el analisis de contenido
no es secuencial. El profesor no puede hacer primero una estructura concep-
tual, para después reflexionar sobre los sistemas de representacion y para final-
mente realizar el analisis fenomenologico. Estos conocimientos se deben poner
en juego de manera simultanea y coordinada, dadas las relaciones que ya
hemos establecido entre estos organizadores del curriculo. Algo similar sucede
en el analisis cognitivo en el que la organizacion relativa a los errores, las difi-
cultades y los obstaculos se construye simultaneamente. Ya hemos mostrado
como el profesor debe hacer esta reflexion sobre los significados cognitivos del
topico teniendo como referencia los significados estructurales, representacio-
nales y fenomenologicos producidos en el analisis de contenido. Por el otro
lado, en el analisis de instruccion, al delimitar el universo de tareas que pueden
conformar las actividades de ensefianza, el profesor pone en juego su conoci-
miento sobre modelizacion, resolucion de problemas y materiales y recursos,
pero también debe utilizar la informacion producida en los dos analisis anterio-
res. Finalmente, al disefiar las actividades, el profesor debe coordinar de
manera sistematica y coherente el producto de todos los analisis. Por lo tanto,
aunque el profesor debe recoger, organizar y, en algunos casos, presentar la
informacion sobre cada uno de los organizadores del curriculo de manera
secuencial, las relaciones estructurales que hemos establecido entre ellos lo
obliga a tenerlos en cuenta simultdneamente y a mantener un esquema de revi-
sion permanente de todos los elementos de esa estructura.

Construccion del conocimiento didactico en la practica

Aungue la asignatura a la que se refiere este articulo es una asignatura de for-
macion inicial de profesores de matematicas de secundaria en la que los futu-
ros profesores no tienen acceso a la practica, consideramos importante
presentar algunas reflexiones sobre la manera como la practica puede contri-
buir a la construccién del conocimiento didactico del profesor (o del futuro
profesor). Dentro de nuestra asignatura estas reflexiones son importantes por
dos razones. Por un lado, como lo veremos mas adelante, en la asignatura
nosotros pretendemos simular un proceso de planificacion en el que se realizan
todas las etapas del analisis didactico con excepcion del andlisis de actuacion.
Por el otro lado, los estudiantes de nuestra asignatura (los futuros profesores)
cursan una asignatura paralela en la que tienen la oportunidad de llevar a la
practica en un instituto un disefio curricular producido por ellos. Esto sucede al
comienzo del segundo trimestre del curso y los futuros profesores regresan a
nuestra asignatura con las reflexiones e inquietudes que surgen naturalmente de
esta experiencia. Por lo tanto, nosotros esperamos que, dentro de su misma for-
macion inicial, los futuros profesores construyan una parte del conocimiento
didactico con base en la practica. En la Figura 7 se identifican dos fuentes de
construccion del conocimiento didactico con las dos flechas que llegan al cua-
dro 6. Una de estas flechas viene del cuadro 2 que contiene los andlisis de con-
tenido, cognitivo y de instruccion. La otra flecha proviene del analisis de
actuacion (cuadro 5). Vamos considerar ahora estas dos relaciones.

Al realizar los analisis de contenido, cognitivo y de instruccién, el profe-
Sor pone en juego su conocimiento didactico. La complejidad conceptual, cog-
nitiva y didactica de las estructuras matematicas sobre las que trabaja implica
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gue los analisis que él produce son siempre parciales y sujetos a mejoras. En
muchas ocasiones, él puede reconocer esta deficiencia en sus producciones y
buscar solventarla. Esto lo logra haciendo investigacion: mejorando su conoci-
miento sobre las nociones de la didactica de la matematica en cuestion y desa-
rrollando su capacidad para utilizar esas nociones en el andlisis de una
estructura matematica especifica. Al concentrarse en una estructura matematica
especifica, su conocimiento también puede cambiar con respecto a esa estruc-
tura. Al investigar y revisar la literatura, el profesor descubre nuevos aspectos
conceptuales, cognitivos y de instruccion especificos a la estructura matema-
tica. De esta manera, basandose en lo que otros ya han hecho, el profesor
avanza en la construccion de su conocimiento didactico con motivo de la nece-
sidad de resolver un problema préctico.

La construccion del conocimiento didactico del profesor (o futuro profe-
sor) puede también ser producto de su propia reflexién. Esta reflexion es poten-
ciada por las nociones de la didactica de la matematica que se ponen en juego.
Por ejemplo, cuando el profesor no conoce la nocién de sistemas de represen-
tacion, la descripcién que él hace de la estructura matematica tiende a ser una
enumeracion mas o menos estructurada de unas etiquetas que representan con-
ceptos ya sea involucrados en la estructura matematica o relacionados con ella
(Gémez, 2001a). Cuando el profesor descubre la nocion de sistemas de repre-
sentacion desde una perspectiva general (como nocién de la didactica de la
matematica) y la implementa en el analisis de la estructura matematica, su
vision de esta estructura (y, por consiguiente, su conocimiento) cambia: él
logra describir la estructura matematica de manera mas estructurada y deta-
llada. Los sistemas de representacion sirven como catalizador de una reestruc-
turacibn que, partiendo de un conocimiento ya existente, produce un
conocimiento mas profundo, detallado y estructurado. Esto puede suceder con
todos los andlisis del andlisis didactico y con la mayoria de las nociones invo-
lucradas en ellos. Por ejemplo, el conocimiento del profesor sobre las dificulta-
des de aprendizaje de los estudiantes en relacibn con una estructura
matematica puede cambiar cuando él realiza con suficiente detalle el analisis
de contenido de esa estructura matematica.

En el analisis de actuacion, el profesor hace una prevision de las actuacio-
nes de los estudiantes y recoge y analiza informacién sobre estas actuaciones.
En la mayoria de los casos, habra diferencias entre las previsiones y las actua-
ciones. Estas diferencias pueden llevar al profesor a revisar los supuestos con
base en los cuales él formuld sus previsiones, con el propdsito de adaptar y
acomodar su conocimiento didactico a la experiencia del salén de clase. Estos
procesos de adaptacion y acomodacion deben surgir de la conciencia del profe-
sor de que su conocimiento didactico no es compatible con la experiencia.
Como lo mencionamos en el parrafo anterior, es posible que en algunas ocasio-
nes el profesor pueda cambiar su conocimiento didactico a partir de su propia
reflexion sobre la experiencia de clase. Sin embargo, aunque la reflexion sobre
las diferencias entre sus previsiones acerca de las actuaciones de los estudian-
tes y las actuaciones mismas pueden hacerlo consciente de deficiencias en su
conocimiento didactico, éste no sera necesariamente un estimulo suficiente
para reformular su conocimiento didactico de manera adecuada. En muchas
ocasiones, el producto de esta reflexion es el reconocimiento, por parte del pro-
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fesor, de la necesidad de adaptar su conocimiento didactico a los conocimien-
tos disciplinares que le sirven de referencia. La reflexibn es necesaria para
reconocer las deficiencias en el conocimiento didactico, pero no es la Unica
fuente de soluciones para resolver estas diferencias.

Vemos que el profesor puede construir una parte importante de su conoci-
miento didactico con base en la reflexion. Aunque aqui nos estamos refiriendo
a la reflexién del profesor en el proceso de realizar el analisis did4ctico, no la
vemos en el mismo sentido de la “reflexién en la accién” propuesta por Schon
(1987):

Lo que yo llamo reflexidn en la accién es esta capacidad para responder
a la sorpresa sobre la marcha a través de la improvisacion... Esta re-
flexiobn en la accion es tacita y espontanea, se produce frecuentemente
sin recurrir al pensamiento y no es una actividad intelectual particular.
Pero, en todo caso, involucra la capacidad para darle significado a las
sorpresas, volcando el pensamiento sobre si mismo para pensar de nue-
vas maneras acerca de los fenbmenos y acerca de la manera como no-
sotros pensamos sobre esos fenémenos.

La reflexion a la que nos referimos aqui es una reflexion consciente y sistema-
tica que se produce con motivo del deseo del profesor de resolver un problema
(el disefio y desarrollo curricular a nivel local) utilizando unas herramientas
técnicas (el conocimiento didactico). Compartimos las opiniones de Lerman
(2001) en relacion con la practica reflexiva cuando afirma que “aparece, muy
frecuentemente sin elaboracion, en muchos trabajos sobre la formacion, el
desarrollo y cambio de los profesores. Hay tantos articulos que se refieren a
profesores y futuros profesores reflexionando sobre sus experiencias, como si
la mera evocacion de ella fuese suficiente para el aprendizaje” (p. 39). Consi-
deramos que la reflexion del profesor debe ser sistematica, inclusive cuando
tiene que reaccionar sobre la marcha a “sorpresas” en el aula. Ya sugerimos que
en estos casos el profesor puede realizar un analisis didactico en el acto, que
pone en juego su conocimiento didactico y que le permite proponer y justificar
razonadamente nuevas actividades. Cuando las diferencias entre lo esperado y
lo sucedido en clase se perciben con motivo del analisis de actuacion, el profe-
sor puede reflexionar no solamente para mejorar su disefio curricular, sino tam-
bién para adaptar y acomodar su conocimiento didactico. En este sentido,
nuestro interés se centra el conocimiento teérico del profesor: aquel conoci-
miento que, teniendo como referencia unos conocimientos disciplinares, le
sirve para realizar el andlisis didactico. La construccion y el desarrollo de este
conocimiento tedrico puede estar motivado por la reflexion que surge de sus
experiencias en la practica.

Concluimos de esta manera nuestras reflexiones sobre el conocimiento
didactico. Pasamos ahora a la penultima de las cuestiones que sustentan el
disefio de nuestra asignatura: el aprendizaje del profesor dentro de un plan de
formacién inicial.
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APRENDIZAJE DEL FUTURO PROFESORDE
MATEMATICAS

Todo plan de formacion inicial de profesores de matematicas debe asumir una
posicion acerca de como los futuros profesores construyen su conocimiento
didactico. Utilizamos el término “aprendizaje del futuro profesor” para desig-
nar “esos multiples caminos en los que el [futuro profesor] aprende potencial-
mente diferentes maneras de ser profesor” (Lerman, 2001, p. 34). De la misma
manera que lo hicimos para el aprendizaje de los escolares, nuestra posicion
con respecto al aprendizaje del futuro profesor se basa en una relacién comple-
mentaria entre el constructivismo social desde la perspectiva cognitiva, por un
lado, y las teorias socioculturales, por el otro. Ya presentamos las principales
ideas del constructivismo social como teoria del aprendizaje, cuando conside-
ramos el aprendizaje de los escolares. Aqui daremos mas énfasis a una vision
sociocultural del aprendizaje del futuro profesor.

Compartimos con Lerman (2001) su preocupacion por conceptualizar la
formacion inicial de profesores desde perspectivas que tengan en cuenta la
complejidad de las practicas sociales que se encuentran involucradas tanto en
la formacion de los futuros profesores, como en su futura practica docente. Por
esta razon, nos inclinamos a enfatizar el proceso de aprendizaje como transfor-
macion de la participacion en las practicas de una comunidad, en cambio de
restringirlo a un proceso de aprendizaje de profesores individuales que se
transforman (Stein y Brown, 1997). En todo caso, el constructivismo social,
como perspectiva psicolégica del aprendizaje, sigue siendo importante cuando
consideramos a profesores individuales que aprenden dentro de contextos
estructurados.

La aproximacion sociocultural tiene las siguientes caracteristicas: 1) se
focaliza en los grupos o comunidades mas que en los individuos que partici-
pan; 2) ve el aprendizaje como algo que sucede entre personas cuando se invo-
lucran en actividades comunes; 3) considera que los individuos construyen
socialmente nuevas formas de significados y comprension en un proceso de
aprendizaje que surge de y crea practicas situadas (o contextos) a las que ellos
traen diversas perspectivas y niveles de habilidad; y 4) su atencidn se centra en
“las interacciones colaborativas que ocurren cuando los profesores intentan
desarrollar y mejorar su practica” (Stein y Brown, 1997, p. 159).

Al considerar una comunidad de practica como un grupo de individuos
que comparten comprensiones acerca de lo que estan haciendo y de lo
gue esto significa para sus vidas y sus comunidades, Stein y Brown ven
el aprendizaje como un aspecto integral e inseparable de la practica so-
cial. “Desde esta perspectiva del aprendizaje, el cambio profesoral se
debe entender en relacién con las comunidades de practica en las cuales
los profesores participan. La exploracion del proceso de cambio del pro-
fesor involucra por lo tanto la identificacion de los propdsitos, valores y
practicas de trabajo de la comunidad, junto con el seguimiento de las
trayectorias de los recién llegados en la medida que se mueven desde la
periferia hacia formas mas completas de participacion en las practicas
de trabajo de la comunidadp. 164) “La mayor parte de lo que cons-
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tituye aprendizaje consiste en la negociacion de metas, significados y
motivaciones entre los individuos que comienzan su trabajo juntos con
agendas y expectativas diferentes. Por lo tanto, se le da importancia a la
comprension de las metas de las interacciones colaborativas (tanto ini-
ciales, como emergentes), al significado que los individuos le dan a sus
acciones y a lo que los motivo para involucrarse inicialmente en la inte-
raccion” (p. 187)

En nuestra asignatura, vemos al futuro profesor como miembro de la
comunidad de educadores matematicos y como futuro miembro de una comu-
nidad de practica dentro de su centro educativo. Imaginamos su trabajo en el
centro como un trabajo en equipo en el que, junto con sus colegas, disefia y
desarrolla el curriculo de matematicas, por un lado, y avanza continuamente en
la construccién de su conocimiento didactico, al negociar con ellos las normas
gue regulan su practica y al reflexionar sistematicamente sobre su experiencia,
por el otro. Desde la perspectiva de su formacién en la asignatura, concebimos
el trabajo de los futuros profesores como un proceso en el que ellos, como indi-
viduos y como grupos, avanzan en su participacion en una comunidad de prac-
tica del aula. Las practicas de esta comunidad del aula se centran en la
negociacion de los multiples significados del conocimiento didactico y de su
puesta en juego en el disefio y desarrollo curricular. Nosotros, los formadores,
asumimos la posicién de miembros expertos de esa comunidad y pretendemos
apoyar a los futuros profesores para que desarrollen formas cada vez mas
técnicas y estructuradas de participar en las practicas de trabajo que se promue-
ven dentro de la asignatura. Para ello, organizamos el trabajo alrededor de dos
comunidades de préctica: la practica en pequefios grupos que enfocan su tra-
bajo en una estructura matematica particular; y el trabajo en el aula, en la que
se comparte y discute el fruto del trabajo de los grupos con el propdsito cons-
truir socialmente aquellos significados que se consideran validos y Utiles. Des-
cribiremos con algun detalle el funcionamiento de estas comunidades de
practica cuando presentemos el apartado de metodologia del disefio curricular
de la asignatura.

FUNDAMENTOS PARA EL DISENO DE UN PLAN DE
FORMACION INICIAL DE PROFESORESDE
MATEMATICAS

En la primera parte de este articulo formulamos una serie de cuestiones que
deben resolverse cuando se disefia un plan de formacion inicial de profesores
de matematicas. Sugerimos que este disefio debe abordarse desde una perspec-
tiva en la que:

a) se asuma una posicion con respecto a las matematicas escolares;

b) se asuma una posicion con respecto a la manera como los escolares cons-
truyen su conocimiento matematico;

) se proponga una descripcion como el profesor debe aportar a la construc-
cion de ese conocimiento por parte de sus estudiantes;

d) se identifiquen los conocimientos que el profesor debe poner en juego
para lograr lo anterior;

€) se asuma una posicidn con respecto a los procesos mediante los cuales el
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profesor construye esos conocimientos; y
f) se tenga en cuenta el contexto social, cultural, institucional y personal
del plan de formacion inicial de los profesores.

Hasta ahora hemos abordado las primeras cinco cuestiones. Hemos asumido
una posicién de constructivismo social con respecto a las matematicas escola-
res. Nos apoyamos en una vision del aprendizaje de los escolares en la que se
complementan las teorias del constructivismo social y las teorias sociocultura-
les del aprendizaje, visibn que es coherente con nuestra posicion acerca de las
matematicas escolares. El analisis didactico es nuestra propuesta para describir
la manera como creemos que el profesor debe contribuir a la construccion del
conocimiento de los escolares. Este procedimiento es coherente con y se basa
en nuestras posturas acerca de las matematicas escolares y el aprendizaje. Defi-
nimos el conocimiento didactico como el conocimiento que el profesor debe
poner en juego cuando realiza el analisis didactico e identificamos los conoci-
mientos disciplinares que le sirven de referencia, la manera como el profesor
debe poner en juego ese conocimiento en la practica, y el papel de esa practica
en la construccién del conocimiento didactico. Finalmente, asumimos una pos-
tura con respecto al aprendizaje del futuro profesor dentro de un plan de forma-
cion que, siendo coherente con los pardmetros generales de las teorias
constructivistas, centra su atencion en el aprendizaje como proceso en virtud
del cual los futuros profesores progresan como participantes de unas comuni-
dades de practica. Estos son los fundamentos en los que se basa nuestra asigna-
tura. Sin embargo, ademas de ser coherente con estos fundamentos, el disefio y
desarrollo curricular de la asignatura debe satisfacer las condiciones que
imponeel contexto social, cultural, institucional y personal en el que tiene

lugar. A continuacidn describimos ese contexto.

CONTEXTO DENTRO DEL QUE TIENE LUGAR LA
ASIGNATURA

Los futuros profesores que participan en nuestra asignatura han optado por la
rama de Metodologia dentro de la Licenciatura de Matematicas de la Universi-
dad de Granada. En Gomez, Cafadas y Pefias (2002) describimos de la
siguiente manera el contexto en el que tiene lugar la asignatura (pp. 475-476):

La gran mayoria de los estudiantes que desean hacer estudios superio-
res entran en la universidad espafiola. La titulacion que un estudiante
escoge depende de su puntuacion en el examen de estado (la selectivi-
dad) y de la puntuacién minima requerida en las diferentes titulaciones.
Esta puntuacion minima depende de la cupos disponibles en la titula-
cion y de la demanda que se tiene por esos cupos. En la actualidad, de
600 estudiantes que entran a la universidad en primer afio, se graduan
150 al final: la seleccién de los estudiantes se hace dentro de la univer-
sidad. Aun asi, la universidad produce en la actualidad mas profesiona-
les de los que el mercado de trabajo puede absorber. Para poder
convertirse en profesor de matematicas de secundaria, el licenciado en
matematicas debe aprobar otra serie de examenes, conocidos como las
“oposiciones”. Dado que en la actualidad hay mas de veinte candidatos
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para cada plaza disponible, el licenciado debe prepararse durante por
lo menos dos o tres afios adicionales para llegar a tener éxito en las opo-
siciones.

Este no es el lugar para reflexionar sobre la manera como se ha desa-
rrollado la cultura académica (desde la perspectiva de la ensefianza) en
la Universidad de Granada y, en particular, en sus Departamentos de
Matematicas. No obstante, consideramos importante hacer una descrip-
cion estereotipada de algunas de sus caracteristicas. Los examenes son
un elemento central del sistema educativo espafiol. Hay pocos examenes
y en ellos el estudiante se juega su futuro. Algo similar sucede dentro de
la universidad: en la mayoria de los casos, el estudiante aprueba una
asignatura si tiene éxito en uno o dos examenes. El prepara intensamen-
te los exdmenes algunos dias antes de los mismos y en el intermedio hace
ejercicios y “pasa los apuntes”, revisando lo que ha anotado en clase y
produciendo, en algunas ocasiones, un nueva version. Estos apuntes son
las notas que él ha recogido en las clases de la asignatura a partir del
discurso magistral del profesor. Entre los estudiantes existe una cultura
de temor a la intervencion, producto del “miedo al ridiculo”, tanto ante

el profesor, como ante los propios compafieros. No hay libro de texto y
hay poca interaccion por fuera del aula entre el profesor y el estudiante.
La formacion inicial de profesores de mateméticas tiene lugar dentro del
contexto anterior. Al entrar al cuarto curso, los estudiantes deben esco-
ger una de tres posibles ramas: Fundamental, Estadistica o Metodolo-
gia. La primera pretende formar matematicos puros, la segunda
matematicos que puedan desempefarse en las empresas y la tercera pro-
fesores de matematicas de secundaria. En la rama de Metodologia, los
estudiantes deben cursar tres asignaturas relacionadas con educacion:
Supuestos de la Educacién, Practica de la Educacién Matematica y
Didéactica de la Matemética en el Bachillerato, siendo esta ultima el ob-
jeto de este articulo. En la asignatura de practicas, se busca que los fu-
turos profesores reflexionen sobre la practica docente al planificar,
realizar y evaluar un periodo de practicas en un instituto. De esta ma-
nera se espera que los alumnos desarrollen destrezas de observacion,
analisis y preparacion de clases (Flores, 2000).

En este mismo estudio mostramos que los futuros profesores que cursan la
asignatura llegan a ella con metas, motivaciones, intereses e inquietudes dife-

rentes. Por ejemplo, algunos de ellos decidieron estudiar matematicas como

una segunda alternativa, al no poder acceder a la carrera de su predileccion. En
otros casos, los futuros profesores se encuentran en la rama de Metodologia,
aunque llegar a ser profesor de matematicas de secundaria no es su primera
opcion profesional. La mayoria de ellos se sienten comodos con sus conoci-

mientos matematicos, aunque algunos no confian en su capacidad para gestio-
nar una clase de secundaria. Por otra parte, una proporcion importante de estos
futuros profesores tienen experiencia docente, ya sea en clases particulares o

en academias, y esta experiencia contribuye a las “intuiciones didacticas” con
las que llegan a la asignatura (Gémez, 2001b).
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Con la descripcion que acabamos de hacer del contexto en el que tiene
lugar la asignatura objeto de este articulo terminamos el andlisis de las cuestio-
nes que deben fundamentar el disefio de un plan de formacién inicial de profe-
sores de matematicas de secundaria. A continuacion describimos la asignatura
y mostramos cOmo nuestra posicion con respecto a estas cuestiones sustenta su
disefio.

ASIGNATURA DIDACTICA DE LA
MATEMATICA EN EL BACHILLERATO

La finalidad de la asignatura es la de contribuir a la iniciacion de la formacién
del futuro profesor de matematicas mediante la didactica de la matematica. Los
estudiantes de la asignatura (que hemos llamado y seguiremos llamando futu-
ros profesores) cursan quinto curso de la Licenciatura de Matematicas y han
optado por la rama de Metodologia. Describiremos a continuacion el disefio de
la asignatura presentando los rasgos mas importantes de sus objetivos, conteni-
dos, metodologia y evaluacion.

Objetivos

Buscamos contribuir a la formacion del futuro profesor en dos dimensiones: el
inicio de su participacion en las practicas de la comunidad de educadores
matematicos y el desarrollo de los conocimientos y capacidades necesarias
para la planificaciéon de unidades didacticas. Desde la perspectiva de su con-
tacto con la comunidad de educacion matematica, buscamos que los futuros
profesores conozcan los antecedentes, los fundamentos y el desarrollo del
curriculo actual de matematicas para la Educacién Secundaria en Espafia,
teniendo en cuenta la historia del progreso de las matematicas y de la educa-
cion matematica en el pais y el contexto legal que regula ese curriculo. Por otra
parte, pretendemos que el futuro profesor se inicie en las practicas de las
comunidades de innovacién e investigacion en didactica de la matematica.

Al considerar que la asignatura, como esquema de formacion en los proce-
sos de planificaciéon de unidades didacticas, es también una comunidad de
practica, buscamos que los futuros profesores desarrollen su capacidad de par-
ticipacion en ella, a través de la construccion de los conocimientos y capacida-
des necesarios para realizar el analisis didactico. Centramos estos
conocimientos y capacidades en el conocimiento didactico: la construccion
social de significados sobre la nocién curriculo, sobre los fundamentos de las
matematicas escolares y sobre los organizadores del curriculo. Pretendemos
gue se negocien y consoliden tanto significados generales de estas nociones,
como sus significados especificos a estructuras matematicas particulares.

Contenidos

La asignatura se inicia con un andlisis y reflexion sobre la historia de las mate-
méticas y de la educacién matematica en Espafia, que sirve de contexto para la
discusion sobre los antecedentes del curriculo de matematicas en el pais. Los
demas contenidos de la asignatura se organizan de acuerdo con los esquemas
presentados en la Tabla 2. La nocién de curriculo es la idea de base sobre la
gue se apoyan la mayor parte de los contenidos. Se discute sobre los fines de la
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educacion matematica y se reflexiona sobre los niveles y dimensiones del
curriculo. Con esta referencia conceptual, se analizan algunos estudios y pro-
yectos curriculares espafoles e internacionales, se reflexiona sobre los antece-
dentes del curriculo de matematicas en Espafia, y se estudia la organizacion
general, los niveles de concrecidn y los contenidos del curriculo de matemati-
cas para secundaria que se encuentra en vigor en la actualidad.

El tratamiento de los fundamentos de las matematicas escolares surge de
la consideracion de la nocion de curriculo. Se analizan y discuten diversas
posiciones acerca de las matematicas como disciplina, de las matematicas
escolares, del aprendizaje y de la evaluacion. La reflexion sobre la ensefianza
se vuelve permanente una vez que se comienza a trabajar sobre las diferentes
fases del andlisis didactico.

Ademas de incluir los fundamentos de las matematicas escolares, el ana-
lisis didactico se basa conceptualmente en los organizadores del curriculo, tal y
como lo describimos esquematicamente en la Tabla 2. Se considera un analisis
conceptual general de cada uno de los organizadores del curriculo, pero tam-
bién se estudian las maneras como estas nociones adquieren significados espe-
cificos cuando se utilizan para analizar estructuras matematicas particulares.
La asignatura tiene por lo tanto un contenido matematico especifico que se
manifiesta en las estructuras matematicas para las que se realiza el analisis
didactico. La funcion lineal, el teorema de Tales, la esfera, los numeros deci-
males y la simetria son ejemplos de tépicos especificos de las matematicas de
secundaria en los que se puede trabajar dentro de la asignatura.

Metodologia

La metodologia que se utiliza en la asignatura se puede organizar en tres
esquemas. El primero se refiere a la negociacion de significados sociales sobre
nocionegyeneralege la didactica de la matematica. Este es el caso, por ejem-
plo, de la nocién de curriculo. Los futuros profesores, individualmente o en
pequenos grupos establecidos desde el comienzo de la asignhatura, leen docu-
mentos de referencia y preparan trabajos escritos y presentaciones de resumen
y analisis de estos documentos. Con base en estas presentaciones se realizan
discusiones en clase en las que, con la guia de los formadores, se busca que los
futuros profesores progresen en su construccion de los significados técnicos de
esas nociones. En algunos casos, los formadores organizan y presentan la
informacion relevante al tema, como medio para establecer esos significados
técnicos y marcar pautas sobre las normas que rigen ese discurso. En algunas
ocasiones, estas normas (significados) surgen de los futuros profesores a partir
de sus “intuiciones didacticas”. En esos casos, se pide a los futuros profesores
que reflexionen sobre una nocién o un problema y que individualmente pro-
pongan una descripcion de la nocidén o una solucion al problema. En seguida se
les induce a que, en pequeiios grupos, comparen las propuestas, identifiquen
diferencias y similitudes, negocien esos significados y busquen un consenso.
Finalmente, cada grupo presenta su descripcion o solucién y estas propuestas
se discuten entre todos con el propésito consolidar significados sociales que
describan la nocién o aporten soluciones al problema original.

El segundo esquema metodoldgico general se utiliza de manera sistema-
tica en la “simulacién” del proceso de planificacién de una unidad didactica.
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Cada grupo de futuros profesores escoge un topico matematico sobre el que
realiza el analisis didactico y disefia una unidad didactica. El esquema es
ciclico. Cada ciclo corresponde a un organizador del curriculo. El orden
secuencial en el que se tratan los organizadores del curriculo sigue los esque-
mas presentados en la Tabla 2, comenzando por el vértice superior de cada
triangulo, continuando con el vértice izquierdo y terminando en el vértice dere-
cho. Por ejemplo, el andlisis de contenido comienza con el tratamiento de la
estructura conceptual, sigue con la puesta en juego de los sistemas de represen-
tacion y finaliza con la consideracion de los modelos y el anélisis fenomenolo-
gico (ver Figura 15).

La Figura 20 presenta el esquema basico de un ciclo del esquema metodo-
l6gico que utilizamos. El ciclo parte de la discusion con la que finaliza el ciclo
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Llntroduccién

Figura 20. Ciclo metodologico de tratamiento del analisis didactico

anterior. En general, esta discusion (por ejemplo, sobre los sistemas de repre-
sentacion) da lugar a la introduccién de una nueva nocion (por ejemplo, la
nocién de modelo). A partir de esta introduccién, proponemos un ejercicio en
clase, que consiste en la utilizacion de dicha nocion a una estructura matema-
tica predeterminada o a la estructura matematica en la que cada grupo esta tra-
bajando. Los grupos presentan sus propuestas y se discuten posibles
significados de la nocion en su aplicacion practica. A continuacion, los forma-
dores presentamos un ejemplo de la utilizacion de la nocién a una estructura
matematica especifica (diferente de las que tienen asignadas los grupos) y les
pedimos que, para la siguiente sesion de clase, pongan en juego esta nocion (y
las que se han considerado hasta ese momento) a su estructura matematica. En
la siguiente sesion, cada grupo presenta los resultados de su trabajo al resto de
la clase. Compafieros y profesores comentan y critican cada presentacion. Al
final, los formadores promueven una discusion en la que buscan formular pre-
guntas y actividades que aborden los errores y dificultades detectados en las
presentaciones. En algunas ocasiones, los formadores sugieren aspectos del
significado técnico de la nocién con la que se esta trabajando. El final del ciclo
tiene dos partes. Por un lado, los formadores parten de la discusion anterior
para motivar la introduccion de una nueva nocion. Por el otro, uno de los for-
madores revisa cada una de las producciones y produce un documento con sus
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comentarios y sugerencias. Los futuros profesores reciben ese documento
durante la siguiente sesion.

Cuando queremos abordar errores o dificultades especificos para los que
percibimos que hay una diversidad de posibles posturas por parte de los futuros
profesores, utilizamos una variacion del esquema que acabamos de presentar.
Denominamos a este esquema “subjetivo - intersubjetivo - objetivo”, para refe-
rirnos a los tipos de conocimientos que se movilizan y a la manera como estos
conocimientos se relacionan entre si. Se trata de un ejercicio en el que formula-
mMos una pregunta o un problema y pedimos a los futuros profesores que
reflexionen individualmente sobre esa pregunta o ese problema. Con base en el
resultado de esas reflexiones, les sugerimos que trabajen en grupo, comparen
sus posturas individuales y busquen llegar a una posicion consensuada que des-
pués presentan al resto de la clase. Una vez presentadas estas propuestas, los
formadores buscamos promover una discusion en clase con el propoésito de
comparar los diferentes significados propuestos, abordar los errores y dificulta-
des que se pueden percibir a partir de ellos, y promover la consolidacion de un
significado social que se aproxime al significado técnico que sugiere el conoci-
miento disciplinar de referencia.

Estos esquemas buscan simular nuestra vision de lo que deberia ser la par-
ticipacion del futuro profesor en el trabajo de la institucién educativa. Para
ello, buscamos convertir el aula en el espacio en el que se conforma y evolu-
ciona una comunidad de practica que tiene identificados unos problemas que
quiere resolver y unas herramientas conceptuales y metodologicas (las nocio-
nes que conforman el conocimiento didactico) para abordarlos. El discurso del
aula gira alrededor de los significados de estas nociones, tanto desde un punto
de vista conceptual, como desde la perspectiva de su utilizacion en la resolu-
cion de un problema préctico (el disefio de una unidad didactica). Buscamos,
como formadores, motivar y guiar el progreso de los futuros profesores en su
participacion en las practicas de esta comunidad, a través de la negociacion de
las normas que rigen el discurso y que determinan los significados que se cons-
truyen socialmente en el aula.

Podemos identificar dos comunidades de practica. Estas comunidades se
han hecho explicitas en los esquemas presentados mas arriba. El trabajo en
grupos de 3 a 5 futuros profesores es una comunidad de préctica en la que cada
futuro profesor aporta sus metas, significados y motivaciones a la resolucion de
un problema comun. Los miembros del grupo deben negociar sus diferentes
posturas con el proposito de llegar a una solucidbn comun que es presentada al
resto de la clase y es comparada con las soluciones de los otros grupos. Como
formadores, nosotros esperamos que el interés por pertenecer y representar
activamente al grupo motive a cada futuro profesor a progresar en su participa-
cibn en esta negociacion que, partiendo de unos significados individuales,
busca construir unos significados sociales. Por el otro lado, promovemos tam-
bién la comunidad de practica del aula en la que los futuros profesores, ya sea
como individuos o como miembros de un grupo, presentan y defienden sus
posturas y critican las propuestas de los demés. En esta negociacién de signifi-
cados sociales, que va determinando las normas que regulan el discurso del
aula, nosotros proponemos situaciones y problemas que buscan explicitar las
dificultades de grupos e individuos y que buscan aproximar esos significados
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sociales a los significados técnicos que surgen de los conocimientos disciplina-
res de referencia.

Evaluacion

Cuando miramos el aula como una comunidad de préactica y consideramos el
aprendizaje como el progreso en la participacion en esa comunidad, la evalua-
cidn se expresa como un componente curricular que esta presente permanente-
mente en todos los aspectos del proceso de formacion. Al aceptar que hay un
problema comudn que se busca resolver y que hay herramientas conceptuales y
metodoldgicas que permiten abordarlo, y al compartir sus producciones con el
resto de la clase y negociar los significados sociales que rigen el discurso del
aula, individuos y grupos pueden reconocer las cualidades y deficiencias de sus
contribuciones. El discurso del aula gira alrededor de los significados que indi-
viduos y grupos movilizan para resolver los problemas. Por lo tanto, estos sig-
nificados se encuentran permanentemente evaluados, comentados y criticados.
Esta evaluacion tiene lugar en las dos comunidades de practica. Como forma-
dores, guiamos el discurso del aula para resaltar los logros y las deficiencias de
las contribuciones propuestas, teniendo en cuenta los conocimientos discipli-
nares que sirven de referencia al conocimiento didactico. Por otra parte, para
cada produccion escrita de los futuros profesores (documento o transparencia
de una presentacion) producimos un documento en el que formulamos nuestros
comentarios, criticas y sugerencias.

La valoracion del trabajo de los futuros profesores es el resultado de la
valoracion de todas sus producciones y de la apreciacion de los formadores de
la manera como cada futuro profesor progresa en su participacién en la comu-
nidad de practica del aula. Damos especial atencion al trabajo y la presentacién
final en la que cada grupo presenta y justifica el disefio de la unidad didactica
en su tépico.

RELACION ENTRE LA FUNDAMENTACION Y EL DISENO

En este apartado establecemos la relacion entre el disefio de nuestra asignatura
y los fundamentos sobre los que ella se sustenta. El analisis didactico, como
procedimiento que describe los modos en que el profesor debe manejar la com-
plejidad de las matematicas escolares, se encuentra en el centro de la reflexion.
Por un lado, nuestra propuesta para el andlisis didactico surge de una vision,
basada en el constructivismo social, tanto de las matematicas escolares, como
del aprendizaje en el aula. De acuerdo con esta vision, el conocimiento mate-
matico escolar es una construccion social que tiene lugar dentro de un comuni-
dad de préactica en la que los escolares participan progresivamente en un
discurso que se rige por una multiplicidad de significados. Se parte de los sig-
nificados que cada estudiante aporta al discurso y que dan origen a la construc-
cion de los significados sociales que, a su vez, condicionan la construccion de
los significados individuales. Este proceso de construccion surge de los des-
equilibrios que individuos y grupos perciben cuando comparan el resultado de
Su experiencia con sus expectativas.

El papel del profesor es entonces el de disefiar, llevar a la practica y eva-
luar actividades de ensefianza y aprendizaje en las que los escolares pongan en
juego sus significados individuales, para participar en un discurso en el que se
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negocian unas normas que atienden a la complejidad y variedad de los signifi-
cados de las matematicas escolares. El analisis didactico, como lo hemos des-
crito en detalle en este articulo, es el procedimiento que le permite al profesor
analizar el contenido matematico, organizar los aspectos cognitivos relaciona-
dos con ese contenido y determinar el universo de tareas posibles, para efectos
de seleccionar sistematica y justificadamente aquellas tareas que conformaran
las actividades de ensefianza y aprendizaje.

El conocimiento didactico es el conocimiento que el profesor pone en
juego cuando realiza el analisis didactico. Este conocimiento tiene unos cono-
cimientos disciplinares de referencia que hemos estructurados en tres ejes: la
nocion de curriculo, los fundamentos de las matematicas escolares y los orga-
nizadores del curriculo. La descripcidn técnica de estos conocimientos de refe-
rencia y la manera como se espera que se pongan en juego al realizar el analisis
didactico, nos permite identificar y fundamentar los contenidos y los objetivos
de nuestra asignatura. Por otra parte, la reflexiébn sobre la manera como el pro-
fesor construye el conocimiento didactico en la practica y nuestra postura
sociocultural con respecto al aprendizaje de los futuros profesores establecen
las bases sobre las que disefiamos los esquemas metodoldgicos y de evalua-
cion. En este sentido, al postular el aprendizaje como un proceso de participa-
cion en unas comunidades de practica, proponemos actividades que buscan
incentivar la construccion de las normas que rigen el discurso de esa comuni-
dad y que pretenden simular, al menos parcialmente, la participacion del futuro
profesor en su comunidad de préactica en el centro educativo. Representamos
estas relaciones en el esquema de la Figura 21. Estas relaciones establecen la
manera como nuestra posicion con respecto a los fundamentos de la formacién
inicial de profesores de matematicas de secundaria sustenta el disefio de nues-
tra asignatura.

Matematicas Andlisis Aprendizaje de
escolares > didéctico‘ las maematicas

v

Conocimiento Aprendizaje de los
didactico ~_— futurosprofesores

Objetivos

Contenidos— - - Metodologia
Evaluacion

Disefio asignatura

Figura 21. Relacion entre fundamentos y disefio
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DiscUsION

En este ultimo apartado discutimos algunos aspectos adicionales de la funda-
mentacion y el disefio de la asignatura que hemos descrito en este articulo.
Nuestro propésito es profundizar en algunos puntos que no consideramos en el
cuerpo del documento. Comenzamos reflexionando sobre la complejidad de la
formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria y sobre la nece-
sidad de incluir la practica en este tipo de planes de formacion. Consideramos
en seguida algunos aspectos practicos del andlisis didactico y discutimos sobre
la dualidad entre el conocimiento tedrico y el conocimiento practico para el
caso del conocimiento didactico. Después exploramos la relacién entre el ana-
lisis didactico y los diferentes tipos de topicos que componen las matematicas
escolares. Finalmente, ubicamos las reflexiones de este articulo en el contexto
general de los analisis de planes de formacion inicial de profesores de matema-
ticas de secundaria y establecemos una relacion entre el conocimiento pedag6-
gico de contenido y el conocimiento didactico.

Complejidad de la formacion inicial de profesores de
matematicas de secundaria

Este articulo pone en evidencia la complejidad de la formacién inicial de pro-
fesores de matematicas de secundaria. En el caso del disefio de nuestra asigna-
tura, esta complejidad se manifiesta en la estructura de los contenidos a tratar,
en la metodologia que se pone en juego, en los objetivos que se quieren lograr
y en la forma en que se hace el seguimiento del logro de estos obijetivos.
Hemos sustentado este disefio en una posicion sobre como los futuros profeso-
res construyen el conocimiento didactico dentro de un plan de formacion ini-
cial y en la estructura del conocimiento didactico. Esta estructura viene
determinada por la configuraciéon y el funcionamiento del analisis didactico. El
analisis didactico tiene como propdsito central contribuir a la construccion del
conocimiento matematico de los escolares y se fundamenta en una posicion
sobre las matematicas escolares y su aprendizaje (Figura 21). Por lo tanto, la
complejidad de la formacién inicial de profesores de matematicas de secunda-
ria es una consecuencia natural de la complejidad de las matematicas escola-
res, de su ensefianza y de su aprendizaje. Esta complejidad contradice la
simplificacion que se encuentra implicita en aquellos argumentos que sugieren
gue para ser buen profesor de matematicas basta con tener suficientes conoci-
mientos de la disciplina y algunos conocimientos de pedagogia general.

Los futuros profesores que cursan nuestra asignatura no tienen experiencia
docente, diferente de aquella que construyen en clases particulares, en trabajos
en academias o en la puesta en practica de un disefio curricular en un instituto,
bajo la tutela de un profesor, como parte de sus actividades en la asignatura
paralela a la nuestra. Al tener tan poca experiencia docente, ellos tienen una
vision parcial de la problematica de la ensefianza y el aprendizaje de las mate-
maticas en la escuela, que no les permite, en un comienzo, valorar y dar signi-
ficado a muchos aspectos de la asignatura. Por ejemplo, mientras que la
asignatura centra su atencion en el desarrollo del conocimiento didéactico,
como conocimiento técnico especifico a la problematica de la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas, la principal preocupacion de la mayoria de los
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futuros profesores se enfoca inicialmente en la gestion de la clase, el manejo de
la disciplina y la motivacion de sus alumnos. Estas diferencias entre las pre-
ocupaciones del futuro profesor y las prioridades de la asignatura son propias
de los planes de formacion inicial y contribuyen a su complejidad. Cuando se
trabaja con profesores experimentados en planes de formacion permanente se
encuentra un mayor consenso sobre la importancia y el significado de los pro-
blemas que se quieren abordar y resolver.

Las nociones que componen el conocimiento didactico tienen caracter
practico. Deben servirle al profesor para analizar y estructurar la multiplicidad
de significados del contenido matemético. Por lo tanto, su ensefianza no puede
basarse en la presentacion magistral de sus significados técnicos, junto con la
discusion de algunos ejemplos. La construccién del conocimiento did4ctico en
un plan de formacion inicial de profesores de mateméticas de secundaria
requiere de otros tipos de esquemas metodoldgicos.

Las nociones de la didactica de la matematica son nociones complejas.

Su comprension y puesta en practica por parte de futuros profesores que
tienen una experiencia didactica reducida es un proceso lento que pasa

por diversas fases en las que se pueden encontrar obstaculos dificiles de
superar. Los alumnos no superan estos obstaculos si lo Unico que se les
ofrece es la definicion de estas nociones y algunos ejemplos de las mis-
mas. Ellos tienen que vivir experiencias en las que pongan en practica

sus significados parciales y puedan comparar sus producciones con las

de sus compafieros y recibir criticas a sus trab&aémez, 2001a, p.

176).

Puesto que la asignatura no puede contemplar una actividad de practica en el
aula, la puesta en juego de las nociones tiene lugar en el ambito de la simula-
cion de una actividad de planificacion. En esta simulacion, los futuros profeso-
res progresan en la construccion de los significados de estas nociones al
movilizar sus “intuiciones didacticas”, investigar en la literatura, discutir siste-
matica y razonadamente sobre las opiniones y las producciones de los demas, y
reflexionar sobre los errores y las dificultades propios. Estas discusiones y
reflexiones se organizan alrededor de un problema comdn: la basqueda de un
consenso que permita abordar los problemas didacticos propuestos.

No obstante, todo plan de formacion inicial de profesores de matematicas
de secundaria deberia idealmente contener en su disefio una practica en el aula.
Un plan de este tipo incluiria todos los elementos que hemos descrito para
nuestra asignatura. Adicionalmente, este plan ideal incluiria dos fases comple-
mentarias. Una vez que los futuros profesores han terminado el disefio de la
unidad didactica, lo han presentado y discutido con los formadores y compafie-
ros y lo han corregido con motivo de esa discusién, cada grupo de futuros pro-
fesores llevaria a la practica ese disefio en un instituto. Algunos miembros del
grupo actuarian como profesores y los otros como observadores. Se podria
entonces realizar el analisis de actuacion como ultima fase del ciclo del analisis
didactico. Adicionalmente, el andlisis de lo sucedido en el aula le permitiria a
cada grupo reflexionar sobre su disefio original y encontrar los caminos para
mejorarlo de manera justificada empiricamente. Un proceso de este tipo com-
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plementaria el desarrollo del conocimiento didactico de los futuros profesores.
Desafortunadamente, el contexto en el que tiene lugar nuestra asignatura no
permite este tipo de disefo.

Teoria y practica del conocimiento didactico

Hemos reiterado a lo largo de este articulo el caracter ideal del analisis didac-
tico como descripcidén del procedimiento que el profesor deberia seguir para
disefiar, llevar a la practica y evaluar actividades de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas. Desde la perspectiva del disefio curricular de nuestra asigna-
tura, el analisis didactico ha servido como referencia para identificar los ele-
mentos y relaciones que componen el conocimiento didactico y, por
consiguiente, para determinar los objetivos y los contenidos de este plan de
formacion. Pero no suponemos que, para cada unidad didactica que tenga que
planificar y para cada hora de clase que tenga que dictar, el profesor deba reali-
zar y documentar en profundidad cada paso y cada fase del andlisis didactico.
El analisis didactico y las nociones que componen el conocimiento didactico
son herramientas Utiles en muchas circunstancias de la actividad docente del
profesor de matematicas, puesto que pueden utilizarse como instrumentos de
analisis y reflexion. Cuando discutimos sobre lo que denominamos el analisis
didactico “sobre la marcha”, mostramos que el profesor puede utilizar estas
herramientas, dentro y fuera del aula, con la profundidad y el detalle que le
permiten el tiempo y los recursos disponibles. Por otro lado, el analisis didac-
tico y el conocimiento didactico son también herramientas de andlisis y evalua-
cion de disefios curriculares existentes. Con estos instrumentos, el profesor
puede examinar esos disefios, decidir su utilidad y determinar estrategias para
mejorarlos y adaptarlos de acuerdo con sus propésitos y necesidades. Por lo
tanto, la utilizacion sistematica del analisis didactico, a cualquier nivel de deta-
lle, puede contribuir permanentemente a la comprensién de los problemas
didacticos que enfrenta el profesor y a su conciencia de la complejidad del
conocimiento matematico escolar, de su aprendizaje en el aula y de la planifi-
cacion de la actividad docente.

El conocimiento didactico es un conocimiento tedrico que tiene como
referente directo la practica docente (el analisis didactico). Hemos mostrado
cémo el conocimiento didactico se puede construir en la practica y como la
reflexion puede jugar un papel en esa construccion. Teniendo en cuenta que los
conocimientos disciplinares de referencia se encuentran siempre en el contexto
y sirven para organizar y potenciar su desarrollo, el conocimiento didactico es
un conocimiento tedrico que se construye con base en y con referencia a la
practica. Esta relacion simbiotica entre el conocimiento disciplinar, el conoci-
miento didactico y la practica docente hace desvanecer la dualidad entre el
conocimiento tedrico y el conocimiento practico del profesor de mateméticas.
En muchos casos, esta aparente dualidad tiene que ver, mas bien, con la distin-
cion entre un conocimiento didactico especifico a las mateméticas y un conoci-
miento pedagdgico general.

El término conocimiento didactico identifica, en este articulo, aquellos
conocimientos técnicos que el profesor pone en juego cuando realiza el analisis
didactico. Hemos visto que estos conocimientos técnicos se refieren a una mul-
tiplicidad de nociones de la didactica de la matematica que hemos estructurado
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en tres ejes: la nocion de curriculo, los fundamentos de las matematicas escola-
res y los organizadores del curriculo. Sin embargo, también hemos mostrado
que, en la practica, cuando el profesor realiza el analisis didactico, estos cono-
cimientos se ponen en juego de manera conjunta y simultanea. Por lo tanto, no
apreciamos particularmente los beneficios de clasificar el conocimiento profe-
sional del profesor de matematicas en taxonomias que establecen diferentes
tipos de conocimientos. Estas clasificaciones pueden ser Utiles a la hora de
disefiar la secuencia de contenidos de un plan de formacion inicial de profeso-
res de matematicas de secundaria. No obstante, esta separacion en comparti-
mentos estancos de los diferentes conocimientos disciplinares de referencia es
delicada, si no se tiene en cuenta el papel que estos conocimientos juegan en la
practica y la manera como se relacionan e integran cuando el profesor los
moviliza en su actividad docente.

Especificidad del analisis didactico

Al andlisis didactico se ubica en el nivel local del curriculo: se utiliza como
procedimiento para analizar una estructura matematica especifica. Hemos pre-
sentado la funcion cuadratica como ejemplo de una estructura matemética para
la que se puede desarrollar una estructura conceptual compleja y en la que se
pueden hacer analisis cognitivos y de instruccion detallados. Sin embargo, los
tépicos matematicos que componen las matematicas escolares son de diversos
tipos. Encontramos topicos que se concretan en un concepto especifico, como
la funcién cuadratica, la esfera o los poliedros regulares. Otros topicos se refie-
ren a operaciones sobre objetos o propiedades de esos objetos, como es el caso
de los movimientos en el plano o las areas y perimetros, respectivamente. Por
otra parte, hay topicos que son resultados, como el teorema de Pitagoras, o que
son sistemas de representacion, como los numeros decimales. En todo caso,
cada topico se ubica dentro de una estructura matematica e involucra objetos
matematicos (los conceptos), sus propiedades y sus relaciones con otros obje-
tos. En este sentido, el andlisis didactico es aplicable a cualquier topico de las
matematicas escolares. No obstante, cada topico tiene su especificidad, que se
revela cuando el profesor profundiza en sus diversos significados al realizar el
andlisis didactico. Esta especificidad debe ser tenida en cuenta al disefiar un
plan de formacion y al identificar los topicos sobre los que los futuros profeso-
res van a trabajar. Para algunos topicos (por ejemplo, aquellos que se concretan
en un concepto especifico) los futuros profesores podran avanzar rapidamente
al comienzo, puesto que estos tdpicos se prestan mas facilmente al andlisis
estructural y representacional. No obstante, en la medida en que cada grupo de
futuros profesores profundice en el andlisis, cada topico manifestara su propia
complejidad e interés.

Esta complejidad se hace evidente cuando se consideran estructuras mate-
méticas especificas. Si el topico es demasiado general, entonces las herramien-
tas del analisis didactico no pueden demostrar todo su potencial. En estos
casos, el andlisis se hace sobre estructuras conceptuales amplias en las que no
se pueden identificar conceptos o procedimientos especificos, ni determinar
con claridad los errores y las dificultades correspondientes. La informacion
gue se recoge es general y no permite disefiar actividades de ensefianza y
aprendizaje que sean especificas al topico en cuestion. Por lo tanto, el analisis
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didactico debe utilizarse al nivel local, sobre estructuras matematicas especi-
ficas. El nivel del curriculo de planificacion global, con su esquema de obijeti-
vos, contenido, metodologia y evaluacion permite organizar y resumir
globalmente, para estructuras matematicas mas generales, la informacion que
se produce a nivel local con el andlisis didactico. De esta manera, el profesor
puede describir en términos del curriculo tradicional la planificacion de una
unidad didactica (Segovia y Rico, 2001, pp. 101-104).

Analisis de planes de formacion inicial de profesores de
matematicas de secundaria

El andlisis de un plan de formacion inicial de profesores de mateméticas de
secundaria debe tener en cuenta multiples dimensiones. En la Figura 22 hemos
identificado aquellas que corresponden a sus fundamentos, disefio, desarrollo,
objetivos y relacién con el entorno. En este articulo nosotros hemos descrito en
detalle los fundamentos sobre los que se sustenta el disefio de nuestra asigna-
tura. Esta es la relacion 1 de la figura.

5—p Fundamentost——1—p Disefiod—

N

Entorno

4 p Objetivos¢——3—p-Desarrollog-

Figura 22. Analisis de planes de formacion

La relacion 2 se refiere a la manera como el curriculo se desarrolla en la
practica y al grado en que ese desarrollo corresponde al disefio previsto. Todo
plan se desarrolla dentro de un contexto y bajo unas circunstancias cuya com-
plejidad no puede describirse completamente en el disefio. Por ejemplo, el
desarrollo de un plan depende de las decisiones y actuaciones de los formado-
res que lo realizan. Cada formador interpretara y desarrollara el disefio a su
manera, de acuerdo son sus visiones y su conocimiento, lo que resalta la pro-
blematica de la formacion de formadores (Sanchez y Garcia, 2002). No obs-
tante, suponemos que la descripcion detallada de los fundamentos en los que se
sustenta el disefio de nuestra asignatura debe permitirle a un formador hipoté-
tico desarrollar criterios para interpretar ese disefio y para tomar decisiones y
actuar en el aula de manera coherente con esos fundamentos.

La relacion 3 de la Figura 22 identifica la medida en la que la realizacion
del plan logra los objetivos propuestos en el diseiio. De cierta manera, esta
relacion manifiesta el éxito del desarrollo del plan. El estudio de esta relacion
deberia contribuir a la comprension de los procesos en virtud de los cuales los
futuros profesores construyen su conocimiento didactico. En una exploracion
de este tipo seria deseable establecer si existen patrones de desarrollo en ese
proceso de construccién; determinar los éxitos que alcanzan, y las dificultades
y los obstéculos a los que los futuros profesores se enfrentan en el proceso; y
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conjeturar acerca de las posibles causas de estos éxitos, dificultades y obstacu-
los. La mejora de un plan de formacion pasa necesariamente por el analisis de
este tipo de resultados.

Por ultimo, las relaciones 4 y 5 se refieren al entorno. La relacion 4 esta-
blece la correspondencia entre lo que el disefio del plan impone como propési-
tos para la formacion inicial de profesores de mateméaticas de secundaria y
aguello que el entorno considera que se necesita y demanda de un plan de este
tipo. Por su parte, en la relacion 5 se considera la coherencia entre las visiones
del entorno social e institucional sobre la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas y sobre la formacion inicial de profesores de matematicas de
secundaria, por un lado, y las posiciones que el plan asume sobre estas cuestio-
nes, por el otro.

Conocimiento pedagdgico de contenido y conocimiento

didactico

Vemos las reflexiones que hemos hecho en este articulo como una contribucién
a la continua discusion sobre el conocimiento del profesor de matematicas y su
formacion, iniciada por Shulman con la nocién de conocimiento pedagdgico
de contenido. La nocién de conocimiento didactico que hemos propuesto no es
una interpretacion de la nocion de conocimiento pedagoégico de contenido. Pre-
tende, mas bien, proponer una conceptualizacién del conocimiento del profe-
sor que, atendiendo a la especificidad de las matematicas, resalta el caracter
integrado de este conocimiento. Pretende ser una propuesta operativa en el
contexto de la formacion inicial, al estar vinculada a un procedimiento especi-
fico (el analisis didactico) que concreta las actividades a realizar por los futuros
profesores.

La problematica sobre el conocimiento del profesor y su formacion inicial
adquiere cada vez mas actualidad puesto que se reconoce su importancia en la
calidad de la formacion matematica de los escolares. Quince afios después,
muchas de las inquietudes de Shulman y sus colaboradores siguen vigentes:

1. ¢ Qué queremos decir con la transformacion del contenido tematico
para la ensefianza? ¢Cuales son los componentes de este proceso de
transformaciéon? ¢ Como afecta el conocimiento del profesor a este pro-
ceso de transformacién? ¢Qué aspectos de los conocimientos, capaci-
dades y aptitudes se involucran? 2. ¢Cuales son los componentes
l6gicos de la base de conocimiento profesional para la ensefianza?
¢, Qué formas de conocimientos contribuyen a las elecciones que hacen
los profesores? ¢ Cudles son las relaciones entre esos tipos de conoci-
miento? ¢ Como se relacionan el conocimiento de los aprendices con el
conocimiento del contexto y el conocimiento del curriculo? ¢Cémo se
relaciona el conocimiento pedagdgico del contenido con el conocimien-
to tematico del contenido{Wilson, Shulman y Richert, 1987, p. 118).

Este articulo ha pretendido contribuir a la reflexion sobre estas y otras cuestio-
nes y sugerir algunos esquemas conceptuales y practicos para abordar los pro-
blemas que surgen de ellas.
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