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El Grupo de Matematicas “Henry Hopt™, iniciado en 2011, pretende responder
el cuestionamiento: ;Es posible conocer y aplicar los conceptos de la teoria de
los fractales a nivel elemental, de forma que puedan generarse nuevos conoci-
mientos en el contexto de los estudiantes? En este articulo, compartimos diver-
sas actividades que nos han permitido comprender algunas nociones y elemen-
tos que hacen parte de la mencionada teoria.

JUSTIFICACION

Las discusiones ulteriores a la decision de implementar la reorganizacion cu-
rricular por ciclos escolares, nos ha llevado a preguntarnos qué es necesario,
indispensable y pertinente para nuestros estudiantes tratandose del conoci-
miento que pretendemos impartir en nuestras catedras.

En los ultimos siglos, se le ha exigido a la matematica contribuir con la solu-
cion de problemas reales; en el sentido de que aporte nuevas formas de expli-
car la realidad en la que estamos inmersos.

Nuestros estudiantes deben ser parte de esta inquietud social, de forma que
reconozcan las necesidades del mundo, y vean que pueden aportar significati-
vamente a las soluciones que se requieren. No solo vean, sino que identifiquen
una de las tantas formas en las que pueden contribuir de manera provechosa a
la sociedad. Como fundador del Grupo de Matematicas “Henry Hopf”, consi-
dero que esto se lograra de manera efectiva si compartimos con ellos las for-
mas actuales de ver el mundo que, si bien estan basadas en los viejos pilares
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de las estructuras algebraicas (no consideradas a cabalidad en nuestros planes
de estudio), implican paradigmas que nos alejan de la concepcion de un mun-
do rustico, lineal y determinista a la que los tenemos atados.

Uno de los paradigmas mas notorios en este sentido, es el resultante de la teo-
ria de los sistemas dinamicos, especificamente en el subcampo de las formas
fractales. La intencion del Grupo Hopf, es explorar las nociones de esta nueva
matematica, mostrando que sus conceptos se pueden tratar a nivel elemental,
proveyendo una nueva manera de ver, analizar y describir el mundo.

Compartiremos con el lector algunas de las actividades que nos han permitido
reconocer ciertas propiedades de las formas fractales; en particular, de los
fractales clasicos.

PRECONCEPTOS
En este articulo recurrimos a la definicion de fractal dada por Mandelbrot:

Fractal (del latin Fractus, que significa irregular, quebradizo) es el conjunto de
formas que, generadas normalmente por un proceso de repeticion, se caracteri-
zan por poseer detalle a toda escala, por tener longitud infinita, por no ser dife-
renciables y por exhibir dimension fraccional (no entera). Los fractales son el
resultado de la repeticion sin fin de patrones geométricos que se suponen de
forma indefinida. (Mandelbrot, 1982)

La dimension puede determinarse desde diversas aproximaciones; entre ellas,
las particularmente utiles con los fractales clasicos, son:

1. La relacion que determina la dimension D de un objeto geométrico, usando
un recubrimiento de N piezas de tamafio caracteristico R:

N=R"

2. Una definicion mas general es la llamada dimension por cajas o de capaci-
dad, donde también se pretende determinar el nimero N(r) minimo de cajas o
bolas de radio r, necesarias para recubrir completamente el conjunto de puntos
que forma nuestra forma fractal. Matematicamente se determina por medio de
la expresion:

InN(r)

D= lin(}
In—
r
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De hecho, las dos formas de determinar la dimension coinciden para objetos
totalmente autosimilares.
ACTIVIDADES

Explicaremos tres de las actividades trabajadas en el grupo, y también la ma-
nera en la que ayudan a comprender las caracteristicas segun las cuales una
forma se considera fractal.

Tarjetas fractales

Esta actividad se toma del laboratorio de fractales, desarrollado en el sitio
http://classes.yale.edu/fractals/Labs/PaperFoldinglab/PFLProcSierp.html. EI

proceso para construir el equivalente al triangulo de Sierpinsky es:

(1) doblamos una hoja por la mitad, hacemos un corte, desde la mitad del do-
blez, y hasta la cuarta parte de la longitud de la hoja; (2) doblamos una de las
mitades, y luego llevamos ese doblez hacia “dentro”, de forma que quede co-
mo en la imagen. En la imagen doblamos la mitad izquierda, de ahora en ade-
lante, debe doblarse siempre esta mitad; (3) cortamos nuevamente cada mitad:
la parte izquierda hasta la mitad del tamafio del corte. En la mitad derecha,
hasta la octava parte. De cada corte, doblamos y llevamos hacia dentro la mi-
tad 1zquierda; (4) el proceso puede continuarse cuantas veces se quiera. A con-
tinuacion se presenta las imagenes de la secuencia de indicaciones para obte-
ner una tarjeta como la que se muestra al final.

197



A partir de esta tarjeta, que representa el triangulo de Sierpinsky, podemos
determinar las siguientes caracteristicas:

Calcular la suma de las longitudes de los cortes realizados, suponiendo que el
proceso se realiza muchas veces.

Por simplicidad, supongamos que el primer corte tiene longitud 2 unidades;
asi, el primer doblez tiene longitud 1. Teniendo en cuenta que cada corte que
se realice es de la mitad de la longitud del corte anterior, en la siguiente tabla
se muestra la lista de las longitudes de los cortes en cada paso:

Paso | Numero de cortes | Longitud del corte
1 1 2=2
2 3 1=2°
3 9 1 5
5=
4 27 1 52
i
N 3n—1 2 — 22—n

Por tanto, la suma de las longitudes de los cortes es:

n-2

1 1 1
243 +9(=)+27(=) +...+ 3" (—) +...
+3(D)+ (2)+ (4)+ + (2 )+
Factorizando:
2(1 > (3)2
+—+(=) +...
( S+ G )

La suma dentro del paréntesis es una progresion geométrica con radio 3/2, por
lo tanto, diverge. Esto implica que la longitud de los cortes es infinita.

Dejamos a los lectores el calculo de los siguientes:

a) Calcular la longitud de la suma de los bordes resultantes de cada corte (En
cada corte se generan tres bordes), suponiendo que el proceso se realiza mu-
chas veces.
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b) Al hacerse los dobleces se crean espacios huecos. Suponiendo que se cu-
bren con cuadros de papel, podemos determinar el area de la figura obtenida.

¢) Teniendo en cuenta la suposicion del inciso anterior, podemos determinar el
volumen de la figura resultante.

Dimension fractal de un brocoli

Podemos usar artesanalmente la definicion de dimension por capacidad en un
brocoli. El brécoli es un ejemplo muy cercano de lo que es un fractal, puesto
que parte del brocoli es similar al brocoli completo. En este caso, nuestros es-
tudiantes desarrollaron el siguiente algoritmo para determinar una aproxima-
cion de su dimension fractal: (1) usando papel milimetrado, determinar la lon-
gitud mas larga necesaria para “construir’” una caja que contenga completa-
mente al bréocoli; (2) dividimos el brocoli en partes mas o menos iguales,
(cuantas? Las que nos permita la forma del brocoli; (3) Tomamos una de ellas,
es nuestra decision tomar la mas grande o la mas pequea, y repetimos el pri-
mer paso; (4) continuamos este proceso hasta donde lo permita la forma y el
tamafio del brocoli, y registramos en una tabla de tres columnas tituladas:
“Numero del paso”, “Numero de partes” y “Longitud del lado”.

Aplicamos entonces la definiciéon de dimension fractal. En este punto pode-
mos usar el método de aproximacion que consideremos adecuado. El proceso
tuvo una segunda parte en la que los estudiantes dibujaron la silueta del trozo
de brécoli y contaron la cantidad de cuadritos que quedaban encerrados en
ella.

L-Sistemas

En 1968 Aristid Lindenmayer propone una herramienta que permite estudiar
el desarrollo de ciertas especies de plantas, por medio de axiomas o reglas de
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repeticion. El ejemplo clasico es el juego de palabras, que comienza con las
letras a y b. Para cada letra se especifica un axioma de repeticion; por ejem-
plo, cuando aparezca la letra a, la podemos remplazar por b, y si tenemos la
letra b, podemos remplazarla por las letras ab. Si queremos desarrollar las
primeras etapas del juego, nos quedaria:

a b ab bab abab

El programa Fractint trae consigo sintaxis de programacion que permite la si-
mulacién de L-Sistemas, con los cuales es posible generar formas fractales v,
muy importante, aproximaciones de formas naturales, como arboles, plantas,
entre otros. Recomendamos al lector seguir el tutorial de Fractint en la direc-
cion http://www.dmae.upm.es/cursofractales/capitulo2/frames.htm, en donde
encontrard las nociones basicas del manejo de L-Sistemas en fractint. Solo
mencionaremos aqui los comandos basicos de Fractint, para generar estos L-
Sistemas:

{}: Indican el inicio y terminacion del comando de generacion.

Angle x: | Esta palabra, seguida por el valor x, hace que el programa internamente calcule
el angulo de giro; es decir, angulo de giro 360/x.

Axiom: | Aqui se indica el axioma de formacion principal. Posteriormente se pueden
indicar otros axiomas de repeticion.

F: El sistema dibuja una linea recta.

+: El sistema gira el cursor tantos grados como indique la sentencia “Angle x” en
el sentido contrario al de las manecillas del reloj mecanico.

— El sistema gira el cursor tantos grados como indique la sentencia “Angle x” en
el sentido de las manecillas del reloj mecanico.

@x: El valor de x suele ser un numero entre 0 y 1. Indica un factor de reduccion en
la linea que se dibuja.

G: Se mueve hacia delante sin dibujar nada.

HE Dentro de estos corchetes se suelen escribir codigos. Lo que el programa inter-
preta es: desarrollo el codigo que hay dentro de los corchetes, luego regreso el
cursor al inicio del corchete, y contintio con el codigo que sigue después del
corchete. Este comando es especialmente util cuando se hacen codigos para
simular plantas.

Por ejemplo, para construir un cuadrado, el codigo es:
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Cuadrado{ Angle 4

Axiom f+f+f+f }

Veamos: Al indicar “Angle 4”, el sistema internamente hace 360/4 = 90, por
lo tanto, los giros seran de 90°. Ahora, el axioma es “f+f+f+f’, es decir, el

programa interpretara:

Q

f

-G

-

.

Para terminar, a continuacidén presentamos cuatro figuras y el cddigo con el
que simulamos cada una. Ademas, invitamos al lector a que descargue el pro-
grama, puede hacerse de forma gratuita en el enlace

http://spanky.triumf.ca/www/fractint/getting.html

Una vez instalado el programa, pueden probar con los codigos que les propor-
cionamos y esperamos que esto sea incentivo para que traten de escribir los

suyos.

Codigo

Imagen

Progreso{
Angle 3

Axiom f+f+f
F= f++fH+H+f

}
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B DOSBox 0.74, Cpu speed: 3000 cycles, Frameskip 0, Program: FRACTINT [ =

XYC{

Angle 8

Axiom f+f+f+f
F= fHfHH-f-f+Hf

}

[l DOS50x 0.74, Cpu speed: 3000

Angie{

Angle 3

Axiom F

F= f+f-f+f+f-f+f

}

B DOSEox 074, Cpu speed: 3000 cycles, Frameskip 0, Program: FRACTINT lo] [

Anxe {

Angle 18

Axiom X

X = [+Hf] f[x+] +x+x
F=ff

b
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