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En la busqueda bibliografica hecha para la construccion de la idea del trabajo
de grado para la licenciatura, encontramos una relacion de la geometria hiper-
boélica y el modelo del plano hiperbolico con el tejido en crochet. Asi se des-
pierta en nosotras el interés por esa geometria y por como podria llevarse al au-
la de matematicas en la educacion basica (media vocacional). Como primera
aproximacion, desde las dudas que surgieron para ese proposito, se hizo una
breve blisqueda de experiencias de trabajo con geometria hiperbdlica en la edu-
cacion basica, con el fin de determinar cudles modelos, tematicas y otros aspec-
tos se tienen en cuenta al trabajar en el aula.

PRIMEROS PASOS PARA LA CONSTRUCCION DE LA IDEA PROBLEMA

Al emprender la realizacion del trabajo de grado de la licenciatura, lo primero
fue identificar una problematica de interés: la geometria es uno de nuestros
temas predilectos; luego, en la indagacion para consolidar la idea del trabajo
nos enfocamos en la diversidad de geometrias y encontramos el trabajo sobre
geometria hiperbdlica desarrollado, en 1997, por los profesores David Hen-
derson y Daina Taimina de la Universidad de Cornell (EUA). En su articulo
Crocheting the hyperbolic plane (Henderson y Taimina, 2001), los autores
exponen como construyeron un modelo fisico del plano hiperbolico tejido en
crochet, sus propiedades matematicas y codmo se evidencia la geometria hiper-
bolica en el modelo; inclusive, muestran una representacion de un tridngulo
hiperbdlico en el modelo (ver Figura 1).

Fue importante encontrar un trabajo de crochet con una geometria que hasta el
momento era, y ain es, muy poco conocida por nosotras, ya que dio origen a
varios cuestionamientos que mas adelante se presentan. Consultando un poco
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més sobre el trabajo de los mencionados profesores, dimos con una entrevista'
a ellos, realizada en 2004. Alli afirman la existencia de la geometria hiperboli-
ca en elementos de la naturaleza como los arrecifes de coral, algunas criaturas
de mar e incluso en algunas hojas de lechuga, juna hoja de lechuga tiene rela-
cion con la geometria!

Figura 1: Representacion de un tridngulo en el modelo hiperbdlico en crochet (Henderson
y Taimina, 2001, p. 26)

En una primera busqueda sobre la geometria hiperbdlica se encontrd que
guarda relacidon con el enunciado del quinto postulado de los Elementos de
Euclides. Tal postulado fue abordado por muchos personajes que intentaron
demostrarlo, debido a su complejidad, notable diferencia respecto a los otros
cuatro postulados, y a que fue el que mas tardiamente se utiliza en el Libro 1.
A lo largo de la historia, se encontraron enunciados equivalentes al quinto
postulado, uno de ellos: Por un punto exterior a una recta se puede trazar una
paralela y solo una.

En el siglo X1X, de manera independiente Gauss, Janos Bolyai y Lobatchevski
llegan a descubrimientos sobre una nueva geometria, que en su momento lla-
maron geometria no euclidiana, y que ahora se conoce como geometria hiper-
bolica. Se caracteriza, entre otros aspectos, por el hecho de que por un punto
exterior a una recta hay infinitas rectas paralelas y los &ngulos internos de los
triangulos suman menos que dos rectos.

Desde ese panorama, comenzamos a pensar sobre las geometrias no euclidia-
nas, especificamente sobre la geometria hiperbolica y como llevarla a un aula
de la educacion basica. Comenzaron a surgir cuestiones como: ;como emplear

" La entrevista la realizo el Magazine Cabinet y el texto de la misma esta disponible en
http://cabinetmagazine.org/issues/16/crocheting.php.
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el recurso de la profesora Taimina para la ensefianza de algunas nociones de
esa geometria en la educacion basica?, ;qué temas?, ;jen qué cursos?, ;/qué
deberian saber los estudiantes para trabajarlo?, ;qué deberia saber el profesor
para ensefiarlo?

Luego de reflexionar y atender consejos por parte de profesores, se determinéd
como primer paso: la indagacidén sobre experiencias de aula con la geometria
de nuestro interés, realizadas en educacion basica. Se hizo entonces la respec-
tiva busqueda en bases de datos: libros, articulos, trabajos de grado. En este
articulo se hace una breve presentacion de lo encontrado hasta el momento,
pero antes de ello, un comentario sobre el quinto postulado.

LA NEGACION DEL QUINTO POSTULADO

Figura 2: Representacion del quinto postulado de Euclides que versa: Si una recta secante

corta a dos rectas formando a un lado 4ngulos interiores, la suma de los cuales sea menor

que dos angulos rectos; las dos rectas, suficientemente alargadas se cortaran en el mismo
2

lado.

Hace cerca de dos siglos surgieron diversas geometrias que son consistentes
con el modelo euclideo, es decir que aunque difieren en el quinto postulado
(Figura 2), “tienen un sistema légico y coherente”. Lo que se demuestre en
ambas es cierto, sin olvidar que cada una tiene un campo de aplicacion. A fi-
nales del siglo XIX, se logro demostrar que el quinto postulado de los enuncia-
dos por Euclides podia ser no valido, asi se dio lugar a la divisién: geometrias
euclidianas y geometrias no euclidianas. Son geometrias no euclidianas, entre
otras, la geometria eliptica y la geometria hiperbdlica; en ambas se niega el
quinto postulado; en la geometria eliptica se acepta que “No existe paralela
alguna a una recta dada que cruce por un punto dado”; mientras que en la hi-

? Tomado de: http://www.euclides.org/menu/elements_esp/01/postuladoslibrol.htm
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perbolica se acepta que “Existen infinitas rectas que son paralelas a una recta
dada por un punto dado”.

DE LO ENCONTRADO HASTA EL MOMENTO

Desde la indagacion sobre la ensefianza de las geometrias no euclidianas y, en
particular, de la geometria hiperbdlica, se ha encontrado que entre los afios
2000 y 2009, en Estados Unidos, Portugal y Brasil se han llevado al aula co-
nocimientos relacionados con la geometria hiperbolica. Evidencia de ello: en
Estados Unidos, el trabajo de grado de Donald Christi (Christi, s.f.); en Portu-
gal, la tesis de doctorado de la profesora Maria Teresa Neto (Neto, 2009). A
continuacion se presenta un recuento de lo encontrado:

Christi Donald en su trabajo de grado en la Universidad de lowa, trabaja con
un curso de 51 estudiantes de grado noveno en Estados Unidos, sobre la geo-
metria hiperbodlica. En la primera parte del curso, los estudiantes habian estu-
diado geometria euclidiana, posteriormente trabajaron con la geometria esféri-
ca haciendo uso de bandas de caucho y una pelota de tenis; cuando llegaron a
los tridngulos y la medida de los angulos internos, los estudiantes descubrieron
que la suma era mayor de 180° en ese momento la profesora introdujo algu-
nos aspectos historicos y su relacion con la prueba del quinto postulado de
Euclides. Trabajaron una prueba de 34 teoremas que debian clasificar: cudles
eran de la geometria euclidiana, cudles de la geometria hiperbodlica y cuéles de
ambas geometrias. Para realizar esa clasificacion, los estudiantes habian inter-
actuado con un modelo de geometria hiperbolica, un software desarrollado por
Joel Castellanos (Modelo del disco de Poincaré); también trabajaron con
Geometer’s Sketchpad para experimentar con geometria euclidiana. Donald
concluye que el uso de recursos tecnoldgicos le permitid a los estudiantes vi-
sualizar el espacio hiperbolico, y el desarrollo de la actividad proporcion6 a
los estudiantes la oportunidad de reconocer la existencia de otras geometrias.

En su tesis doctoral para optar por el titulo de Doctora en Didactica de la Uni-
versidad de Aveiro, Maria Teresa Neto (2009) tenia como problema de inves-
tigacion: ;De qué manera y qué otros modelos de geometria plana, diferentes
del euclidiano, pueden ayudar a los estudiantes de secundaria a desarrollar el
razonamiento deductivo? El objetivo era analizar entornos de aprendizaje en
los que los estudiantes resolvian problemas, en el contexto de la argumenta-
ciéon y demostracion. Hace el analisis a la resoluciéon de unos problemas en
diferentes geometrias; especificamente, resolvieron un problema haciendo uso
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del modelo del semiplano superior (modelo de geometria hiperbdlica), esto
con un estudio de caso de dos estudiantes de grado décimo en Portugal. La
profesora concluye que los estudiantes trabajaron varios sistemas axiomaticos,
evolucionaron a un pensamiento mas estructurado gracias a la introduccion de
las otras geometrias y la resolucion de problemas en dicho contexto.

En la propuesta que hacen para introducir la geometria no euclidiana en el cu-
rriculo de geometria de secundaria, Gray y Reza (2007, citando a Lenart,
1993) senalan que la introduccioén de la geometria no euclidiana a temprana
edad (10-11 afios) puede ser ventajosa ya que los estudiantes no han desarro-
llado sesgo alguno hacia la geometria euclidiana y sus pensamientos no se ve-
rd limitado por sus experiencias en el plano. Se refieren a que la mejor forma
de ensefiar la geometria hiperbolica es por medio del modelo de Poincaré.
Concluyen que la mayoria de los estudiantes que han recibido algin curso de
geometria en la escuela secundaria, terminan el curso sin tener noticia de otras
geometrias.

A modo de conclusion, sobre los pasos que se han dado en la busqueda de ex-
periencias de aula con la geometria hiperbolica en la educacion baésica, se re-
salta la implementacion de recursos tecnoldgicos de modelos para la geome-
tria hiperbdlica; el mas mencionado es el disco de Poincaré ya sea desde la
creacion de herramientas en GeoGebra o el modelo disefiado por el profesor
Joel Castellanos. Entre otros modelos que se mencionan, se encuentra el Se-
midisco superior, pero no se ha hallado, hasta el momento, alguna experiencia
sobre la geometria hiperbdlica con un modelo fisico como el de Henderson y
Taimina.

Se ha resaltado la importancia de implementar otras geometrias en el aula por-
que enriquece el pensamiento de los estudiantes; en primera medida, porque
desarrollan niveles de pensamiento cada vez mas estructurados, reconocen as-
pectos historicos de la evolucion de las matematicas, y en particular de las
geometrias.

REFERENCIAS

Christi, D. (s.f.). Hyperbolic geometry in the high school geometry classroom (Tesis de
grado). lowa State University, lowa, EUA. Recuperado de
http://www.math.iastate.edu/thesisarchive/MSM/Donald C MSM_F05.pdf

Gray, A. y Sarhangi, R. (2007). 4 proposal for the introduction of non-euclidean geometry
into the secondary school geometry curriculum.

233



Recuperado de http://pages.towson.edu/gsarhang/Modules%20for%20Non-
Euclid%201.doc

Henderson, D. y Taimina, D. (2001). Crocheting the hyperbolic plane. The Mathematical
Intelligencer, 23(2), 17-28. Recuperado de
http://www.math.cornell.edu/~dwh/papers/crochet/crochet. PDF

Neto, M (2009). O desenvolvimento do raciocinio dedutivo ao nivel do ensino secunddario:
recurso a geometrias planas (Tesis de doctorado). Departamento de Didactica y Tec-
nologia Educativa, Universidad de Aveiro, Portugal.

234



