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Resumen. Se considera que las nociones matemdticas tienen su origen en las ideas germinales que han surgido
en diferentes momentos historico-epistemoldgicos de la matematica. En la didactica de la matematica las
nociones tienen un papel preponderante como elementos articuladores de los saberes matematicos que estan
en juego. En este trabajo se dan algunas evidencias del comportamiento epistemologico acerca de dos
nociones: la promediacion y la linealidad, las cuales no se perciben en la escuela en su estatus
metamatematico. Aparecen en practicamente todas las etapas escolares y su conceptualizacion en los diferentes
niveles educativos es abordada de forma desarticulada, lo que propicia aprendizajes poco significativos.

Palabras clave: epistemologia, cognicion, nociones, linealidad, promediacion

Abstract. It is considered that the mathematical notions have their origin in the germinal ideas that have
emerged in different historical-epistemology moments of mathematics. In the didactic of mathematics the
notions have a role as articulating elements of mathematical knowledge at stake. In this paper we give some
evidences about epistemological behavior of two notions: the averaging and linearity, which are not seen in
the school metamathematical status. They appear in practically every school and conceptualization stages at
different educational levels and they are addressed in a disarticulated way, which fosters poorly significative
learnings.
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Introduccion

Las nociones matematicas han surgido de las ideas germinales desde distintos momentos
histéricos de la propia matematica. Algunas de las nociones que se han identificado son:
Linealidad (Acosta, 201 1) Promediacion (Rondero, 2001), Variacién (Cantoral, 1990), Acumulacion
(Cordero, 1994), entre otras. Se consideran a tales nociones como elementos fundamentales
en la construccion de saber matematico. En particular el proposito de este trabajo es mostrar

y caracterizar algunos significados de las nociones de linealidad y promediacion.

En Acosta, (2011) se considera que la nocion de linedlidad, es un elemento basico en la
construccion de saber matematico, partiendo de su antecedente conceptual la nocién de

proporcionalidad.

Por otra parte, se han proporcionado evidencias de que el antecedente de la nocion de
linealidad es la idea germinal, ratio mutabilitas constant, la cual denota una tasa de variacion
constante, lo que otorga significado intrinseco a objetos y conceptos matematicos como:

proporcion directa, recta, dependencia e independencia lineal, transformacion lineal.
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En Rondero (2001), se identifican y resaltan las ideas germinales que se denominan Ponderatio y
/Equilibrium, cuya interaccion ha resultado importante en la constitucion del conocimiento
fisicomatematico. Y precisamente son ideas germinales porque en su propia génesis el
conocimiento propiamente fisico ha recurrido para su constitucion al estudio del equilibrio
como fenémeno y en la equilibracion como ejecucion de la accion de equilibrar, mientras que
la génesis del conocimiento matematico se basa para su constitucion en el estudio del
promedio, entendido como la matematizacion del equilibrio y a la promediacion como

ejecucion de la accion de promediar.

Las nociones en cuestién cumplen la funcion de articulacion entre la matematica elemental y la
matematica avanzada, al aportar elementos en general para su aprendizaje, lo cual es dado

precisamente por sus caracteristicas de ser nociones metamatematicas.
Marco conceptual

El fundamento tedrico esta constituido por las interpretaciones acerca del término nocién (un
saber susceptible de ser ensefiado en ambito escolar), y de las nociones diddcticas (Chevallard,
1997). Y desde una perspectiva tedrica amplia, los ejes sobre los que ha girado la investigacion
son la Epistemologia, la Cognicion y la Didactica. Se ha buscado, transitar dialécticamente entre
estos tres ejes, es decir, uno a otro se han sustentado, complementado y apoyado, todo lo
cual ha propiciado un enriquecimiento de la propia investigacion y algunos de los resultados se

muestran en este reporte.

Por otra parte, las nociones forman distintos estratos del funcionamiento del conocimiento
matematico escolar las cuales se dividen en dos grupos (Chevallard, 1997): las nociones
explicitas que estan conformadas por las nociones matematicas (Son objeto de estudio y
evaluacion en si mismas, ademas sirven como instrumento para el estudio de otros objetos.); y
las nociones implicitas conformadas por las nociones paramatematicas (son las que se utilizan
conscientemente, esto es que son reconocidas y designadas como instrumentos para describir
otros objetos matematicos, pero no se les considera como objetos de estudio en si mismas, y
por lo tanto no son objetos de evaluacion directa.) y las nociones protomatematicas (Son las
nociones que se emplean en la practica para resolver ciertos problemas, pero de forma que la
nocién misma no es reconocida ni como objeto de estudio ni como instrumento Util para el

estudio de otros objetos.) (Martinez, 2002).

En este reporte de investigacion se sostiene que las nociones de Linealidad y Promediacién en la
didactica del nivel superior no son explicitas desde los distintos estadios segiin Chevallard
(1997) acordes al papel que juegan en ambiente escolar, a través de sus diferentes

representaciones. Como cuando se aborda el tema de la recta en el plano en bachillerato,
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generalmente no se toman en cuenta la nocion de proporcion directa, ni posteriormente para
el concepto de linealidad. Por otra parte cuando se estudia el Teorema Fundamental del
Calculo Integral en los primeros semestres de algunas licenciaturas, a menudo no se hace

explicita la promediacién.

La forma cientifica de conducir este trabajo, estd sustentada en el enfoque sistémico, ademas
de tomar en cuenta, como elemento metodologico, el rescate epistemoldgico de los significados
(recuperacién de significados que subyacen al conocimiento, lo cual se realiza en diferentes

momentos de la evolucion del mismo (Acosta, 201 1)) de la nocion de linealidad.
Resignificacién de la nocién de Linealidad

La proporcion directa se empleaba con frecuencia (Filloy, 1998) en las antiguas civilizaciones,
alcanzando un gran desarrollo de la habilidad operatoria. Ya en las culturas: griega, babilonica y
egipcia, afrontaban cierto tipo de problemas de la vida cotidiana, desde la distribucién de una
herencia, hasta el cdlculo de interés compuesto. La aritmética babildnica funcionaba para hacer

calculos astronémicos, mercantiles, y mediciones de areas y volimenes; en tales estimaciones.

En la cultura egipcia, no sélo se resuelven problemas aritméticos, sino se dieron elementos de
solucién a ecuaciones lineales, que escritas en simbologia moderna son de la forma x +ax=»5
o x+ax+bx=c. En el Papiro de Rhind, se muestra la soluciéon de este tipo de ecuaciones,

empleando un método que en nuestros dias se conoce como el método de la falsa posicion

(Boyer, 1991).

En Los Elementos de Euclides, escrito hacia el ano 300 a. C,, los postulados, Desde cualquier
punto se puede trazar una recta a cualquier otro punto y toda recta se puede prolongar
indefinidamente. Dichas proposiciones se refieren a la recta, no sélo en el sentido de que por

dos puntos pasa una recta, sino ademas de que ésta es Unica.

En el primer postulado del primer libro, Sobre la esfera y el cilindro, Arquimedes, da la definicion
mas empleada de la recta hasta nuestros dias: La recta es la linea mads corta que une sus puntos

extremos.

Hacia el afno 370 a. C. Eudoxio de Cnido (4087 — 355?) profundizando en las ideas de
Anaxagoras, define indirectamente la igualdad de dos razones a: b y ¢ d, lo que en la
actualidad es una proporcién (Hofmann, 2002). Este hecho importante es un antecedente
epistemoldgico, y elemento articulador para con la ecuacion de la recta y= mx, donde por
supuesto esta implicita la nocion de linealidad, cuya perspectiva geométrica en el plano se inicia
desde los trabajos de Descartes (1596 — 1650), y la cual en la actualidad se estudia en el nivel

medio superior. Descartes determina la situacién de un punto en un plano por su posicién
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respecto al eje de las x. Propone la forma b x = a y para la recta que pasa por el origen, y
considera a x + by = c como la ecuacién de una recta en su forma general (Hofmann, 2002). La
linealidad adopta representaciones analitico-geométricas, que permiten expresar lo geométrico
por medios algebraicos, lo que posibilita ganar en lo conceptual, al transitar entre lo analitico y

lo geométrico.

El nacimiento incipiente del Algebra lineal se propicia desde la intencion del anilisis de la
solucion de sistemas de ecuaciones lineales por parte de Euler y Cramer durante el siglo XVIII.
Posteriormente se fueron desarrollando los conceptos como matrices, determinantes,
dependencia e independencia lineal, transformaciones lineales y espacios vectoriales. Sin
embargo en este desarrollo histérico epistemolégico del Algebra Lineal, no es manifiesta la
importancia conceptual y articuladora de la proporcionalidad cuando se estudia la ecuacion de
la recta en R2. Una circunstancia similar se presenta cuando se analiza la nocién de linealidad

en licenciatura lo cual ha repercutido en los ambientes didacticos modernos.

Usualmente la ensefanza de la recta se aborda en bachillerato estudiandola a través de la
ecuacion y=mx+b, donde m es la pendiente y b la ordenada al origen, llamandola funcion lineal.
Tales saberes representan un obstaculo posterior, en licenciatura, ya que cuando b0 no es
una transformacion lineal de acuerdo a la definicion: L(au+bv)=al(u)+bL(v), siendo que segln
Golubitsky y Dellnitz (2001) sostienen que: la idea central en dlgebra lineal es la linealidad. La
forma ay=bx, la cual es herencia epistemologica de la igualdad de dos razones a:b como xy
planteada por los griegos de la antigliedad, representa una transformacion lineal, sin embargo la
ecuacion pendiente ordenada al origen no lo es (Acosta, Rondero y Tarasenko, 2008). Ello no se
aclara en el nivel medio superior, en el sentido del estatus didactico que tiene en la escena
escolar, ni por ser un antecedente historico epistemoldgico y articulador, y como

consecuencia, esta vaguedad sobrevive hasta los cursos iniciales de licenciatura.

En el tema de dependencia lineal no es comln que sea abordado, partiendo de la

proporcionalidad, siendo que juega un papel protomatematico, pero podria ser

paramatematico. En la escuela se menciona: Dos vectores v; y v, definidos en R, con n >1, se
dice que son linealmente dependientes si y sélo si la combinacion lineal ¢, v, +c,v, =0, se cumple
cuando ¢, #0 6 ¢, #0. Un aspecto diddctico rescatable es el que refiere a cémo se relacionan

conceptualmente la dependencia lineal y la proporcionalidad directa. Se puede ver de la definicion

— C —_—
anterior, que se cumplen las proporcionalidades directas, v, = —(—=)v,, siempre y cuando ¢, # 0, o
c
1
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—_— c —
bien v, =—(—)v,, si ¢, #0 (Rondero, Tarasenko, Acosta, 2009). El que dos vectores sean
)

linealmente dependientes implica que geométricamente sean paralelos, y ello esta relacionado
conceptualmente con la idea de paralelismo entre rectas en el plano cartesiano. Tales
significados tendrian que ser resaltados en la didactica para una articulacién apropiada de
saberes en el curso inicial Algebra Lineal. Sin embargo en la didactica escolar no se agregan

dichos elementos, privilegiando lo algoritmico y memoristico.
La nocién de Promediacion

Ahora por lo que respecta a la nocién de promediacién, uno de los saberes matematicos que
tiene un papel relevante en la construccion del conocimiento matematico es precisamente el
de la media aritmética, que como se sabe es una de las formas de promedio mas conocida.
Existen otros promedios como la media geométrica y la media armonica, entre otros muchos,
cada uno de los cuales requiere de estudio aparte. En este trabajo se muestra cémo es que la
media aritmética resulta tener un estatus protomatematico al abordar otros temas, y por tanto
fungir como un eje de articulacion conceptual entre las diferentes asignaturas de matematicas
que se ensefan en secundaria y bachillerato, aunque también se puede hacer evidente su
articulacion con otros cursos de matematicas superiores como el Analisis Matematico y la

Estadistica.

Es por tanto un proposito de este trabajo el mostrar algunos contextos metamatematicos en
los que aparece la media aritmética en la secundaria. En tal caso se muestra su evidente
participacion tanto en el calculo de areas de triangulos y trapecios, como en calculo de

integrales definidas de f(x)=x. Respecto al contexto de lo numérico, la media aritmética aparece

en el calculo de sumas de progresiones aritméticas y en el calculo de raices, como: ¥ @ ¥ ¥ &,
entre otras, usando el método de Herdn de Alejandria. Asimismo en el calculo numérico de
integrales definidas de funciones de la forma _f'(p;: m 3% con k=1, 2, 3, ..., n.. Lo cual esta

referido a un estatus protomatemadtico y paramatematico.

En lo que corresponde a la estadistica descriptiva, la media aritmética (paramatematico) tiene
participacion como una medida de tendencia central y en la medicion de errores. Mientras que
en la estadistica inferencial su participacion relevante es el calculo de valores esperados y en la
varianza de variables aleatorias con funciones de distribucién de tipo discreto o continuo. Es
de remarcarse que la media aritmética vista como un promedio en lo discreto o en lo
continuo, es un elemento de articulacion entre las partes descriptiva e inferencial de la

estadistica.
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Sobre la articulacion de saberes matemadticos

La articulacion de saberes permite religar lo que se presenta en forma disjunta, lo que parece
no tener relaciéon por omision, obviedad o ignorancia. Posibilita presentar los saberes para su
aprendizaje en forma coherente y consistente, ademas de explicitar las relaciones conceptuales
entre ellos. Uno de los sustentos de la articulacién es precisamente el que corresponde a un
rescate epistemoldgico para la didactica, de ciertos saberes matematicos, como la media
aritmética y la proporcion directa, lo que puede permitir el disefio de tareas de aprendizaje.
Ademas posibilita el dar elementos para el disefio curricular y por supuesto para la formacion

de profesores con una vision de pensamiento amplia y consistente.

La articulacion de saberes conlleva disenar propuestas didacticas innovadoras que permitan
atender algunos de los problemas que se desprenden del fenomeno de ensehanza no atendido

y es el que corresponde a la presentacion desarticulada de los saberes, cuando por ejemplo se

presenta la media como una simple formula, para el caso de dos numeros reales

positivos, a, b, sin atender a su desarrollo histérico, sus significados y representaciones segtn
sea su estatus protomatematico o paramatematico en la didactica. Ademas de no atender a las
diferentes formas en que este concepto se relaciona con muchos otros en la matematica y a su

trascendencia epistemoldgica en la construccién de conocimiento no s6lo matematico.
La participacion epistemolégica de los promedios

Los fenébmenos naturales tienen un comportamiento que desde la perspectiva de lo variacional
siempre los lleva a transitar al menos una vez por lo que suele llamarse promedio,
etimologicamente interpretado como pro, hacia y el medieu, esto es un valor intermedio entre

dos o mas valores de aquello que varia.

Como suele ocurrir con diferentes conceptos, el hombre ha usado el promedio en sus
construcciones, en sus agrimensuras y de muchas otras formas, mucho antes de aprender a
calcularlo. Millones de anos después Arquimedes aprende a calcular el centro de gravedad de
diferentes cuerpos geométricos, y todavia mas, aprende a estudiar el equilibrio de los cuerpos.
Es decir, Arquimedes tomé como un elemento epistemologico fundamental en la construccion

de su conocimiento al calculo del centro de gravedad que es una forma de promedio.

Ahora bien, la nocién fundamental que sustenta al promedio la denominamos promediacién, en
el sentido de ella se desprenden todas las diferentes formas de promedio, en particular la
media aritmética. Una consideracién interesante de caracter epistemologico, se da cuando nos

preguntamos para dos valores dados, a >0 y b>0, qué miden cada una de las medias
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, pero ademas qué las

aritmética,x m E":_ﬁ" geométrica & m qu, y armoénica Ff m
-

zlaF,

distingue y como se relacionan estos tres diferentes tipos de promedio.

Sin embargo, “el mundo” de los promedios no queda restringido a los tres mencionados, se
amplia considerablemente en diferentes contextos metamatematicos, al grado tal que se tienen
métodos de calculo en donde se combinan dos o mas diferentes tipos de promedios, dos de
los mas conocidos son el aritmético-armonico y el geométrico armonico. El llamado método

babilonico es de tipo aritmético-armoénico y se usa para calcular raices de nimeros enteros

positivos como va Y ‘333-.

Desde la participaciéon de Arquimedes, se hace un rescate epistemologico del exceso y el
defecto, entendido de la siguiente forma, dados dos numeros reales a>0 y b>0, si se quiere
encontrar un valor intermedio que equipare o equilibre a estos dos valores dado, entonces

podemos calcular el exceso dado como x-a, el cual es un valor positivo y el defecto, x-b, que

es de igual valor pero negativo, de manera que: X =@ %% = b m Q,
Conclusiones y reflexiones

La caracterizacion de las ideas germinales, siendo estas consideradas como categorias tedricas
a las que se recurre como elemento explicativo de orden eminentemente epistemologico,
tienen en si mismas la cualidad de que a través de ellas se generan teorias completas, para lo
cual se van estructurando definiciones, propiedades, teoremas, principios y todos aquellos
resultados previos a los que haya lugar. Es posible resaltar algunas de las aportaciones hechas
acerca de la cognicion de las ideas germinales de: Ponderatio y Ratio Mutabilitas Constant dado
que se ha observado que efectivamente son ideas muy cercanas a la intuicion de los
estudiantes. Precisamente son ideas germinales porque en su propia génesis historica el
conocimiento propiamente ha recurrido para su constitucion el desarrollo de las ideas desde

contextos surgidos de necesidades especificas.

Las nociones de linealidad y promediacién son elementos de articulacion en la matematica
escolar y se puede apreciar su caracteristica de transversalidad conceptual de ambas, entre la
matematica elemental y la matematica avanzada, en el entendido de que estas nociones
adoptan distintos estadios didacticos, que se expresan en diferentes objetos matematicos,
como en el caso de la linealidad las propias ecuaciones de la recta, y de la promediacién la

media aritmética, entre otros promedios que a su vez aportan nuevos significados a las mismas.

Un obstaculo importante que tiene repercusion en la didactica, es por la desarticulacion

manifiesta entre la igualdad de dos razones a: b y ¢: d con la recta que pasa por el origen, bx =
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ay, y con la funcién lineal f(x)= ax +b. Se cree que esto sucede porque la nocion de linealidad

presentan distintos significados que se entrevén por las ecuaciones.

Es de resaltarse el hecho de que los significados de la nocidn de linealidad rescatados de las
ecuaciones de la recta en el plano, representan un andamiaje fundamental de articulacién
conceptual en la matemdtica escolar y se distingue su importancia transversal entre la
matematica elemental y la matematica avanzada, esto es debido a la condicién metamatematica
de la nocidn de linedlidad. En tal caso, la adecuada instalacion de los elementos conceptuales
antes sefalados, propiciaria un aprendizaje matematico bien articulado con diversos conceptos

del Algebra Lineal.

Por lo que se refiere a la nocion de promediacion es conveniente resaltar su papel
epistemoldgico en la construccion del conocimiento matematico referido a los diferentes tipos
de promedio, cuya aparicién se da en todo el curriculum escolar, y lo cual debe ser un

elemento en los aprendizajes de los estudiantes y en la formacion de profesores.

Se hace un rescate epistemolégico de la trascendencia que tienen las ideas germinales:
Ponderatio y Ratio Mutabilitas Constant para la didactica, dado caracter metamatematico,
manifiesto en transversalidad de los saberes en el curriculum escolar, sin embargo, esto no
hubiera sido posible sin antes haber ejercido una vigilancia epistemolodgica de los saberes,
entendida en el sentido de seguirle la pista a la modificacion de los mismos. Se cree
conveniente incorporar las ideas germinales a la didactica de las matematicas en general y en

particular a la didactica de la matematica.
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