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Resumo. Apresentamos neste trabalho resultados de uma pesquisa de natureza diagndstica quanto ao
desempenho dos estudantes do |° ano da Licenciatura em Ensino de Matematica na Beira — Mogambique. A
coleta de dados aconteceu no ambito das aulas da disciplina “Geometria Plana”. A pesquisa decorreu em duas
fases. As reflexdes tecidas fundamentam-se nos Paradigmas Geométricos de Houdement e Kuzniak (2003) e
abordagem semidtica de Duval (2004). Os resultados mostram que esses alunos tém dificuldades em organizar
uma estrutura dedutiva e usar argumentos matematicos para validar propriedades geométricas, enquadrando-se,
desse modo, na Geomtria Natural.
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Abstract. This paper presents results of a survey regarding the nature diagnostic performance of students of Ist
year of Bachelor in Mathematics Teaching in Beira - Mozambique. Data collection took place within the school
discipline "Plane Geometry". The study was conducted in two phases. The reflections made are based on the
paradigms’ Geometric of Houdement and Kuzniak (2003) and semiotic approach of Duval (2004). The results
show that these students have difficulties in organizing a deductive structure and use mathematical arguments
to validate geometric properties, therefore, find that they fit in Natural Geometry.
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Introducao

A finalidade do presente artigo é apresentar os resultados preliminares de um levantamento
diagnéstico do desempenho dos alunos do primeiro ano do curso de Licenciatura em Ensino
de Matematica na Universidade Pedagdgica — na Delegagao da Beira — em Mogambique na
producdo de demonstragdes em geometria do ensino Basico, no ambito de um projeto de

estudo para o doutorado em Educagao Matemdtica.

Nos ultimos 30 anos, ha um grande esforgo de investigagao em educagao matematica na area
de justificagao e prova, desde a construgao da prova, a natureza epistemologica da prova, até
sua implementagao em sala de aula, etc., (Weber & Ramos, 2011, p. 329). Contudo, alguns
pesquisadores afirmam que dentro da comunidade ndo ha um consenso sobre o que constitui
prova, ou o que deveria ser objeto de pesquisa acerca de provas (Balacheff, 2008), apontando
como testemunho os diversos enfoques nas pesquisas: uns enfatizam os tipos de raciocinios
utilizados em argumentos matematicos, outros a percepgao dos alunos sobre a prova, outros
examinam as fungSes da prova na matematica e, ainda, o uso indiferenciado dos termos prova
e demonstragao. Neste artigo diferenciamos os termos prova e demonstr¢io segundo

Balacheff (1987), isto &,
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Chama-se prova uma explicagao aceita por uma certa comunidade em um dado
momento. Essa decissio pode ser objeto de um debate em que a significagao é

exigéncia para determinar um sistema de validagdo comum aos interlocutores.

(-..) No seio da comunidade matematica, elas devem ser sequéncia de enunciados
organizados segundo regras determinadas: um enunciado é considerado
verdadeiro ou é deduzido dos que Ihe precedem segundo uma regra de dedugao
tomada num conjunto de regras bem definidas. No6s chamamos demonstracdo a

essas provas (Balacheff 1987, p. 147-148, tradugao nossa).

Apesar dessa diversidade de enfoques todos consideram que a reavaliagio do papel da prova
no ensino deve constituir um dos desafios da Educacio Matematica na atualidade. E no

contexto dessa problematica que o presente artigo se insere.
Quadro teodrico e revisio da literatura

Segundo Retamal (2009) as figuras desempenham um papel essencial no desenvolvimento de
geometria. Porém, a autora afirma que é necessario considerar diferentes niveis de exigéncia
em relagdo a validagiao de conjecturas ou propriedades de uma figura que levam a dois tipos de
provas: as provas nao formais fundamentadas em propriedades das figuras (por visualizagao ou
instrumentos de construgao) e as provas formais fundamentadas em uma axiomatica formal.
Os dois tipos de prova exigem duas maneiras distintas de raciocinio e, para deixa-las em
evidéncia, Houdement e Kuzniak (2003) propuseram um quadro tedrico que classifica a
geometria elementar em trés paradigmas diferentes: Geometria Natural (Geometria I);
Geometria natural axiomatica (Geometria |l) e Geometria axiomatica formal (Geometria lll),

que se diferenciam na forma como as propriedades sao validadas.

Na Geometria | (Geometria natural) a fonte de validagdo é de natureza sensivel (agbes e
manipulagdo de instrumentos — régua graduada, compasso, transferidor ou outros materiais).
Esta geometria esta intimamente relacionada com a realidade; o ato de agir e dedugdao é com
objetos materiais. A medigdo é uma estratégia padrao, assim como a utilizagio de modelos,
dobras entre outros. Enquadram-se neste paradigma as provas pragmaticas, segundo Balacheff

(1987).

Na Geometria Il (Geometria axiomdtica natural), as leis hipotéticas de dedugio sdo a fonte de
validagdo; o conjunto de axiomas esta préximo a intuicdo e pode ser incompleto; contudo, a
certeza é garantida por demonstragoes. Seus objetos sao tedricos, mas sao representagoes de

objetos reais e concretos. A validagao das relagoes é feita usando definicoes e teoremas, ou
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seja, se recorre a instrumentos que pertencem a um quadro teodrico. Faz parte dessa

geometria, a Geometria Euclidiana.

E na Geometria Ill (Geometria axiomdtica formal): o cordao umbilical entre a realidade e o
axiomatico é cortado, isto é, trabalha-se com objetos tedricos sem qualquer referéncia a
realidade e seu sistema de validagao é bastante formal. O tipo de raciocinio é similar ao da
geometria |, mas o sistema de axiomas estd completo e independente de suas aplicagoes
possiveis para o mundo. Segundo Houdement e Kuzniak, “o Unico critério de validade é a

coereéncia (ou seja, auséncia de contradigoes).”

Segundo os autores uma experiéncia de Geometria | (em que a dedugdo esta ligada muitas
vezes a manipulagdo de instrumentos), pode contribuir para dar sentido a axiomas em
Geometria Il, e dai levar a interpretagdes oferecidas em Geometria Ill na qual o critério de

validade aceite é a coeréncia (ou seja, auséncia de contradigoes).

Utilizamos este quadro tedrico para nosso trabalho porque concordamos com Kuzniak, Elia,
Hattermann, e Roubicek, (2009) quando defendem que a classificagdo propostas em relagao a
Paradigmas geométricas e espago de trabalho geométrico € util para a classificagao dos tipos
de argumentos utilizados e compreender as dificuldades dos alunos e os erros (abordagem

epistemoldgica).

Duval (2004) ao discutir sobre as fungoes de uma figura em geometria, distingue quatro tipos
de apreensoes, e salienta que a figura deve ser vista de acordo com uma descrigao verbal que
determina explicitamente algumas de suas propriedades. Para o autor em geometria nao ha
desenho “sem legenda”; toda a introdugao a uma figura geométrica deve ser discursiva. Dorier,

Gutiérrez e Strasser (2003, p. 3) afirmam que

Na verdade, nenhuma propriedade geométrica é, em sentido estrito, visivel em
um desenho (pode-se medir se duas linhas sdo paralelos, mas a incerteza sobre a
precisdao da medigao € inevitavel), tem que ser dada na hipotese ou codificada ou

provada por dedugoes.
Método, sujeitos e problema da pesquisa

Foram sujeitos da pesquisa estudantes do |1° Ano em formagao para o magistério do ensino
secundario e decorreu no ambito das aulas da disciplina “Geometria Euclidiana” uma das das
disciplinas que se oferece no primeiro ano do curso. E uma pesquisa de natureza qualitativa e o
objetivo da pesquisa foi investigar as capacidades dos estudantes em formagdo para o
magistério de produzir uma demonstragio envolvendo conceitos da geometria plana.

Especificamente, incluiu dois aspectos: (i) compreensao de uma organizagao dedutiva correta;
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e, (ii) levantamento de uma conjectura e sua validagao por meio de uma demonstragao. Os
dois aspectos — foco de nosso problema — visavam responder a seguinte questao: Que aspectos
os estudantes do primeiro ano do curso de licenciatura em ensino de matemdtica na Beiraq,
consideram relevantes no processo da organizagdo elou produgdo de uma cadeia dedutiva de uma
propriedade geométrica. Ao levantarmos essa questao para o nosso problema, entendemos que
ela é pertinente para o proposito que se quer desenhar para o projeto de doutorado, pois
segundo Dorier, Gutiérrez e Strasser (2003, p. 8) uma das questoes criticas quanto a formagao
de professores de matematica dos niveis primario e secundario é decidir sobre a extensao do
conhecimento matematico que os professores devem dominar e a qualidade do raciocinio

matematico que eles devem ser capazes de mostrar.

A coleta dos dados baseou-se nos trabalhos de casa; notas em sala da aula e teste diagnostico.
A pesquisa decorreu na Universidade Pedagégica, Delegagdo da Beira, em Mogambique e a
amostra incluiu alunos que concluiram a 127 classe e sem experiéncia de ensino; professores
em exercicio e sujeito vindos de outros segmentos sociais em formagao para o magistério. Os
dados apresentados neste trabalho resultam da andlise do material recolhido. A coleta
aconteceu em duas fases distintas: em 2010, com a participagao de 23 alunos e, em 201 | com
36 alunos. Nos dois anos, a coleta de dados decorreu no segundo semestre, entre os messes

de setembro e outubro, pelo fato de ser esse o periodo em que se leciona essa disciplina.
Atividades e resultados

Em 2010, aos estudantes foi pedido que, usando o software Geogebra, conjecturassem
primeiro o objeto geométrico que se obtém unindo os pontos médios de lados consecutivos
de um quadrilatero e, em seguida, validassem-na por meio de uma prova. Foi-lhes estimulado
que explorassem a ferramenta “arrastar” que o ambiente dindmico de Geogebra propicia. Os

estudantes poderiam trabalhar individualmente ou em grupos de 3 ou 4 pessoas.

Em 2011 a atividade consistiu de um teste que pedia aos sujeitos que organizassem os passos
de uma demonstragao, que se supunha que tinha sido feita corretamente por um aluno mas

que ao transcrever os passos da resolugao baralhou tudo, conforme o Quadro .
Hipotese: M é ponto médio de AB e de CD. B

Tese: angulo (CAM) = angulo(DBM)

A ]

Quadro |: Quadro dos dados.
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Demonstragao:

<  ZAMC = ZBMD - porque angulos verticalmente opostos sao congruentes

% ZCAM = /DBM - porque em triangulos congruentes a lados congruentes opoem-se

angulos congruentes
o AM2ME- porque M é ponto médio de AB

< AAMC = ABMD - porque tém, de um para outro, dois lados e o angulo por eles

formado congruentes.
% M =MD - porque M é ponto médio de LT

Reescreva todos os passos por ordem correta. (Fonte: Préprio autor adaptado de: Lopes, et

al, 1992).

Dos 23 envolvidos em 2010, 10 realizaram a tarefa individualmente e os restantes em grupo. A
analise das resolugbes mostra que os alunos chegaram a conjectura de que unindo os pontos
médios de qualquer quadrilatero, obtem-se um paralelogramo. Contudo, a tentativa de validar
a conjectura baseou-se apenas nas hipoteses dos pontos médios obtidos, com o paralelismo
dos lados opostos do quadrilatero especial argumentado-se com base na evidéncia da figura
por meio da expressao “como mostra a figura, logo [....] € um paralelogramo.” Isso observou-

se em todas as resolugoes.

Dos 36 estudantes que participaram do teste de 2011, || colocaram bem os passos da
demonstragao, e 25 nao. Das solugdes nao corretas, 14 niao conseguiram reunir as trés
condi¢oes minimas que satisfazem a congruéncia dos dois triangulos dados, condigao sem a
qual nao se consegue deduzir a conclusio da demonstragdao e, || dipuseram primeiro as
condicbes que garantem a congruéncia dos tridangulos, mas antes de formalizarem isso,
apresentaram a conclusao que deviam deduzir (tese) e depois, no Ultimo passo afirmaram que

os dois triangulos eram congruentes. A Figura | apresenta os dois tipos de erros mais comuns.

Reescreva tadus os pussos por ardem correcta Reescrevi dodns i prvvins o wrdems correetin

I Cma po powgest Me' Bsle metleo e €8 . A Ay B & BMD - feder frgeeld setle colvw U ST 8 sl il

D AM= PB  pergect Me' Rale muidio ele M ¥ (s M- peigs M ¢ Ay mecki o CD

# DAl ABMD gpeyse Tém, ok wm pove culs P AMZINB - peguc M e jo pethe o AB.

o foddss ¢ ¢ ovgdc e glo fovmas (5 &

& — o - = . .
-f_).;-_‘?(_ = B0 pegee angudel, 16T cafrmen R AM T XD eyt Lriiapld (O, 0 Ik Corprg
epnls, a0l Coo grann 4 - i OhBm=% Gupsdd (gt sl

5 P = L - 7 i T lils, €} L5 L2 > - ’
¥LaM= F08M .&‘j‘: en _lhangels j-“ sg ey, & Y AAME 7 ABID = Aprgess Tty sk um Junla B4slst, dos Sl ¢

a dock (oapinl ppoemn-i dingelt, Coapects Frigeels jer eler forurnds (79 1 iy

Figura 1: Uma ilustragao dos erros mais comuns cometidos na organizagdo dos passos da dedugdo

Fonte: Proprio autor
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Discussdo dos resultados

A interpretagio dos resultados na base das teorias que fundamentaram o estudo, leva-nos a
concluir que: (i) os alunos envolvidos no estudo enquadram-se na Geometria | (Geometria
natural) na qual a fonte primaria de validagdo das propriedades geométricas sao agoes e
manipulagdo de instrumentos: para validar a propriedade dos pontos médios de um
quadrilatero basearam-se apenas nas “evidéncias no desenho”. Fetissov (1994, p.29) salienta
que uma demonstragio bem estruturada deve basear-se apenas em proposi¢oes ja
estabelecidas, sendo inadmissivel qualquer alegacdo de evidéncia; nenhuma propriedade
geométrica é visivel em um desenho, devendo ser dada na hipotese ou codificada ou provada
por dedugoes (Duval, 2004; Dorier, Gutiérrez e Strasser, 2003). Os resultados de
201 Imostram que os erros mais frequentes foram (i) ou apresentar nos passos iniciais
conclusdes que careciam inicialmente de outros passos; (ii) ou usar a tese (conclusio) como
um dos dados a usar na argumentagao. Estes resultados indicam que esses estudantes nao
entendem as regras de dedugio para a produgao de uma demonstragao. Embora a atividade se
possa enquadrar na Geometria |l (Geometria natural axiomatica), também foram incapazes de
ir além da Geometrai | (Geometria natural). Os erros parecem revelar que eles nao veem a
demonstragao como um discurso em que as definicdes e os teoremas siao regras de
substituicio como defende Duval (2004), o que mais uma vez da mais indicio de muitos deles

situam-se em Geometria |, Natural.

Retomando o nosso problema em que questionamos sobre “Que aspectos os estudantes do
primeiro ano do curso de Licenciatura em Ensino da Matematica na Beira, consideram
relevantes no processo da organizagao e/ou produgao de uma cadeia dedutiva de uma
propriedade geométrica”, podemos responder que os resultados parecem indicar que eles
ndo entendem o processo da construgio de uma demonstragio, isto €, nao entendem que
numa demonstragio & preciso observar certos critérios - cada enunciado deve ser
considerado verdadeiro ou deduzido dos que lhe precedem - como destaca Balacheff (1987)

na definicao de demonstragao.
Referéncias bibliograficas

Balacheff, N. (1987). Processus de prevuve et situations de validation. Educational Studies in

Mathematics, 18, 147-176.

Balacheff, N. (2008). The role of the researcher’s epistemology in mathematics education: an

essay on the case of proof. In ZDM Mathematics Education, 40, 501-512.

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

124



Capitulo 1. Analisis del discurso matematico escolar

Dorier, |. L., Gutiérrez, A. e Strasser, R. (2003). Thematic working group 7. European Research
in Mthematics Education Ill, Bellaria, Italy. Acesso em 23-06-2008. Disponivel em

http://www.dm.unipi.it/~didattica/l CERME3/proceedings/Groups/ groups.html.

Duval, R. (2004). Semiosis y Pensamento Humano. Registros semiéticos y aprendizajes intelectuais.

Universidad Del Valle, Instituto de Educacion e pedagogia.

Fetissov, A. I. (1994). A demonstracdo em geometria; Tradugao Hygino H. Domingues. Sao

Paulo: Atual. Colegao Matematica: Aprendendo e Ensinando.

Houdement, C. e Kuzniak, A. (2003). Elementary geometry split into different geometrical
paradigms. CERME 3: Third Conference of the European Society for Research in Mathematics
Education. Bellaria, Italy. Acesso em 23-06-2008. Disponivel em

<http://www.dm.unipi.it/~didatticas/ CERME3/proceedings/Groups/groups.html..

Kuzniak, A., Elia, I., Hattermann, M. e Roubicek, F. (2009). Introduction Geometrical Thinking.
Proceedings of CERME 6 (pp. 671-675). Lyon, France.

Lopes, A. V., Bernardes, A., Loureiro, C. Varandas, J. M., Oliveira, M. . C. e Delgado, M.G.

(1992). Actividades Matemdticas na sala de aula. Portugal: Texto editores.

Retamal, I. G. (2009). Actividades geométricas en la ensinanza. Analisis desde El punto de vista

cognitivo. In: UNION: Revista Iberoamericana de Educacion Matemdtica, 19, 22-33.

Weber, K. e Meja-Ramos, J. P. (2011). Why and how mathematicians read proofs: an

exploratory study. Educational Studies in Mathematics, 76 (3), 329-344.

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

125



