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Resumen. EI conocimiento del contenido y de los alumnos es uno de los dominios del conocimiento matematico
para ensefiar geometria tridimensional en los dos primeros afios de la escuela secundaria. EI mismo esta
asociado con las dificultades cognitivas que pueden tener los alumnos. Se presentan resultados, vinculados con
dicho dominio, como parte de una investigacion realizada con estudiantes avanzadas y egresadas de un
Profesorado de Matematica de Argentina. La indagacion estuvo orientada a caracterizar sus conocimientos para
ensefiar cuerpos solidos en los dos primeros afios de la escuela secundaria. Se comparten los resultados
relativos acerca de: inferencia sobre posibles dificultades cognitivas en un contenido, habilidades geométricas a
desarrollar en los alumnos y ejemplos para favorecer aprendizajes.

Palabras clave: conocimiento matematico, ensefianza, geometria 3d, escuela secundaria

Abstract. Knowledge of content and students constitutes one of the required domains of knowledge for teaching
Mathematics. This domain is associated with cognitive difficulties that students may have. Related results with
this domain are presented, as part of a research done on advanced and graduates students in Mathematics
Teaching in Argentina. The study was oriented to characterize that domain of knowledge for teaching solids in
the two first years of secondary school. The relative results -about: possible inference about cognitive
difficulties in a particular content and content in general, geometric skills to develop in students and examples
of use to promote learning- are shared.
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Encuadre del estudio

Esta investigacion es parte de la tesis doctoral “La geometria del espacio en el Profesorado en
Matematica: la generacion de puentes entre la formacion disciplinar y didactica” (Sgreccia,
2012). Se analiza el caso de la Universidad Nacional de Rosario, similar a otros Profesorados
universitarios en Matematica de Argentina. Interesa caracterizar el conocimiento matematico
para ensefar geometria 3d en los dos primeros afos de la escuela secundaria logrado en su

formacion por estudiantes para profesor y egresadas recientes.

La problematica emerge ante la reducida investigacion educativa acerca de la formacién de
grado en la didactica de la geometria tridimensional y la escasa importancia atribuida a este
contenido por el profesor en la escuela secundaria (Moore-Russo & Schroeder, 2007). Segln
Ball, Thames & Phelps (2008), la mayoria de la gente estaria de acuerdo en que conocer
Matematica es importante para su ensehanza. Sin embargo, lo que comprende tal

conocimiento y su alcance alin amerita indagacion desde la investigacion especializada. Estos

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

203



Acta Latinoamericana de Matematica Educativa 26

autores proponen un conjunto de seis dominios de conocimiento matemdtico para ensefar que

han de disponer los profesores:

Dominio I. Conocimiento comin del contenido: es el que poseen las personas que usan la

Matematica en cualquier ambito cientifico o profesional, no sélo de ensenanza.

Dominio 2. Conocimiento en el horizonte matemadtico: permite establecer la manera en que los
contenidos matematicos se relacionan con otros en el curriculum y ofrece una vision para

entender las conexiones entre las diversas nociones matematicas.

Dominio 3. Conocimiento especializado del contenido: atiende a las adecuaciones, adaptaciones y
secuenciaciones realizadas para transformarlo en contenido ensenable, aspectos no requeridos

en otras profesiones u oficios que recurren a la Matematica.

Dominio 4. Conocimiento del contenido y de los alumnos: integra conocimiento acerca de la
cognicion de los alumnos y los procesos matematicos que devienen en ellos. Le permite al

docente prever respuestas, actitudes, dificultades y aciertos de sus alumnos.

Dominio 5. Conocimiento del contenido y de la ensefianza: requiere una interaccion entre el
entendimiento matematico especifico y los aspectos pedagégicos y didacticos. Comprende,
entre otros: las formas didacticas de abordar el desarrollo de la Matematica para hacer
accesible su contenido a otros, las orientaciones para gestionar la clase, la organizacién de

instrumentos adecuados para evaluar contenidos especificos.

Dominio 6. Conocimiento del contenido y del curriculum: abarca los fundamentos, enfoques y
organizaciéon vinculados con los programas y los materiales didacticos disenados para la
ensenanza de asignaturas y contenidos particulares en un nivel educativo determinado. Es un
conocimiento vinculado con lo normado jurisdiccional e institucionalmente y que posibilita las

decisiones y acciones como docente.

En la tesis doctoral de referencia se trabajé con los seis dominios mencionados. En esta

oportunidad se reporta lo relativo al conocimiento del contenido y de los alumnos.
Metodologia de la investigaciéon

Se adoptd un enfoque cualitativo, con aportes cuantitativos, y su alcance es descriptivo, con

rasgos correlacionales (Hernandez Sampieri, Fernandez Collado y Baptista Lucio, 2006).

Participaron 19 estudiantes y |3 egresadas (75% de las cohortes 2002-2007), representadas,
respectivamente, con Al...Al19 y Bl...BI3 en lo sucesivo. Se aplicaron cinco cuestionarios
abiertos individuales en instancias virtuales correlativas y grupos de discusién (siete encuentros

presenciales en grupos de 4 o 5 miembros). El procesamiento de la informacion se realizé
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mediante analisis del contenido (Ander-Egg, 2003), detectando indicadores (modalidades) para
las categorias de andlisis establecidas. En este trabajo se analizan las respuestas a cuatro
preguntas (Tabla |) que ofrecen informacion acerca del conocimiento del contenido y de los

alumnos que las participantes poseen.

Categorias de analisis

Preguntas formuladas

Inferencia sobre posibles dificultades
cognitivas en un contenido en
particular. Se focaliza hacia la visualizacion
de la superficie lateral de un cilindro y un
prisma

Quizds los alumnos tengan dificultades para

entender que para cubrir la superficie
lateral de estos cuerpos se usan trozos
de papel de la misma forma. ;Por qué

cree que surge esta dificultad?

Inferencia sobre posibles dificultades
cognitivas en el contenido en general.

¢Cudles son las dificultades de los alumnos con las que

suele encontrarse, o supone que podria encontrarse, al
ensefiar cuerpos poliedros y redondos en los dos
primeros afios de la escuela secundaria?

Se atiende a las eventuales dificultades de
los alumnos al trabajar con cuerpos
poliedros y redondos

Habilidades a desarrollar en los

alumnos. Se centra la mirada en las ;Cudles habilidades promueve esta secuencia en los
promovidas en una secuencia de ensefianza  alumnos?

de solidos platonicos dada

Ejemplos considerados de utilidad ;Cudles ejemplos de poliedros regulares convexos
para favorecer aprendizajes. Con considera que podrian se adecuados para motivar a
referencia a poliedros regulares convexos los alumnos y complementar esta secuencia?

Tabla 1. Categorias de analisis y preguntas formuladas
Resultados asociados a cada categoria de analisis

Respecto a la Inferencia sobre posibles dificultades cognitivas en un contenido en particular, las

dificultades mencionadas por las participantes pudieron ser agrupadas, por su naturaleza, en
obstdculos matemadticos y diddcticos, cuyas modalidades se presentan en la Tabla 2. Las
participantes identificaron predominantemente los focos matemdticos que podrian estar
obstaculizando el entendimiento del alumno, con 22 alusiones de estudiantes y |5 de egresadas

frente a solo 4 referencias a obstdculos diddcticos por parte de docentes noveles.

Escasamente aludieron a eventuales circunstancias que, desde la ensehanza, pueden devenir en
obstdculos diddcticos, por posibles intervenciones docentes desacertadas que podrian propiciar
concepciones erroneas en los alumnos (Brousseau, 2007). Solo tres egresadas mencionaron
obstdculos diddcticos. Esto estaria indicando que casi todas las participantes se centran en
obstaculos asociados netamente a contenidos matematicos, sin prever que las decisiones

docentes al respecto también pueden estar propiciando la dificultad en cuestion.

En cuanto al aspecto matemadtico, se dieron dos tipos de miradas: andlitica, contemplando

caracteristicas de las superficies laterales y también de las bases, y global, aludiendo al caracter
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de poliedro vs. redondo. En la primera se involucra, explicita o implicitamente, el desarrollo

plano de los cuerpos. En la segunda se distinguen tanto la curvatura de las superficies laterales

como la presencia -o no- de plegado (aristas).

Modalidades

Fragmentos de respuestas

(I'1,7) Distincion  de

<

[...] ver la supeftficie lateral del cilindro como “un todo”, en un

algunas  caracteristicas ) j
“ . cuerpo redondo y la superficie lateral del prisma rectangular como
3 de las superficies "
O 'suma de partes” (B6)
K= laterales
£
g (8,4) Distincion global  [...] el cilindro es un cuerpo redondo. Piensan que, como en el
S entre cuerpos, por la  caso de la esfera y el cono, el cilindro no se puede cubrir con un
"
_g curvatura poligono (A8)
(8}
8 [...] por la forma de sus bases. Para cubrir la superficie lateral del
8 (3,4) Distincion entre  cilindro los “bordes” superior o inferior del papel son segmentos
las formas de las bases que sobre el cilindro forman circunferencias y sobre el prisma
forman poligonos regulares (BI 1)
(0,1) Predominio de lo  [...] en la mayoria de los casos, los alumnos piensan o ven a las
2d sobre lo 3d figuras siempre en dos dimensiones [...] (B2)
0,1) Falta de instancias )
1) . [...] a veces no les damos la oportunidad de que “desarmen y
escolares que propicien , o
. . vuelvan a armar las figuras”, lo que significaria para ellos una
« la. manipulacion de L
9 . . nueva vision del cuerpo [...] (B2)
-3 objetos tangibles
(9}
o
= (01) Abordaje de [...] dar tratamiento por separado a los cuerpos redondos y los
@ contenidos en forma  cuerpos poliedros cuando se aborda el tema “dreas laterales de
é aislada cuerpos™ [...] (B9)
)
g [...] Al pensar en cubrir las superficies laterales de los cuerpos

dados, los estudiantes pueden quedarse sujetos a la idea de que el
papel utilizado debe permanecer adherido al cuerpo. De esta
manera no gozan de la libertad de retirarlos, descubriendo
nuevamente las supefficies laterales de los cuerpos y comparando
los trozos de papel utilizados |[...] (B4)

(0,1) Limitaciones en la
manipulacion de
materiales

Tabla 2. Inferencia sobre posibles dificultades cognitivas en un contenido en particular (EI par ordenado (a,b) ubicado junto a
cada modalidad indica la cantidad de estudiantes (a) y de egresadas (b) que la mencionaron)
Las tres primeras modalidades correspondientes a obstdculos diddcticos aludieron a un menor
trabajo de los alumnos en el espacio tridimensional que en el bidimensional (segln insinud la
egresada B2), escasos momentos de clase destinados a una manipulacion de objetos 3d para
analizar sus elementos constitutivos (B2), falta de integracion de distintos tipos de cuerpos al
introducir el cdlculo del area de su superficie lateral (B9). Cabe mencionar que la Ultima
modalidad de la Tabla 2 estaria denotando una falta de flexibilidad en el uso del recurso y en la

comprension de consignas.

En relacion con la categoria Inferencia sobre posibles dificultades cognitivas en el contenido en

general, las respuestas pudieron ser organizadas segln las modalidades:
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(12,9) Representacion grdfica 2d de lo 3d (5,1) Secciones planas de cuerpos

(6,7) Proceso de visualizacion (2,0) Mecanizacién de procedimientos
(5,2) Representacion mental 3d de lo 2d (1,0) Lenguaje especifico; Motricidad fina;
(2,5) Aplicacién a medidas Descomposicién de cuerpos; Motivacién de

(3,3) Contenidos geométricos necesatios alumnos

Puede observarse que la mayoria de las participantes (excepto 3 estudiantes y 3 egresadas)
aludio, en algln sentido, a la relacion 2d-3d, al referirse a: representacion grafica 2d de lo 3d,
representacion mental 3d de lo representado en 2d, secciones planas de cuerpos. Esto denota
que las participantes son conscientes que las acciones para establecer esta relacion se

enmarcan en un proceso de aprendizaje no automatico, en acuerdo con Gutiérrez (1998):

Al ensefiar geometria espacial, el proceso de comprension del concepto
subyacente a una representacion plana se complica debido a que hay que recorrer
dos pasos: |) interpretacion de la figura plana para convertirla en un objeto
tridimensional y 2) interpretacion de este objeto (que en muchos casos sélo
existe en las mentes de los estudiantes) para convertirlo en el concepto

geométrico objeto de estudio (p.194).

Las referencias a otros contenidos del curriculum escolar, tanto necesarios como previos
(quinta modalidad) o posteriores, como aplicaciones a medidas (cuarta modalidad), descentran

el foco de atencién sobre la geometria 3d.

La segunda modalidad alude al proceso de visualizacién, comprendiendo tanto las referencias a
las imagenes producidas por la vision directa del objeto concreto como a su abstraccién en
cuanto idea matemdtica. Esta modalidad, junto con la correspondiente a descomposicion de

cuerpos, son las Unicas que se centran exclusivamente en geometria 3d.

Algunas participantes aludieron a dificultades mas generales, que trascienden el contenido
geométrico especifico que aqui se esta tratando, como ser: mecanizaciéon de procedimientos,

lenguaje matemdtico especifico, motricidad fina y motivacion de alumnos.

En la categoria Habilidades a desarrollar en los alumnos, las respuestas se organizaron segln
los cuatro tipos propuestos por Hoffer (1981): visuales, razonamiento, dibujo y construccion,
comunicacion. Las de tipo visual tuvieron limitadas menciones tanto en frecuencia como en su
contenido. Las respuestas contemplaron habilidades perceptivas -visuales y tactiles- que
estarian ayudando al proceso de visualizacion. Esto hace suponer que se considera que estas
habilidades deben ser desarrolladas en la escolaridad primaria. Ademas, en general, las
habilidades visuales asi concebidas se consideraron como previas o promotoras de las

habilidades de razonamiento matematico. Estas fueron las predominantes: las participantes vieron
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en la secuencia propuesta un posible medio para la promocion de procedimientos que
trasciendan tareas escolares de reproducciéon mecanica de conocimiento. Términos clave que
sugieren esta idea, por ejemplo, son: elegir estrategias apropiadas (Al), ser consciente de su
proceder (Al), evaluar el trabajo realizado (Al9), resolver problemas (Bl), establecer

conexiones (B2), formular una conjetura (B7).

Para las participantes resulta sustantivo el desarrollo de procedimientos asociados con el
reconocimiento y puesta en juego de relaciones entre los conceptos aprendidos, de modo de

organizar procesos inferenciales que orienten la reflexion sobre lo realizado.

En menor medida se valord la habilidad de representacion y construccién de cuerpos en si, no
so6lo como medio para lograr otros fines. Esto da indicios de la necesidad de potenciar su valor
formativo, tal como mencionan Barrero, Beltran, Bifano, Carpintero, Fioriti, Giuliani, Sessa y
Vega (2007, p.33) “Las actividades de construccion -con una gestién de la clase que favorezca la
reflexion- pueden resultar muy fértiles para promover la exploracion y la elaboracion de

propiedades, asi como para poner en juego propiedades ya conocidas”.

CN
3 Modalidades Fragmentos de respuestas
(6,4) Sentido de la vista  [...] las habilidades de visualizacién espacial (Aé)
g con el objeto concreto [ la observacion de los poliedros concretamente [...] (Al3)
3
f (5,3) Sentido del tacto [...] la manipulacién de objetos geométricos (Al6)
con el objeto concreto [...] ver todos los elementos de un poliedro real tocandolo [...] (B10)
[...] poder relacionarlo con otros cuerpos (no necesariamente
(9,4) De 1° tipo: geométricos) [(A4)
relacionar y aplicar [...] interpretar mejor y correctamente los contenidos conceptuales
contenidos ya desarrollados (A14)
desarrollados [...] posibilidad de establecer conexiones con contenidos matematicos
dados anteriormente (B2)
[...] Establecer relaciones entre dos objetos. Comparar dos imdgenes
«2 (9,11 De 2° tipo: [...] Extraer propiedades de las figuras construidas (B6)
'E inferir y probar nuevas [...] formular una conjetura, corroborar o reformular la conjetura
g relaciones hecha anteriormente tratando de realizar una pequefia demostracién
E y finalmente organizar toda la informacién obtenida (B7)
o

(13,9) De 3° tipo:
trascender lo realizado
y observarlo
retrospectiva-mente

[...] metacognitivas, ya que es una secuencia integrada de
procedimientos que fueron elegidos con un objetivo determinado y el
alumno debe saber elegir estrategias apropiadas y adaptarlas para
lograr un buen aprendizaje y para esto debe ser consciente de lo que
estd haciendo (Al)

Elaborar criterios personales que permitan resolver una situacién
problemdtica [...] reflexionar criticamente sobre los posibles errores
cometidos (BI)
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o, La de construir ellos mismos [...] la de probar y no poder construir
(5,4) Construccion de

< algo que pensaban que se podia (Al8)
> 2 los cuerpos
o § [...] Construccién sobre la base de pautas dadas [...] (B6)
=
= *E B [...] representacién de los poliedros en el papel [...] (A3)
O c (2,1) Representacion
o matematica [...] manejando procedimientos bdsicos de esta ciencia en todas sus
formas: oral, escrita, grdfica y simbdlica [...] (BI)
[...] Es muy importante el momento en que todos los grupos exponen
sus trabajos, pues también asi se aprende intercambiando ideas (A3)
c (7,4) Interaccién grupal [...] desarrollo del pensamiento entre pares, lo que es muy importante
© porque entre los integrantes del grupo se plantean los distintos
v
_{‘_5 cuerpos, preguntas [...] (BI13)
c
3 [...] luego poder dar una explicacion de la causa por la cual el
£ : . .
o » conjunto de estos sélidos es finito [...] (All)
O (3,3) Cognitivo-

[...] cognitivo-lingiiisticas, a la hora de intercambiar ideas o de
comunicar las conclusiones a los demds grupos (explicar, justificar,
argumentar) (Al2)

lingliisticas

Tabla 3. Habilidades a desarrollar en los alumnos

Las transcripciones de la Tabla 3 muestran dos concepciones distintas relacionadas con la
construccion de cuerpos: aquellas que se basan en un criterio de exploracion (A18) y las que le

asignan un caracter de desarrollo guiado (B6).

Entre las habilidades de comunicacién, fue considerable la valoracion del intercambio en el trabajo
grupal, trascendiendo la actividad individual que suele predominar en las clases de Matematica,
para resolver ejercicios luego de escuchar la explicacion del profesor (Baez Melendres, Cantu
Interian y Goémez Osalde, 2007; Villella, 2001). Si bien las participantes, en conjunto,
consideraron un amplio abanico de posibilidades, ninguna de ellas puntualizé en habilidades de
aplicacion y transferencia. A modo de sintesis se advierte que: 10 estudiantes y 7 egresadas no
mencionaron habilidades visuales en sus respuestas; solo | integrante de cada grupo no indicé
habilidades de razonamiento; 12 estudiantes y 8 egresadas no sefalaron habilidades de dibujo y
construccion; 11 estudiantes y 7 egresadas no aludieron habilidades de comunicacién. Solo 2

estudiantes y 3 egresadas contemplaron, en sus respuestas, las cuatro habilidades identificadas.

En la categoria Ejemplos considerados de utilidad para favorecer aprendizajes, la amplia gama

de ellos responde a las cinco modalidades que se muestran en la Tabla 4. Se observa el
predominio de las modalidades: cotidianeidad y familiaridad; Matemadtica. En la primera modalidad
se identificaron dos enfoques para promover el interés del alumno frente a lo desconocido: el
que hace referencia a los mas difundidos como el cubo (A5); el que otorga mayor
significatividad a los poliedros menos frecuentes, como el icosaedro (Al). En la modalidad

Matemdtica se ubican ejemplos de poliedros que actlan como prototipos en instancias
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escolarizadas. Se destaca que a esta modalidad corresponden las respuestas de la mayoria de

las estudiantes, sugiriendo su poca familiarizacion con el campo de aplicacion.

Las participantes aludieron, aunque en menor medida, a ejemplos vinculados con Juegos, Arte y
Arquitectura, Ciencias Naturales, abarcando un amplio espectro de aplicaciones y siendo -en
proporcion- mas recurrentes las respuestas de egresadas aqui. No se aprecian referencias

especificas con los avances tecnologicos actuales.

Modalidades Fragmentos de respuestas

Por ser los mas cotidianos y familiares: [...] el cubo y el tetraedro, por tener un menor
(1,7) grado de dificultad y ser los mds frecuentes en la vida cotidiana [...] (A5)
Cotidianeidad y  Por ser los menos cotidianos y familiares: [...] el icosaedro, el dodecaedro y el octaedro
familiaridad por ser cuerpos poco comunes, es decir, son cuerpos que no estan presentes en el entorno

diario de los alumnos, por lo que pueden generar curiosidad en ellos (Al I)

[...] los poliedros regulares convexos vistos anteriormente (los sélidos platénicos) son
(14,3) poliedros del espacio 3D y [...] existen otros poliedros regulares convexos en otras
Matematica dimensiones, por ejemplo el Hipercubo en 4D, mostrandoles la representacion del mismo

[...] (Al4)

Un ejemplo apropiado es el dodecaedro, pues los poligonos (pentdgonos) se unen como en la
(4,4) Juegos pelota de futbol [...] (Al)

[...] El cubo mdgico es un poliedro regular [...] (BI)

[...] construcciones arquitectonicas que reproducen poliedros regulares con distintos
(2,4) Arte y materiales (vidrio, acrilico, cemento) (A12)

Arquitectura [...] obras de arte en las cuales aparezcan poliedros, como por ejemplo, dibujos de Escher o

esculturas [...](B7)

(1,4) Ciencias
Naturales

[...] El virus de la poliomielitis y de la verruga tiene forma de Icosaedro. Las células del tejido
epitelial tienen forma de Cubos y Prismas |[...] (B6)

Tabla 4. Ejemplos considerados de utilidad para favorecer aprendizajes

Cabe observar que la suma de las respuestas a esta categoria es el par ordenado (32,22), que
no llega a duplicar la cantidad de estudiantes ni de egresadas participantes. Esto indica que, en
promedio, cada participante aportd pocos ejemplos, como si cuerpos poliedros y redondos fuese
un contenido que tiene una cantidad limitada de ejemplos posibles. Este supuesto se robustece
ante la honesta respuesta de una participante que argumento: En este momento no se me ocurre

ninguno (BS5).
Comentarios finales

El estudio ha dado evidencias que las dificultades cognitivas que suponen las participantes que
los alumnos de escuela secundaria podrian tener en la visualizacién de cuerpos responden
predominantemente a obstaculos matematicos por sobre los de tipo didactico. Las alusiones a
dificultades cognitivas intrinsecamente 3d en torno al contenido en cuestion fueron escasas,

percibiéndose la poca familiaridad de las participantes con una profundizacion en esta area. Mas
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bien predominé su vinculacion o aplicabilidad con temas de la geometria (2d) o con el eje

Medidas, cuyo tratamiento suele ser mas usual en las clases reales (Barrantes y Blanco, 2004).

Resulté nutrido el espectro de habilidades geométricas aportadas en conjunto, pero no fue asi
en cada participante en particular. En general, se valord la secuencia para ensenar solidos
platonicos sobre la que se organizé uno de los cuestionarios por su promocion de
construccién de conocimiento y en el momento de analizar ejemplos de poliedros regulares.
En general, estos Ultimos se concentraron mas en dos ambitos: lo cotidiano y familiar asi como
el propiamente matematico, con escasas referencias a otros campos de aplicacion que es hoy
muy amplio. De manera sintética se puede decir que resta fortalecer este dominio de
conocimiento matemdtico para ensefiar, que amalgama geometria del espacio y alumnos del

secundario, en términos de especialidad del contenido y del nivel educativo.
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