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Resumen. El estudio de los errores en la ensefianza de las matematicas ha cobrado auge en las dltimas
décadas, aunque el aspecto lingiiistico ha sido relegado. El objetivo de este trabajo consiste en identificar y
clasificar los errores relacionados con el uso del lenguaje matemdtico en la solucion de problemas de
Geometria Euclideana. En la primera parte se presenta una reflexion en torno a la importancia didactica de
los errores, lo cual se relaciona con el problema de investigacion que se comenta en la segunda parte del
articulo. Posteriormente se reporta el andlisis de las soluciones a un problema de demostracion. Los resultados
consisten en una clasificacion lingiistica de los errores encontrados y su relacion con términos del lenguaje
matematico; se considera que la complejidad lingiiistica de algunos de los términos matematicos representa
una dificultad para su traduccion al lenguaje matematico y, por ende, tienen repercusiones negativas en la
solucion del problema.
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Abstract. The study of errors in the teaching of mathematics has been increased in recent decades, although
the linguistic factor has been relegated. The objective of this study is to identify and classify the errors related
to the use of mathematical language in the solution of problems of Euclidean Geometry. The first part
presents a reflection on the teaching importance of errors, which is related to the problem of research,
discussed in the second part of the article. Then, the analysis of solutions to a problem of demonstration is
reported. The results consist of a linguistic classification of errors and its relationship to mathematical
language; some terms founded whose linguistic complexity represents a difficulty for its translation into the
mathematical language and, therefore, they have a negative impact on the solution of the problem.
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Introduccion

El interés sobre la naturaleza y las consecuencias de los errores que se presentan en el
aprendizaje de las matematicas no es reciente, pues los primeros antecedentes se remontan a
principios del siglo XX, durante el auge de la Psicologia Experimental (Rico, 1995). En esa
época el conductismo predominaba en la ensefanza y el error era considerado como una falla
o equivocacion, lo cual era inaceptable en el proceso de aprendizaje de los alumnos; por lo

tanto los esfuerzos didacticos se orientaron a evitar su aparicion en el proceso educativo.

Sin embargo, la revision historica del desarrollo del conocimiento cientifico se encuentra plena
de conocimientos que inicialmente fueron rechazados por ser considerados falsos o erréneos,
ya que contradecian las teorias establecidas (Kuhn, 2004; Kline, 1985). Al paso del tiempo y a
la luz de los nuevos descubrimientos, algunas de las antiguas teorias cientificas son ahora
catalogadas como errores, mientras que otras han sido ampliadas. Ante esta evidencia se

puede concluir que el error es una realidad y una posibilidad permanente en el desarrollo del
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conocimiento cientifico, el cual a su vez es presentado de manera sistematizada en el

aprendizaje escolar.

En consideracion al desarrollo del conocimiento cientifico, para los tedricos constructivistas
del aprendizaje, los errores no son solo equivocaciones, como se consideraba desde los inicios
de la pedagogia empirica, sino “oportunidades de aprendizaje”; los errores no necesariamente
revelan un error o deficiencia en al aprendizaje, pues existen evidencias de situaciones en las
cuales se aplican conocimientos correctos pero inadecuados para la situacion por resolver
(Brousseau, 2001; Astolfi, 2003). Bajo esta premisa se recomienda a los profesores disehar
situaciones que partan de los errores detectados para propiciar nuevo aprendizaje, en lugar de

tratar de erradicarlos y surgio el interés por la investigacion cientifica de errores.

Las publicaciones especializadas las areas de la Didactica y de la Matematica Educativa
relacionadas con el andlisis de errores, no cuentan con algin trabajo que se centre en el
lenguaje matematico (Astolfi, 2003; Brousseau, 2001; Franchi y Hernandez, 2004). Si bien las
tipologias de errores de Radatz y de Movshovitz (Franchi y Hernandez, 2004) incluyen una
categoria destinada a ‘“‘errores relacionados con el lenguaje”, ésta es insuficiente para
determinar la influencia que el deficiente conocimiento del lenguaje matematico de los

estudiantes ejerce sobre su aprendizaje matematico.

El presente trabajo es un reporte parcial de una investigacion cualitativa y no experimental,
cuyo objetivo consistié en identificar cudles son los errores relacionados con el dominio del
lenguaje matematico que enfrentan los estudiantes de Geometria Euclideana del Centro
Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias (CUCEI) de la Universidad de Guadalajara,
México, y cudl es su influencia en la solucion de problemas de esta disciplina matematica. Los
instrumentos de recoleccion de datos fueron cuestionarios que incluyeron problemas tipicos
de la materia, dejando de lado las interacciones de los estudiantes con el profesor y el método

didactico utilizado.
Problematizacion

El interés de la investigacion se centra en los errores relacionados con el uso del lenguaje
matematico, ya que el desconocimiento de sus normas por constituye una fuente de
dificultades en la solucion de problemas, independientemente de los conocimientos y capacidad

de razonamiento deductivo del estudiante en cualquier rama de las matematicas.

Desde la Lingiiistica, es posible establecer que el lenguaje matematico esta conformado por
diversos conjuntos de normas o codigos que rigen las diversas formas de representacion

utilizadas: (a) Verbal. Descripcion de un objeto o enunciado matematico expresado solo en
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palabras, ya sea de manera oral o escrita; (b) Simbdlica. Descripciéon de uno o mas objetos
matematicos, sus propiedades y/o relaciones, expresada Unicamente con la notacion
matematica tradicional (SIM); (c) Grdfica. Imagen de uno o mas conceptos matematicos y las
relaciones entre ellos. Suele incluir letras que asignan nombres especificos a los componentes
de la figura (GRAF). El pasaje de una forma de representacion a otra se denomina proceso de

traduccion.

Como punto de partida para el analisis de los errores, es necesario separar aquellos
relacionados con el lenguaje matematico de aquellos propios de la naturaleza de la disciplina.
Se parte del supuesto de que los errores en la solucion de problemas de la Geometria
Euclideana se clasifican en tres grandes categorias, no excluyentes entre si: (a) De
representacion de objetos y enunciados matematicos, (b) Deductivos, en cuanto a la secuencia
de razonamientos necesaria para resolver el problema, y (c) Axiomaticos o de aplicacion de la
teoria (definiciones, propiedades, axiomas, teoremas, lemas, corolarios, construcciones) en el
procedimiento de solucion. Cada tipo de error puede tener consecuencias en los otros dos y

uno de los propositos del proyecto consiste en averiguar tales consecuencias.

Posteriormente se centra la atencion en los errores de representacion para establecer una
tipologia mas detallada sobre aquellas fallas relacionadas con deficiencias en el uso del lenguaje
matematico, asi como sus repercusiones en el razonamiento deductivo y/o la aplicacién de
teoria en la resolucién del problema (Radillo, 2009). Aunque en la investigacion se incluyeron
diversos tipos de problemas, por razones de espacio, en este reporte solo se muestran a
detalle respuestas a problemas de demostracion, por parte de los estudiantes del primer

semestre en la universidad.
Soporte tedrico-metodolégico

En la Geometria Euclideana, la solucién de un problema expresado en palabras requiere su
traduccién a enunciados simbolicos y/o a la construccion de una figura o esquema que
represente los objetos matematicos involucrados, asi como las relaciones entre ellos. Por
ejemplo, el planteamiento de una demostracion requiere un proceso de traduccion de la
representacion verbal a sus correspondientes representaciones grafica y simbolica (traduccion

entre codigos).

En la etapa de comprension y planteamiento del problema los estudiantes se enfrentan a
multiples dificultades debidas a la polisemia de los términos utilizados, ya que la formulacion
matematica esta permeada por el lenguaje cotidiano. Por ejemplo, el estudiante debe saber que
algunas palabras utilizadas en el lenguaje matematico tienen significado diferente en el ambito

cotidiano, pues de lo contrario se puede distorsionar la interpretacion del problema, e incluso
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en la construccion de un significado matematico (Rojano, 1994; Pimm, 1999; Ardila, 2002;
Alcala, 2002; Palencia y Talavera, 2004; Pochulu, 2004; Del Puerto, Minnaard y Seminara,
2006). Algunas de estas palabras o términos son: lado, grado, recto, mediana, relacion,

diferencia, potencia, radical, total, producto, media.

Las diferencias no se limitan al significado, sino que se aplican a las reglas gramaticales que rigen
la formacion de enunciados matemdticos, ya que dichas normas se vinculan con la teoria
Matematica. Desde la Linguistica Aplicada, el lenguaje utilizado en la formulacién de problemas
no es el espafol cotidiano, sino un Espanol Especializado de la Geometria Euclideana (EE)

(Arntz y Picht, 1995).

Aunque el lenguaje matematico se considera de caracter universal, algunas reglas varian segin

el autor o fuente bibliografica consultada. Por ejemplo, en las normas institucionales del CUCEI
se establece que la expresion AB = CD es un “enunciado bien construido”, pero no es

correcto escribir AB = CD ya que se considera que los segmentos son congruentes mientras
que sus medidas son iguales. Sin embargo esta segunda expresion es considerada correcta en
otros ambitos, pues la norma para representar segmentos o longitudes es diferente en cada
comunidad académica. Por tal motivo, para propdsitos del andlisis lingiiistico, se define el error
de manera operativa, como una trasgresion a las normas establecidas para el uso del lenguaje

matematico, en este caso de la Academia de Geometria Euclideana del CUCEI.

El soporte tedrico fue construido desde la Linguistica, la Logica Teorica y la Axiomatica como
disciplinas normativas, por lo que la metodologia se centra en una descripcion sobria de las
diferencias demostrables entre el tipo de texto que se requiere en la resolucion de cada
problema y las respuestas redactadas por los estudiantes, consideradas éstas como registros

lingliisticos y objetivos de su actividad cognitiva al resolver el problema.

Desde esta perspectiva se establecieron los siguientes constructos teoricos para llevar a cabo

el andlisis lingliistico de las respuestas de los estudiantes:

«» Codigos de las 3 formas de representacién, a partir de las partes de la Lingiistica
aplicables al lenguaje matematico: sintaxis, léxico y morfologia y de acuerdo a las

normas institucionales del CUCEI (Radillo, 2012).
¢ Procesos de traduccion o Funciones de mapeo entre codigos.

« Tipo de texto que requiere la solucién de cada tipo de problema: de demostracion,

construccion a regla y compas, de solucion numérica.
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Una vez explicitadas las normas linglisticas, se procedié a disenar los instrumentos de
recoleccion de datos, que consistieron en cuestionarios integrados tanto por problemas
tipicos de la materia como por planteamientos de traduccion entre pares de codigos de la
Geometria (Radillo, 2011). El procedimiento de clasificacion de las respuestas a cada problema
consiste en analizar las respuestas de los estudiantes y determinar si se quebrantaba alguna
regla determinada, ya fuera de representacion, deductiva o axiomatica, con lo cual se
determina una clasificacion preliminar de los errores detectados. Posteriormente se centré la
atencion solamente en los errores de representacion, mediante el analisis linglistico que

permitié obtener una clasificacion mas detallada de los mismos.
Analisis de resultados

Unos de los problemas planteados a los alumnos consiste en demostrar el un: “Si del vértice del
dngulo recto de un tridngulo rectdangulo se traza una perpendicular a la hipotenusa, la perpendicular
es media proporcional entre los dos segmentos de la hipotenusa”. El problema fue incluido en un
cuestionario que contenia mas preguntas a 37 alumnos de ingenierias que cursaban Geometria

Euclideana con un mismo profesor, durante el segundo mes de clases.

Al analizar las respuestas se encontré que la principal dificultad para resolver este problema
fue la traduccion del teorema de la representacion verbal a la simbdlica (EE - SIM), pues 31
de los 37 estudiantes plantearon la tesis de manera incorrecta o la dejaron en blanco a pesar
de haber trazado la figura y/o planteado hipotesis. El término “media proporcional” involucra la
nocion de “proporcién continua”, es decir aquella proporcion cuyos términos medios son
iguales, por lo que podria considerarse que es un término complejo desde el punto de vista
lingliistico; aun asi las respuestas equivocadas de los estudiantes estan tan alejadas de una

proporcion, que es posible clasificarlas como errores axiomaticos o de aplicacion de teoria.

Solo un estudiante logré demostrar el teorema, |9 personas no hicieron la demostracion y de
las 17 cuya respuesta es incorrecta |3 de ellos plantearon la tesis erroneamente. La traduccion
entre los codigos verbal y grafico (EE > GRAF), es decir el dibujo de la figura correspondiente,
representd menor dificultad para los estudiantes ya que 22 de ellos hicieron la figura correcta,
4 el caso particular de un tridangulo isdsceles y || personas hicieron una figura equivocada o

incompleta.

En la figura | se muestran dos formas correctas de representar la tesis y, si bien la figura
pareciera un triangulo isosceles, las marcas de los angulos agudos son diferentes, por lo que se
percibe que el estudiante no consideré el caso particular; dado que hizo anotaciones al margen
que establecen que el triangulo ABC queda dividido en dos triangulos semejantes, no

congruentes, se puede afirmar que no hay errores de aplicacion de teoria, pues el estudiante
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tiene los conocimientos necesarios para demostrar la tesis. Lamentablemente, este estudiante

no logré demostrar la tesis, y esto se considerd un error deductivo puro.

En la figura 2 se aprecian varios tipos de error, ya que la hipotesis y la tesis no corresponden al
enunciado condicional del teorema (error de traduccién EE = SIM) y la figura muestra un
triangulo isésceles (error de insuficiencia de generalizacion) lo cual repercute en un error
deductivo, al plantear en la hipotesis la igualdad de los angulos agudos. Si el triangulo
rectangulo también es isosceles, la altura correspondiente a la hipotenusa divide al triangulo en
otros dos triangulos congruentes entre si, informacion que el estudiante dio por cierta, al
grado de que la establecié como tesis (error deductivo) y la “demostré” con un teorema de

semejanza (error axiomatico).

2. Si del vértice del angulo recto de un triangulo rectangulo de traza una perpendicular a la
hipotenusa, la perpendicular es media proporcional entre los dos segmentos de la
hipotenusa ,

s) ¥BAc = X gA i T 5

) g A =¥ L

Figura 1. Dos formas correctas de simbolizar la tesis del teorema de la madia proporciona; error de deductivo. Alumnol0.

2. St del vértice del angulo recto de un triangulo rectangulo de traza una perpendicular a la
hipotenusa, la perpendicular es media proporcional entre los dos segmentos de la
hipotenusa
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Figura 2. Tesis e hipotesis incorrectas y error de insuficiencia de generalizacion de la figura, que repercuten en errores
deductivos. Alumno 23.

Si el planteamiento de las hipétesis y tesis es incorrecto (traduccién EE - SIM + GRAF),

entonces no es posible demostrar el teorema dado. Tal es el caso mostrado en la figuras 3.
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2 Sidel vértiee del angulo recto de un trigngulo rectangulo de traza una perpendicular a la
hipotenusa, la perpendicular es media proporcional entre los dos segmentos de la
hipotenusa

TZe\|% Hiponesls
) ¥isa y cAC

Figura 3. Tesis incorrecta y una hipétesis falsa. Error de representacion que ocasiona errores deductivos y
axiomaticos. Alumno 34

Conclusiones

Los errores de representacion mas frecuentes encontrados se relacionan con la sintaxis de la
notacién algebraica, principalmente en el uso adecuado de los diacriticos que diferencian
figuras tales como recta, rayo y segmento, en el pasaje de traduccién de la representacion
verbal de un enunciado a la notacién simbdlica. En cuanto los procesos de traduccion del
enunciado verbal a sus correspondientes representaciones grafica y simbolica, las principales
dificultades se relacionan con términos del espaiol especializado de la Geometria Euclideana
que involucran términos complejos, como es el caso de la media proporcional en el ejemplo

que se reporta.

Un error en la representacion grafica que tiene consecuencias en el resto de la solucion del
problema es el de la insuficiencia de generalizacion de una figura y/o las condiciones expresadas
en el enunciado del problema, es decir, el trazar solamente un caso particular, EE - GRAF. En
este caso, al dibujar un triangulo isosceles, los estudiantes atribuyen al teorema propiedades
particulares (error deductivo y axiomatico) y la demostracion no es correcta, pues no

corresponde a las condiciones generales dadas.

Respecto al cédigo verbal, se detectaron algunos términos complejos del espanol especializado
involucrados en los errores mas frecuentes de traduccion intercodigos cometidos por los
estudiantes, ya que se requiere de varias expresiones en la notacién simbolica para describirlos
adecuadamente, pues condensan en un sélo término informacion que en el cédigo simbdlico se
expresa mas ampliamente, y constituyen obstaculos en la traduccion entre los cédigos del
lenguaje matematico. Tal es el caso del término “media proporcional” que se ilustra en este

documento.

Se espera que con este reporte se precisen algunos elementos metodologicos basicos para que

los profesores de geometria puedan llevar a cabo un andlisis lingliistico de las producciones
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escritas de los estudiantes de matematicas, pues los resultados constituyen una potente
herramienta para mejorar, tanto el diseno instruccional del curso, como los procesos de
evaluacion del aprendizaje. Con esta investigacion se ha abierto ante todo la posibilidad de
utilizar instrumentos de analisis que hasta ahora no habian sido explotados en la Matematica
Educativa. Si he logrado al menos intrigar al lector y despertar su curiosidad sobre el gran
potencial de estas nuevas herramientas, esta investigacion habra cumplido con creces su

principal objetivo.
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