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Resumen. Este trabajo resume una investigacion que se plasmo en una tesis de maestria cuyo objetivo principal
fue el andlisis cualitativo del proceso deductivo desarrollado por estudiantes universitarios de Ingenieria. Se
analizo como el estudiante puede tener una adecuada disposicion mental para acceder a procesos de
validacion. A tales efectos, se disefiaron una serie de actividades experimentales que junto con el marco
teorico, desembocaron en un diagndstico acerca de la actitud de este tipo de estudiantes frente a procesos de
validacion. Este diagndstico generd un modelo didactico que atentda el problema de este tipo de estudiantes a
la hora de enfrentarse a la demostracion. Evitando actitudes rituales y memoristicas y propiciando la
reproduccion de pruebas matematicas desarrolladas por el docente en clase.
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Abstract. This paper summarizes the research that resulted in a master's thesis and whose main objective was
the qualitative analysis of deductive process developed by university students from Engineering. It is analyzed
as the student, you may have an adequate mental disposition to access validation processes. For these
purposes, it is designed a series of pilot activities that together with the theoretical framework, resulted in a
diagnosis about the attitude of this kind of students compared to validation processes. This diagnostic
generated a teaching model that mitigated the problem of this kind of students getting to grips with the
demonstration. Avoiding attitudes rituals and memory and by promoting the reproduction of mathematical
proof developed by the teacher in class.
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Introduccion

Este trabajo resume una investigacion que se plasmé en una tesis de maestria en Educacion
Matematica. El objetivo principal de esta investigacion fue realizar un analisis cualitativo para
determinar las dificultades de abordaje del estudiante universitario de Ingenieria en el
razonamiento deductivo y la demostracion de proposiciones matematicas, generando un

modelo didactico que permita el mejoramiento de estos procesos.
Breve marco tedrico

En Argentina, el estudiante de Ingenieria a la hora de validar proposiciones actla por lo
general, realizando verificaciones aleatorias para algunos casos particulares. Balacheff (2000)
precisamente introduce una clasificacion acerca de los modos de demostrar que puede
presentar un estudiante, donde esta forma se encuentra presente. Clasifica las demostraciones
en pragmaticas y conceptuales o deductivas. Las pragmaticas se subclasifican en: |) Empirismo
ingenuo, donde el proceso de validacion consiste en la verificacion de la propiedad para unos

pocos ejemplos elegidos de manera aleatoria. 2) Experimento crucial, donde los
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procedimientos de los estudiantes se basan en la eleccion minuciosa de un ejemplo, con el
convencimiento de que esa eleccion es tal que si se cumple para ese particular caso, se
cumplira siempre y 3) Ejemplo genérico, que corresponde a procedimientos basados en la
eleccién y manipulacion de un ejemplo que, si bien es particular, actlla como representante de
su clase. Las conceptuales se subclasifican en: |) Experimento mental, los estudiantes
interiorizan las acciones realizadas previamente (generalmente observacion de ejemplos), y las
disocian para establecerlas en argumentos abstractos deductivos. 2) Calculo sobre enunciados,
donde se establecen construcciones intelectuales basadas en teorias mas o menos formalizadas
o explicitas, que se originan en una definicion o propiedad. Existen numerosos trabajos
descriptivos sobre los modos de demostrar del estudiante, siendo la geometria, génesis de la
clasificacion citada y otras derivadas. Bell (1976) fue pionero en este tipo de clasificaciones y
analizé el tipo de respuesta que puede presentar un estudiante frente a un proceso de

validacion, siguiéndoles: Harel y Sowder (1998) y Marrades y Gutiérrez (2000), entre otros.
Metodologia

Para el desarrollo de esta investigacion se elabord en primera instancia una encuesta destinada
a todos los profesores de Matematica Pura y Aplicada de una Facultad de Ingenieria. Esta
encuesta, se implemento a través del correo electrénico y consté de |3 preguntas abiertas. El
total de docentes entrevistados fue 17, entre los que se encontraban: ingenieros de diferentes
especialidades, estadisticos y profesores de matematica. Entre las cuestiones planteadas a los
docentes, se les pregunté acerca de su experiencia como estudiantes frente a la demostracion
matematica; como estudiaban estos desarrollos y como los implementaron en el aula como
docentes. Finalizada la encuesta docente, se tomd una muestra no aleatoria de 42 estudiantes
ingresantes a Ingenieria de la misma Facultad en que fueron entrevistados los docentes. A
estos estudiantes se les aplicaron 5 ejercicios de validacion y luego una encuesta. En la
encuesta, se les preguntd esencialmente acerca de cuando el docente recurrié a explicaciones
a través de la visualizacion para desarrollar determinados contenidos o para efectuar
determinadas demostraciones; y si esto resultaba Util o no para facilitar el aprendizaje. En
cuanto a la demostracion, se les interrogd sobre si comprendian los desarrollos realizados por
el docente en clase; en qué forma los estudiaban; si eran capaces de reproducir una version
propia; si la prueba sumaba o quitaba a la comprension de una proposicion y finalmente si
recibieron alguna formacién respecto a la estructura de una demostracion. De los ejercicios de
validacion aplicados a los estudiantes solo se mostraran en este trabajo por cuestiones de
espacio, solo tres. Esta seleccion se realizo en funcion del nivel de representatividad de los
ejercicios. Los ejercicios consistieron en una serie de proposiciones a validar, siendo creciente

el nivel de complejidad de las mismas. El estudiante en la primer proposicion cuantificada
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existencialmente solo debio exhibir un caso para establecer la verdad de la misma; la segunda
proposicion cuantificada universalmente, requiri6 también de la exhibicion del caso que
permite determinar el valor falso de la misma (contraejemplo), para finalmente en la tercer y
cuarta proposicion, ambas cuantificadas universalmente, el estudiante debidé recurrir a una
prueba para establecer la validacion, basada en el raciocinio y la abstraccion. En los ejercicios |
y 2 se analizd el tipo de respuesta brindada por el estudiante, lo que incluyé el tipo de
razonamiento seguido. En el ejercicio 5 se analizé Unicamente el razonamiento seguido
incluyéndose en esto, el tipo de respuesta obtenida. Para el tipo de razonamiento seguido se
tomo estrictamente la clasificacion de Balacheff (2000), mientras que para el tipo de respuesta,
se considerd una clasificacion inspirada en Bell (1976); Marrades y Gutiérrez (2000) y Harel y
Sowder (1998). A cada estudiante se le entregd una hoja adjunta con definiciones, conceptos,
identidades, etc. que pudiera requerir, a los efectos de que se concentrara exclusivamente en
el razonamiento y no se distrajera recordando estructuras conceptuales implicitas en los

ejercicios propuestos de validacion.

Ejercicio 1: Decide el valor de verdad de la siguiente proposicion, explicando que
razonamientos sigues para justificar la eleccion: Jx € R (x — L3(x — 2}(x — 4) = Q.
Este ejercicio apela a observar en el estudiante, la nocidon de recuento discreto, que

implicitamente permite una nocion de cuantificaciéon y que se desarrolla entre los estadios

preoperacional y el comienzo de las operaciones concretas. (Piaget e Inhelder, 1972).

Ejercicio 2: Para la siguiente proposicion: ¥x € R:|x| = 0, idéntico pedido al ejercicio I. La
idea de este ejercicio fue observar como el estudiante reaccionaba intuitivamente frente a una
proposicion cuantificada universalmente pero falsa. Primero ver como evaluaba su valor de
verdad, y luego cémo lo validaba. Lo esperado del estudiante es que pudiera probar la falsedad
de la proposicion utilizando un contraejemplo, o bien justificarlo a través de la definicion de
valor absoluto o su interpretacion geométrica.

Ejercicio 5: Considera las siguientes proposiciones verdaderas: i. Si un nimero entero es par,
entonces su cuadrado es par, ii. Si un nimero entero es impar entonces su cuadrado es impar.
i{Como probarias la verdad de cada una de las mismas?

Aqui directamente se da por sentada la verdad de cada proposicion e interesaba cémo el

estudiante validaria cada una. Se esperaba que partiendo de un nimero hipotético, par o impar,

elevara al cuadrado cada uno, y luego analizara el resultado obtenido.
Tipos de respuestas exhibidas por el estudiante

Clasificacion Ejercicio |: Completa universal: El estudiante encuentra y comprueba el conjunto

finito completo de los casos requeridos. Incapacidad frente a verdad universal=Incapacidad Bell: El
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estudiante es incapaz de encontrar todos los casos requeridos. Completa existencial: El
estudiante encuentra y comprueba que se requiere un Unico caso para probar la validez.
Incompleta inconsistente: El estudiante determina el valor de verdad de la proposicion pero no
justifica su decision. Incompleta inconexa: El estudiante determina el valor de verdad de la
proposicion pero justifica inadecuadamente su decision. Incompleta existencial: El estudiante
detecta que existe algin caso que prueba la validez de la proposicion pero no lo indica.
Incapacidad frente a verdad existencial: El estudiante es incapaz de dilucidar que la verdad de la

proposicion se comprueba con solo encontrar un valor que la satisfaga.

Clasificacion Ejercicio 2: Falsedad universal completa: El estudiante encuentra y comprueba el
Unico caso requerido que le permitira probar la falsedad. Falsedad universal incompleta: El
estudiante detecta la falsedad de la proposicion y no encontrando el contraejemplo justifica
con argumentos consistentes. Falsedad universal inconexa: El estudiante detecta la falsedad de la
proposicion y no encontrando el contraejemplo, intenta justificar tal falsedad con argumentos
erroéneos. Incapacidad frente a Falsedad universal: El estudiante es incapaz de detectar tal
falsedad. Falsedad universal inconsistente: El estudiante detecta la falsedad de la proposicion pero

no justifica su decisién.
Clasificacion Ejercicio 3: Obedece a los lineamientos de Balacheff (2000).

Resultado de los ejercicios

TETO 7
EJERCICIO 1 EJERCICIO2
BEFATSEDAD UNIVERSAL MNCOOMPLET A
= COMPLETA EXISTENCIAL FATSEDATI ITHTVERBAT, TMTONE &
INCOMPLETA INCONSISTENTE u INCAPACTDAD FR=RTE A FATSEDAD UNIVERSA™,
* INCOMPLETA INCONEXA = FPALSEDAD UNIVERSAL MNOOMNIISTENTE
5 INCOMPLETA EXISTENCIAL  HC RESPONDE
= INCAPACIDAD FRENTE A VERDAD EXISTENCIAL
NO RESPONDE
2% 204 5%
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) A I
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L
\'\
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Figura |: Resultados del Ejercicio | Figura 2: Resultados del Ejercicio 2
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EJERCICIOS

= CATCTILO 8OBRE ENUNCIADOR
ATZENCIA DE BEAZO ANIENTO
B EMFIRISTIAC DIGEERNTIO
BNCENTO DE EXPERIBENTO MENTAL
= NCEESPONDE
INCAPACTDAS
EJEMFLC GENERICO

T0..

7\

Figura 3: Resultados del Ejercicio 5.
Modelo didactico propuesto

Los resultados de las encuestas docentes, ejercicios y encuestas a los estudiantes permitieron
formular un diagnodstico que resume los resultados del modo siguiente: El estudiante ingresante
a Carreras de Ingenieria requiere en los cursos de Matematica, comprender la demostracion
de proposiciones verdaderas no axiomaticas y teoremas. Tiene profundas dificultades para su
comprension, y mas aldn para reproducirlas, producto del retardo del desarrollo del
pensamiento formal y la supresion de desarrollos tedricos en el area de Matematica en el ciclo
medio. A esto se suma la experiencia personal de los docentes que valoran la formacién
recibida en la demostracion de proposiciones y teoremas pero asimismo reniegan de
aprendizajes memoristicos implicitos en estas cuestiones. Como consecuencia de estas
experiencias y la reticencia de los estudiantes a incorporar estos contenidos, debilitan estos
procesos en el aula. Con base en el diagnéstico y el marco teérico se propuso un modelo
didactico para la presentacion y evaluacion de demostraciones de proposiciones verdaderas no
axiomaticas y teoremas. Este se traduce a una secuencia conductista de tareas, que
implicitamente tienden a generar el desarrollo del razonamiento légico y la disciplina de la
inteligencia en el estudiante. La secuencia de tareas es la siguiente: |. Accesibilidad del lenguaje
Matematico: Generacion por parte del docente de un prolegdmeno acerca de elementos
esenciales que hacen a la construccion del lenguaje matematico en todo curso inicial de
Matematica universitaria que utiliza esta disciplina cientifica como herramienta. Il
Interpretacién coloquial de las proposiciones: Es fundamental que el estudiante pueda
apropiarse de su significado, desde su propio lenguaje. lll. Verificacién: La exhibicion de

ejemplos contribuye notablemente a incrementar la apropiacion de lo postulado por la
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proposicion a validar. IV. Visualizacién: Esta accidn, puede ser la interpretaciéon geométrica de
la proposicion a demostrar ya sea a través de un diagrama a mano alzada o la utilizacién de un
software matematico apropiado. V. Simbolizacion: Luego de cumplidas las etapas precedentes,
entonces es posible presentarle al estudiante la proposicién a demostrar desde el lenguaje que
le es propio a la Ciencia Matematica. VI. Elementos epistemoldgicos de la proposicion a
demostrar: En esta etapa el estudiante debera detectar hipotesis, hipotesis implicitas y tesis de
la proposicion a demostrar. VIl. Contenidos implicitos de la proposicion a demostrar: Aqui el
estudiante debera reunir la informaciéon mas relevante que se necesita para la prueba y que
esta implicita en la etapa anterior. VIII. Pregunta de abstraccion: Esta etapa esta tomada de
Solow (1992) y es la clasica pregunta de abstraccién que un estudiante debe plantearse a la
hora de abordar la prueba que quiere realizar. Este tipo de pregunta es coloquial, donde no
interviene el lenguaje matematico y tiene que ver con el planteo especifico de la situacion
implicita en la proposicion que se quiere demostrar. Se detalla un ejemplo en parrafo aparte.
IX. Guia secuenciada: Detallada en parrafo siguiente. X. Artificios: Esta etapa se lleva a cabo
cuando el proceso de validacion de la proposicion a demostrar requiere de artificios en su
desarrollo. La idea es desglosarlos secuenciadamente, estudiando su proceso epistemoldgico.
No es objetivo de este trabajo detenerse en este analisis. Para quien desee profundizarlo, se
recomienda leer el articulo: El artificio Matematico (D'Andrea, 2010). XI. Recomendaciones
para el docente acerca de la redaccion de la guia secuenciada y la implementacién de este

modelo.

Pregunta de abstraccién: Por ejemplo, si se quiere probar lo planteado en el ejercicio 5 para los
estudiantes, la pregunta de abstraccidon para este caso seria: ;Como puedo demostrar que el

cuadrado de un nimero entero es par!
Guia secuenciada

La Guia Secuenciada es una serie de instrucciones que describen la sucesion de
argumentaciones que estructuran la prueba. Estas deben ser elaboradas por el docente
inicialmente y gradualmente es el estudiante quien debe hacerlo a efectos de mostrar el nivel
de comprension alcanzado. La habilidad ‘demostrar’ no es requerida por estudiantes de
ingenieria, pero si la capacidad de razonamiento implicito y precisamente la idea de la Guia es
conducir al estudiante por ese camino, evitando actitudes rituales y memoristicas. Poincaré
(1981) manifiesta que una demostracién matematica es una cadena de silogismos ordenados,
donde el orden y su intuicion es fundamental para la realizacion de una demostracién que

trasciende a su memorizacion. Se expone a continuacién un ejemplo:

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

352



Capitulo 1. Andlisis del discurso matematico escolar

Criterio de la derivada primera para la determinacion de la monotonia de una funcién. Caso
funciones estrictamente decrecientes. Enunciado: f es continua en [a, B] y derivable en (&, b}
y ¥x€(a b):f{x)> 0 = f es estrictamente creciente en (a,b). Prueba: Sea
[x, ¥] = [a,b], f resulta continua en [x, ¥] por ser éste, subconjunto del intervalo donde la
funcion es continua por hipétesis. Algo similar ocurre con la derivabilidad de f en el

subintervalo {x,¥) < (a, b}. Resulta entonces que por el Teorema del valor medio del

Calculo Diferencial, e € (x, ¥}/ f(¥) —f(x) = f'(ci{y —x)(*). ¥ —2x == Qpor ser la

medida de la amplitud de un intervalo; f'(¢) = @ por hipétesis. El producto del segundo

miembro de (*) es positivo, resultando el primer miembro, también positivo.

Asi, teniendo en cuenta la definicion de funcidon estrictamente creciente:

fiy)—fx)»0=f(vl > flx)=F es estrictamente creciente en

(x,¥) < (a.B)gzn.

Guia Secuenciada: Considerar la funcién de la hipétesis en un subintervalo [x,¥] del dominio.
Previa verificacion de las hipotesis del teorema del valor medio del Calculo Diferencial en el
subintervalo citado, aplicarlo a tal funcién. Analizar el signo de uno de los miembros de la
igualdad obtenida, producto de la aplicacion del teorema citado. En base a esto, se podra
arribar a la tesis, teniendo en cuenta la definicion de funcion estrictamente creciente en el

subintervalo considerado.
Conclusiones

Las encuestas docentes revelaron la valoracion de estos respecto a la formacién recibida en la
demostracion de proposiciones verdaderas no axiomaticas y teoremas en sus carreras de
grado, ponderando que el tipo de razonamiento utilizado influyé posteriormente en su carrera
profesional. Manifestaron que a la hora de haber estudiado tales contenidos debian recurrir a
la memoria para retener secuencias Yy artificios, declarando mayoritariamente no haber
recibido formacion respecto a la estructura interna de un teorema. A pesar de esto, no hacen
demasiado hincapié en las demostraciones en sus clases y como consecuencia tampoco a la
hora de evaluar. Una razén relevante es la dificultad y reticencia del estudiante, cada vez mas
agudizada, de recibir estos contenidos y mas aun de reproducirlos. Los docentes hacen
hincapié en su mayoria, en la visualizacion de proposiciones verdaderas a demostrar, previo al

desarrollo de la prueba formal en el caso de ser realizada. Los ejercicios realizados por los
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estudiantes manifestaron desconocimiento del lenguaje matematico, lo que dificulta la lectura
de proposiciones y su validacion. Situacion agudizada con la supresion de contenidos tedricos
en el ciclo medio. Algunos estudiantes manifestaron que les gustaria poder reproducir sus
propias versiones de las pruebas dadas por el docente o el libro de texto, pero les resulta una
tarea dificil y terminan aceptandolas ritualmente con una relativa comprensién. La existencia de
la demostracion para el estudiante es un acto ritual, que debe ser repetido o imitado mas alla
de constituirse en una herramienta con una funcion explicativa sustentada en un sistema de
validacion cuya construccion pueda sea aceptada por el estudiante y su entorno. (Azcarate

Giménez, 1998).

Observacion final: El presente trabajo es una sintesis de las ideas principales de la tesis de
maestria: Analisis del razonamiento deductivo de estudiantes de Carreras en Ciencias
Naturales e Ingenierias en el proceso de validacion de proposiciones matematicas, defendida el
30 de abril de 2010 y publicada por Editorial Académica Espanola en junio de 2012. La tesis
mencionada fue realizada en el marco del programa de Maestria en Educacion en Ciencias con
mencion en Matematica de la Universidad Nacional del Comahue situada en la ciudad de

Neuquén, Argentina.
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