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A partir de este trabajo se busca establecer una relacion entre el anélisis episte-
molégico de la matematica y los procesos de ensefianza-aprendizaje de la geo-
metria, centrados en un estudio de los problemas que histéricamente han fun-
damentado la integral, desde la postura de resolucion de problemas, las ventajas
e implicaciones para el trabajo en el aula, el docente y el estudiante. Se hace
una presentacion del trabajo realizado geométrica y analiticamente para obtener
las formulas del calculo de area y volumen de algunas figuras, encaminado a un
estudio sobre la importancia del tratamiento de situaciones problema para la en-
sefianza de la geometria, partiendo de los aportes que desde las situaciones his-
toricamente abordadas se pueden realizar al conocimiento del profesor y los as-
pectos que puede tener en cuenta para orientar la ensefianza.

Ante la caracterizacion de los procesos de ensefianza de la matematica como
temadticas organizadas en ramas, tales como geometria, estadistica, aritmética
o calculo, se presenta una separacion entre conceptos que genera una ensefian-
za de la geometria centrada en el reconocimiento de un conjunto de entes
geometricos con propiedades, mas no para la comprension de sistemas geomé-
tricos (MEN, 2006). De manera similar, se evidencia en la matematica escolar
un tratamiento trivial, formalizado y algoritmico de los conceptos relacionados
con el pensamiento numérico, lo que implica ademas una vision de la ense-
flanza y el aprendizaje aislada de la resolucion de problemas, desde donde se
podria integrar por ejemplo los pensamientos numérico y geométrico.

Si el interés de la educacion se centra en que la matematica sea de utilidad y
no una disciplina tediosa, debe existir una preocupacion por el aprendizaje
significativo de los estudiantes. Al respecto, Godino (2003) indica que el sig-
nificado de la matematica resulta principalmente de los problemas que se re-
suelven, mas no de las definiciones y las formulas, pues asi se limita la com-
prension de conceptos matematicos.

Al considerar como objetivo principal de la “actividad matemética” que los

estudiantes lleguen a pensar matemdticamente a través de la resolucion de
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problemas, “se hace énfasis en los procesos caracteristicos como clasificar,
particularizar, generalizar y argumentar” (Mason, Burton y Stacey, 1988, cita-
dos en MEN, 1998), con lo que se llega a la comprension de los objetos ma-
tematicos, no como entes sino como redes de conceptos que se interrelacionan
para potenciar el desarrollo del pensamiento matematico. Frente a esto, el do-
cente debe asumir un rol complejo, que involucra no sélo explicar, mostrar y
administrar la situacion del salon de clases, sino también escoger cuidadosa y
adecuadamente un conjunto de situaciones (Gascon, 1989), pues cada situa-
cion debe ser coherente con el proceso y las caracteristicas socioculturales de
los estudiantes.

A partir de la resolucion de problemas, se busca potenciar el aprendizaje de
los sistemas geométricos que, como todos los sistemas, tienen tres aspectos:
los elementos de que constan, las operaciones y transformaciones con las que
se combinan, y las relaciones o nexos entre ellos (MEN, 1998). Algunos pro-
blemas, si se abordan desde la historia permiten caracterizar procesos de reso-
lucioén y aprendizaje de las matematicas. Por ello aqui se presenta la forma
como puede llegar a darse el anélisis histérico-epistemologico desde la inter-
pretacion de planteamientos teoricos como los de Godino (2003) y Campos
(2004). A partir de un breve anélisis al objeto matematico integral, se pretende
el reconocimiento de algunos aspectos de la historia que pueden verse involu-
crados en la ensefianza y asi mismo en un aprendizaje significativo por parte
del estudiante. Destacan en esto los problemas de cuadraturas y cubaturas en
los que se integran aspectos numéricos y geométricos; es alli donde el analisis
histérico-epistemologico de los procesos, situaciones o conceptos matematicos
especificos, se torna herramienta para fundamentar el conocimiento del docen-
te y orientarle en su proceso de ensefianza.

Como pauta principal para la educacion matematica, se deben buscar situacio-
nes propicias que contextualicen al estudiante en la resolucidon de un problema
y permitan al docente ser guia que oriente de manera critica y complejice la
situacidon generando un choque cognitivo que lleve al estudiante a poner en
juego sus conocimientos y ampliarlos. Esto, porque de acuerdo con Polya (ci-
tado en Carrillo y Contreras, 2000) al resolver un problema se utiliza un razo-
namiento heuristico que permite introducir una notacion, establecer relaciones,
generalizar y determinar estrategias que generan conocimiento y comprension
de las matemadticas, lo que lleva al estudiante a convertirse en un sujeto activo
que participa en la construccion de su conocimiento.
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Tras reconocer la importancia de las situaciones problema para la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas, y evidenciar que muchos conceptos se han
abordado de manera formal, aislados de la resolucion de problemas, se plantea
el “andlisis historico-epistemoldgico” como herramienta que permite tomar
elementos de la génesis de la historia y la epistemologia para aprovecharlos en
la didactica de las matematicas. Asi lo menciona Filloy (citado en Godino,
2003), desde su aporte a la fundamentacién del conocimiento del docente,
quien considera los resultados de este analisis a la hora de plantear situaciones
problema y orientar su proceso de ensefianza. No se pueden dejar de vincular
los fundamentos historicos que han aportado a la evolucidon del concepto con
el estudio de situaciones problema que promuevan la comprensioén de un obje-
to matematico, ya que la epistemologia ayuda a establecer la configuracion
de los elementos constitutivos de la significaciéon de un determinado concep-
to mediante el analisis de los diferentes sentidos con los que ha podido apare-
cer y su adaptacion al tratamiento de situaciones que a lo largo de la historia
han preocupado a las personas (Gomez, 2003). Tal vinculacidon permite a los
docentes orientar los procesos de ensefianza: partir de la consideracion del co-
nocimiento de aspectos relacionados con los objetos matemadticos, apropiarse
de un significado de la matematica y asi mismo fundamentar los objetivos del
proceso de ensefanza y el saber qué quiere que sus estudiantes desarrollen.

Para poder definir la manera como el anélisis epistemologico de la matematica
puede aportar al proceso de ensefanza-aprendizaje de la geometria, deben es-
tudiarse y tenerse en cuenta algunos aspectos que permiten una manera distin-
ta de presentar en el aula un concepto matematico, en este caso la integral, in-
cluyendo las situaciones que aportaron y pueden aportar a su comprension
desde estudios geométricos y analiticos. Por ejemplo, Euclides propone en los
Elementos una reconstruccion de las dreas de figuras mediante el método de
exhaucion, el cual fue base para procedimientos como las sumas de Riemann
y los so6lidos de revolucion (método de discos), los indivisibles de Cavalieri,
las cuadraturas de Eudoxo y Arquimedes, y su desarrollo a partir de ideas co-
mo la de limite, lo infinitesimal y la integral misma, que permiten llegar a
aproximaciones del area y el volumen de figuras. Todo esto pone en evidencia
una relacion entre procesos geométricos y analiticos desarrollados a través de
la historia.

En este trabajo se busca establecer una relacion entre los valores que se obtie-
nen por aproximacion y la integracion de las funciones, definida como antide-
rivada, dejando ver la importancia del trabajo geométrico, analitico y numéri-
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co interrelacionado para generar comprension sobre los procesos de integra-
cion y conceptos propios como figuras y areas emergentes en la resolucion de
situaciones problema especificas. Para evidenciar las relaciones previamente
descritas, se aborda el siguiente problema:

Obtener formulas de calculo de areas y volumenes defiguras y solidos.

TRATAMIENTO DEL PROBLEMA

Para encontrar el 4rea de las figuras se requieren: la idea del 4&rea como magni-
tud, aspectos relativos a la proporcidn, la caracterizacion del area del rectan-
gulo a partir de construcciones historicas como las presentadas en los Elemen-
tos de Euclides y que conducen a asumirla como el producto de la base por la
altura; de igual manera, el area del tridangulo como una derivacion de la ante-
rior. Se presentan los procedimientos realizados para el area del circulo, vin-
culando aspectos de medida, modelacion, representacion y estudio numérico y
geométrico.

Area del circulo

Para determinar el area del circulo es necesario obtener formulas
en relacion con areas ya conocidas como la del tridngulo y el rec-
tangulo. De esta manera se describen algunos pasos para convertir
el circulo en una figura cuya area se pueda calcular. L

Se sabe que todos los radios del circulo son iguales, por tanto es
posible construir triangulos isésceles cuyos lados iguales sean
dos radios y el angulo central sea menor que n. Para poder en-
contrar el 4rea de cada tridngulo es necesario conocer la base y la //
altura, pero con los datos que se tienen hasta el momento no es \ s
posible calcular dichas medidas; para conseguirlas, se condicionan los tridngu-
los de tal forma que se pueda conocer la medida de los angulos formados por
los radios, en este caso, se forman # triangulos semejantes, tal que la suma de
los angulos de los vértices sea 360°.

N j?‘ e

Debido a esa condicion, se sabe que uno de los angulos del triangu-
lo, el central en la circunferencia, mide 360°/n, donde n determina la
cantidad de triangulos. De esta manera obtenemos # tridngulos, asi:

o
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Reconociendo que B=360/n y que el tridangulo es isosceles, pues sus lados
son radios del circulo, se deben calcular su base y altu-

ra, para lo cual se determina la apotema (una recta
perpendicular a la base del triangulo que pasa por el

centro del circulo o vértice del tridngulo); asi, se for-

man dos triangulos rectdngulos que se pueden estudiar

por separado recurriendo a identidades trigonométri- y i \v

cas y al Teorema de Pitdgoras, donde 6 =360/2n. ] "

El lado NM, que resulta ser la mitad de la base de los tridngulos isdsceles for-
mados inicialmente, es cateto opuesto del aKNM que por ser rectangulo,
cumple:

sin(8) = NM /r, r =radio del circulo.
sin(360/2n) = NM/r = sin(360/2n) *r = NM = base

De acuerdo con este célculo se puede encontrar el area de cada tridngulo isds-
celes que conforma al circulo, la cual depende de la base que ya se conoce y la
altura que se obtiene a partir de la aplicacion del Teorema de Pitdgoras (rela-
cionando el radio del circulo —hipotenusa del tridangulo— y la base de los trian-
gulos). Todo esto conduce a que el area de cada triangulo rectangulo es:

190) cos (220)

bh _ {sin(%)*‘l") % rﬁ,'l—sinz(%} _ 'rzsin{

2 2 2

Asi mismo, el area del tridngulo is6sceles correspondera al doble del area de
los rectangulos, es decir:

A (T. isésceles) = r’sin (%) cos (%)

Y una aproximacion al area del circulo, sera n veces el area de uno de los
triangulos 1sosceles, sabiendo que son congruentes, es decir:

A Cireul s (18!3) (18{3)
treulo = n(rsin - COs " 3

Sin embargo, el area de este poligono de n lados tiene un area —
menor a la del circulo en el que estd inscrito, esto debido a que / \\
solo los vértices de los tridngulos tocan al circulo y asi, queda | A

VANY;
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una region curvilinea sobrante que ird disminuyendo conforme el poligono
tenga mas lados; cuando sean infinitos lados, la diferencia de areas serd infini-
tamente pequeiia, hasta que la diferencia sea nula. En términos matematicos:

Acirculo =lim,_.(n+r® + sin(180/n) +cos(180/n)) =+ & lim(n = sin{180/n) + cos(180/m)) =+ «x

ANALISIS DE LA SOLUCION AL PROBLEMA

Si bien hemos destacado el analisis epistemologico de la matematica como un
recurso del docente para mejorar sus procesos de ensefianza, debe aclararse la
manera como esto se puede realizar. Al respecto, Campos (2004) propone
considerar tres componentes primarios, cada uno de los cuales corresponde a
un aspecto distinto del objeto matematico y aporta a su conocimiento, lo que
llega a ser de utilidad para orientar al docente en su proceso de ensefianza des-
de la seleccion de situaciones y, en este caso considerando aspectos relaciona-
dos con los procesos de calculo de area y la integral.

Génesis. Este componente se relaciona con los indicios historicos o momentos
importantes en los cuales se desarrolla el objeto matematico, por tanto pode-
mos referirnos a los trabajos iniciales de Arquimedes, Eudoxo y otros mate-
maticos griegos quienes se enfrentaron a situaciones en que requerian del area
de figuras geométricas, y frente a las cuales se establecen cuadraturas y cuba-
turas. Alli se resaltan procesos mediante los cuales se consolidd la integracion,
al superar obstaculos como el reconocimiento y comprensién del continuo,
infinito, limite, variacion, entre otros, los cuales se conciben en la ensenanza
actual desde definiciones que permiten caracterizar la matematica axiomatica
y algoritmica. Desde esta perspectiva se lleva a los estudiantes a realizar
calculos asociados a formulas, sin reconocer las relaciones que se establecen
entre los diferentes conceptos. La importancia de problemas como las cuadra-
turas radica en la posibilidad de relacionar procesos de modelacion y comuni-
cacion, a partir de razonamientos geométricos y aritméticos, con el desarrollo
de conocimientos, habilidades o competencias matematicas.

Estructura. La integracion (entendida como el area bajo la curva) se concibe
no sélo como la antiderivada en los problemas referenciados, sino como un
objeto matematico relacionado con las nociones de continuidad de una fun-
cion, limite, etc., por medio de las cuales se configuran métodos de descubri-
miento y demostracion de propiedades y soluciones, tales como el método de
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exhaucion, el cual inicialmente hace uso de varios aspectos de la geometria
analitica para hacer deducciones y asi mismo demostrar la validez de las res-
puestas, desde el estudio de magnitudes y relaciones de proporcionalidad.

La solucion de problemas donde se requiere de la integracion se basa histori-
camente en la relacion que hay entre distintas representaciones. Consiste ini-
cialmente en una aplicabilidad donde la geometria analitica es el primer con-
texto en el que aparece, requiere de propiedades y axiomas, tales como la
conmensurabilidad de medidas, axiomas de continuidad y el reconocimiento
del limite en varios momentos, los cuales pueden configurar adecuadamente la
comprension de la integral, esto pasando por ideas como lo infinitamente pe-
quefo y lo indivisible.

Funcion. La actividad matematica es una actividad por excelencia educativa;
es utilizable en diversas tareas necesarias para la organizacion de una socie-
dad. Dar este contexto a los conceptos aporta al interés y validez que el estu-
diante le otorga. En el caso de la integral se debe hacer un reconocimiento de
su aplicabilidad al calculo de areas de figuras geométricas, areas entre curvas,
calculo del trabajo y otras magnitudes fisicas, en la industria, la mecanica, la
medicina, etc. De esta manera se contribuye a superar esa falsa creencia de
que los aprendizajes en matemadticas son utiles s6lo dentro del aula de clase
para resolver una serie de ejercicios.

Para concluir, es necesario reconocer que las cuestiones epistemoldgicas han
sido casi totalmente descuidadas por los profesores (Vergnaud, 1990), lo que
se ve reflejado en el tipo de situaciones que seleccionan para la ensefianza de
los objetos matematicos. A la hora de reconstruir el proceso conceptual de la
matematica, debe tenerse en cuenta el correspondiente andlisis historico-
epistemologico pues éste ayuda al docente a orientar los procesos de
ensefanza. Es necesario considerar multiples aspectos de los objetos
matematicos que permitan al estudiante construir su conocimiento y por ende
lograr una educacion de calidad.

La resolucion de problemas abre la posibilidad dentro del proceso de ensefian-
za-aprendizaje para que el estudiante se convierta en un “resolutor” de situa-
ciones en las cuales pone en juego no solo los conocimientos previos, sino
también razonamientos heuristicos y estrategias, con lo que se desarrolla un
pensamiento matemadtico y se promueve que los aprendizajes sean significati-
vos y relacionados con la comprension de los conceptos, la funcionalidad y
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aplicacion de los mismos. Desde el abordaje del problema relativo al area del
circulo se muestra una relacion entre la geometria y la aritmética, que permite
al estudiante ver la matematica no como algo mecanico y trivial, sino que debe
haber una comprension previa de los objetos, para que sea una herramienta a
la hora de enfrentar situaciones en distintos contextos.
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