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JUSTIFICACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS REALES

Manuel Subnrez Feandndez
E.U, del Profdo. de £.§G,B.

Segovia

Recordando recientemente el trabajo "INTRODUCCION GEOMETRICA-
DE LOS NUMEROS REALES",que publiqué hace algunos afios en la Revista de-
Bachillerato,me parecid que algunas ideas y la reaaccién del mismo po -
dfan ser mejoradas. Esto me animé a redactarlo de nuevo,partiendo esta-
vez de algunas sencillas ideas de Geometria y Teoria de conjuntos,al al
cance de guienes hayan éstudiado la E.G.B.

Las referidas "sencillas ideas" servirdn aqui para justificar
intuitivamente los axiomas que se construyan para el fundamento e inclu
sién de los nimeros reales y su estructura. Tales axiomas,as{ como las-
definiciones,notaciones y teoremas,irédn,para diferenciarlos claramente-

de las nociones de Pre-matemdtica aludidas,encerrados en recuadros.

Consideremos un plano II,quée podemos suponer es el del papel o
de la pizarra,como un conjunto de puntos.
Para todo X,Yell , X#Y
. la notacidn XY significard "recta que pasa por X e Y
con i?,denotaremos "semirrecta de origen X que pasa por Vel

Para todo X,Y,X’,Y’ell , X#Y e X’# Y’ ,indicaremos que "la -

recta XY es paralela a la X'Y’",asf: X! |X°T .
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Por Gltimo

. con T¥ squeremos decir "segmento de extremos X e Y" ;

. llamaremos "vector de origen X y extremo Y",o més simplemen
te,"vector XY",y notaremos i?éa cualquier (X,Y) de IIxI.

Consideremos una relacién binaria ~ sobre IxIl de manera que

Para todo E? , §7§% de IxI, X AXT st y sélo si XY||X°¥’ y
XX’ |77,

En virtud de lo dicho y de lo que la intuicidén nos dice, justi

ficamos el siguiente enunciado abstracto

Admitiendo que existe un conjunto II,no vacio,a cuyos elemen -
tos llamaremos puntos;de manera que sobre IIXI estd definida una relacidn
de equivalencia v tal que,si para todo X,Yell,notamos f? al (X,Y) dellxI,
entonces

P . ,os ’, - brey M )
.. para todo X,Y,X” € II exiate un unico Y ell tdl-gque XXNE? H

= =, -, ¢ -2, =2
. para todo XY , X'¥/ e Mxll , XIK'Y” si y sélo si XE’~IT’.

Sobre IIxII definimos una ley de composiéién‘interna,que llamare
mos "suma sobre IIXI" y notaremos ®,de manera que
- - — =
Para todo XY, VW g IxI, el vector suma,que notaremos XYOVW ,es el

=%, , P b B2 w
W ,en donde W'es el unico punto tal que YW VW,

Se puede probar. que,cualesquiera que sean XY, VW,%° VW, HK dd
TIxI
R s I > pre. Sepe Moy AP S

. si XYX'Y y VWAVW 7, entonces XYOVWAX Y 73VW”™
. (XToT) oHkXTo (TWolk) ;

-
. ToTunTlexT ;

' - 5 =
para todo Vell,es XYOVVAXY ;
. . 2o, T2

. para todo Vell,existe un tnico Y el tal que XYOXY VYV,

-
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Con base en lo anterior ¥y la intuicidn, justificamos el enuncia

do que sigue

que notaremos OU y llamaremos "OU" ,» tal que 0,U ¢ 6? »Se cumple que:

si y sélo si VeOU

Admitiendo que existen O,Ucll , O#U , y un subconjunto de II ,

— — —y -
Para todo XeOU y para todo Y,Vell, si 0X¢0Y~OV , entonceg,YeOU

Xe0TaT

maremos "suma sobre OU",de manera que:

Sébre OU definimos una ley de composicidn interna + ,que.llg-
Bra todo X,Yeﬁﬁ s el resultado XtY es el dnico VeOU tal que

Se puede demostrar éue dicha ley
. es asociativa;
. es8 conmutativa;
adnite un elemento neutro para Bﬁ,el 05

. es tal que todo XeDU tiene elemento simétrico,"-X".

es Vesﬁ .

—
Sobre OU consideramos una relacidn binaria € ,tal que

Para todo X,Yeaﬁ ,es X&Y sii el dnico punto V tal que thf?,

La intuicidn y lo anteriormente dicho,nos permiten enunciar

tal & ,de

Admitimos que sobre 00 hay definida una relacidn de orden to-

manera gue:

Para todo X,Y,vedlT , 81 XY , entonces es XTVLYtY

punto 0.

en el que

Consideremos la recta OU y otra r,que corta a la primera en el

La notacidén T(X,Y,V) significard "tridngulo de vértices X, Y,V

XUPU e TUkv.

Sea 7 el conjunto de dichos tridngulos y de los tridngulos de
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generados,es decir,que consisten en un segmento,entiéndase cerrado.

La notacidn P(X,Y,V) indicard "paralelogramo del que son vér-
tices X,Y,V ,de manera que XY||0U e ¥V |r".

Sea P el conjunto de los referidos paralelogramos y de los pa
ralelogramos degenerados,usado este término en igual sentido que antes.

Diremos que " un T(X,Y,V) es congruente con un T(X’,¥’,V’M]lo
que notaremos T(X,Y,V)=T(X’, ¥’, V"), sii X %f7?' e §3N§73'.

Diremos que "un P(X,Y,V) es congruente con un P(X’,¥’,V’) sii
T e WNY_;TI)'.

Es evidente que la relacidn = es de equivalencia sobre el con
junto 70 P .

Consideraremos la nocidn de "drea" para los elementos de di -
cho conjunto,a los que llamaremos "figuras",pero no como un n@mero, sino
como una relacidn de equivalencia & . De esta forma,diremos que:

Para todo F,Ge(7UP),"es F equivalente en drea a G" sii F&G y
admitimos rque:

. 81 F=G ,entonces F&G ;

. si F es una figura unidén de las figuras F',F"’y F’"’,de in-
teriores disjuntos dos a dos,y también G es una figura unidén de las fi-
guras G*, G'“y G’’",de interiores disjuntos dos.a dos,y F'&G" y F"'vG"’
entonces, F&G sii F ‘& G”7

Elijamos un punto cualquiera U’# O perteneciente a la rectar.

Para todo X,YeOU y para todo X’,Y’¢0U’ , si X,Y¥,X’,Y’ son dis
tintos de 0 y ii'll;?',entonces ha de verificarse uno de los tres casos
~siguientes :

Caso 1-Fig.1

El punto W estd entre

el Vy el X.
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Caso 2-Fig.2

Y
xl

X Y

El punto W coincide
coén el V.

67/

Caso 3 -Fig.3 .

va
V<

H .
/
. X‘ L K .
/\Q V estd entre W y X
o/ X \

En todos los casos, se-puede argumentar, sobre la. respectiva fi

guray que :

P(X,O,Y')&P(Y,O,X') (*)

En 1,considerando que T(H,X*,¥°%) & T(¥,X,V) ¥ysen consecuencia,
que P(X",W,V) & P(H,W,X) ,se ve fdcilmente que se cumple (%),

En 2,es inmediato.

En el caso 3,si consideramos que T(Y",H,V) & T(L,K,Y) y,en con
secuencia,que P(L,W,H) & P(K,W, V), tambidn resulta cumplirse (%),

La relacién (*) se usaré més adelante a modo de lena,

En lo que sigue,supondremos que la recta r,en la que est$ con
tenida la semirrecta 0U’,es perpendicular a la QU ysadends,que los seg~
mentos OU” y OU son iguales en longitud. Estas condiciones no son nece-
'sarias; si las suponemos es sélo porque resultan "familiares".

Para todo.X,Ysal_f ,81 Y700 y T0/Y°% sentonces,notaremos -

XAY al punto perteneciente a la DU tal que. U'X| Y™ (xaY). (Fig.4)

Yl

v \
N ‘

.°| Voy v X3y Fig.4
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En virtud de (¥),puede escribirse:
P(X,0,Y’) & P(XAY,0,U") (#%)

Es inmediato(fig.5) que:

Para todo Xesﬁ, es UAX=X

X'

Ul \
~\\:::\
d X

0

Fig.5

Ergumentemos que:

Para todo X,Y,VESE, es (XAY)AV = (XAV)AY.

En efecto,seglin la figura siguiente(6) y las relaciones (%) y
(¥%),se verifica que:

P( (XAY)AY , O, U” ) & P(XAY , O, V")

P(XAY , O, V') & P(XaV, O, Y7)

P(XAV , 0, ¥’) & P( (Xav)ay , 0, U”)

v EEE ::::1\- Fig.6

k“*\x.
DN .
) v XY V>XAY' Xav (xay)av=
' =(xav)a¥

Por tanto,
P( (XAY)AV , 0, U*) & P( (XAV)AY , 0 , U’) ,de donde
(XAY)AV = (XAV)AY
Aclaremos que,en la figura,existe paralelismo entre las regc -
tas U'U y las Y'Y y V'V ; entre U'X e Y'(XAY) y V'(Xo¥) ; entre U’(XAY)
y V'( (XaY)AV  y,por ﬁltimo,entre‘la recta U'{(XAV) y la Y’ ( (XAV)AY.

-

Argumentemos ahora gque:
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Para todo XeOU ,X#0 ,existe YeOU tal que XAY =

u.
” . R N
En efecto,segln la fig.7,representado X,si Y’ c0U es tal que -

YU[|U’X ,entonces,el punto ¥ perteneciente a la‘BE tal que Y'Y||UU,ve

rifica que XAY=U,

Ul

o Y v X Fig.7

Las figuras 8 y 9 nos permiten argumentar que:

Para todo X,Y,Veaﬁ, se cumple que (X+Y)AV = XAV + YAV yenten -

tiendo que XAVt YAV significa lo mismo que (XAV ) + (YAV).

v ad
U'\\\\
o u X b +
' v *HY Fig.8
v' !
0 Y : Xayv Yav RAV+YAY
Fig.9

En efecto, segln dichas figuras,es:

P(XFY , Y., W)&P(X , O , V)

P(X, 0, V)&P(XaV , 0, U*)

P(XAV , O, U’)&P(XAVFYAV , YAV , H)

Luego, -

P(XtY , Y , W)&P(XAVIYAV , YAV , H) y,como
P(Y,0,V")&P(YAV , O ,U’), resulta

P(%Y , 0, V)&P(XaWYav , 0, U”)

Puesto que también se verifica que
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P(XtY , 0, V')&P( (XtY)av, 0, U’) , resulta que
P( (X+Y)aV , O , U’)&P(XAVtYAV , O , U’) , de donde,

(X+Y)av = XAV YAV

Enunciado

[~ —
Admitimos que sobre el conjunto OU = { X | XeOU , O0<X } hay -

definida una ley de composicidn interna A tal que:
Parda todo X,Y,VESE es:
. UAX=X
. (XAY)Av=(XOV)AY

o (XtY)AV=XAVHYAY

Definicidn

Sobre 0U definimos una ley de composicidén interna, que llamare
mos "producto sobre oy y notaremos "." , tal que:

Para todo X,YESE es:

. XY= XAY

o (-X).Y=-(XaY)

o (-X).(-Y)=XaY

Puede probarse que . es asoclativa.y conmutativa ;que 0U tiene
un elemento neutro multiplicativo U y que cada uné de sus elementos X#0
tiene un simétrico ; que es distributiva respecto a t y,por Gltimo,que

para todo X,Y,Veﬁﬁ ,. sl XY y 0LV ,entonces es X.VLY.V

Nueve terminologia y notaciones nuevas

. Al conjunto oU lo notaremos R

. a sus elementos los llamaremos "dmeros reales" y los expre-

sabemos mediante letras minfisculas ;

. a la suma sobre OU la llamaremos "suma de nlmeros reales" ;
- Py

. el producto sobre 0U se denominard "producto de nlmeros reg
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besVY

sentaremos "o"

+ al elemento neutro aditivo 0 le llamaremos "cero”

motacidn serd "qn

. el simétrico multiplicativo de cualquier real no nulo X,s€e -
R ¢ =1

designard x H

- para todo x,y,veiR, y1lamaremos "intervalo real cerrado de ex,

tremos x e y , y notaremos [ x,y] a1 conjunto { v | veR, xswv , v v},

¥y 1o wmpre|

. al elemento neutro multiplicativo U le llamaremos "uno" y su

Enunciado :

Admitimos que si I es un conjunto de intervalos cerrados, dema
nera que para todo [k x] [x,y]eI es x$y° , x <y sentonces existe ve R

tal que para todo [k,y]al se verifica que VEL},yJ

Definicidn de naturales, enteros Y racionales

Admitimos que existe un subconjunto N de R,a cuyos elementos
llamaremos "nimeros naturales", tal que

. 0eN;

- si xeN ,entonces x+1eN ;

. si ACN , och ¥y xt1 el siempre que xe ,’ entonces A=N ,
Llamaremos "conjunto de los niimeros enteros" al suconjunto Z

deIR tal que Z= { x| xeN 8. -xeN }

Llamaremos "conjunto de los nimeros racionales" al subconjuu -

to Q de R tal que Q={ x| dp,qe2 , qfo v ‘x=p.q'1}.

Enunciado : ”

Admitimos que para todo X ¥eR ,81i ogx , ofx ,entonces existe]
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aeN tal que y<x.n y,en consecuencia,diremos que "la relacidén de orden-

total ¢ es arguimediana

En virtud de los enunciados admitidos y de los que,como se ha
visto,pueden demostrarse a partir de ellos,llegamos,finalmente,a la si-

guiente conclusidn :

Existe un conjunto R, a cuyos elementos Clamaremos "nimenos
a;aéaé", que netne las siguienites. caractenisticas :
.,£Qtd definida solne 4L una f.c.i,,que denominaremos "suma -
de nibmenos neales” y notaremos + ,que:
. es asociaetiva y conmuitativa ;-
. aespecto a ellue , tiene R como efemento neutro al "ceno” ;
., cada xelR tiene un siméirico aditivo,el -xelR..
vola L.c.i. "prodiucto de nimenos rneales” , definida sobrelR y
que notanemos o ,es tal que
. veaifica. la asociatividad y fa conmuitatividad ;
. es distributivae con nelaciébn a t i
. IR posee elemenio neutro relalivo a aééd,@l "uno(1) y 1#0;
, todo elemenito. x no nulode (R tiene un. siméinico multiptica
tivo: x~ '

L Sobrne R estd definida. la relacibn de onden total "menon o -

igual” (& ) ,que verificd que :
‘ . para todo x,y,velR , 4{ x&y , entonces xXtv&ytv ;

. para todo X,y,VvelR , 44 XLy , 0LV , entonces X.VEY.V .

. Existe un subconjunto N de R. , que €lamaremos nimercs na -
tunales” , tal que :

. ¢ xeN , entonces xt+1eN

. 4L AN, oeh y x+leh  siempnre que xeh , es entonces A=N,

. Para todo x,yeR , 44 oex , o#£x , entonces existe neN tal -
que yEX.N . -

.85 I es un conjunto de intervalos reales cennados , de ma -

—T2—



nera gque: parna todo [x.,yl ) _-[x',‘y',] de I . 25 x%gy , x’&y’ ,entonces exis

te velR tal que para todo [x ,’y'] de 1 se verifica que Ve rx,yT.

En virntud de todo lo cual, podemos afirman que :

(R, + ., o, &) &S UN CUERPO CONAUTATIVO, TOTALNENT & ORDENADQ,
ARQUINEDIANG Y COMPLETO,

°00g

TSA084 VI¥YNYY)

*S1vy 3q

b
“
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Comunicacién oral

Sesiones breves de alrededor de 15 minutos donde una persona o-cquipo expone algin trabajo
realizado en educacién matematica.

Grupos de discusién

Usted puede solicitar la creacion de un grupo de discusion sobre un tema de dctualidad en educa-
cion matemdtica. En el segundo anuncio de esta conferencia se presentaré una lista de los temas
propuestos hasta ese momento para identificar otras personas interesadas en ¢} mismo tema.

Grupos de trabajo

Usted puede proponer la creacion de un grupo de trabajo donde exponga su experiencia en algiin
proyecto realizado en educacién matemdtica. En este caso usted serra el Ifder del grupo que se
forme. Cuando se publique el segundo anuncio de la VII CIAEM se incluird la lista de grupos de
trabajos propuestos para identificar las personas interesadas en ¢se tipo de trabajo.

Sesién de posfers

En una sesion de posters la presentacion se vealiza grificamente cnoun cartel preparado por el tlos)
autor (es) y colocado en un lugar destinedo a la exhibicion de los posters. El {los) autor (es)
deberd(n) permanceer-el mayor tiempo posible trente a su poster para responder a lus preguntas
que se planteen con respecto al trabajo presentudo.

Demostracién de materiales

Consiste en la exhibicion y demostracion de materiales que usted o un grupo de colegas haya
creado para la ensefianza de la matemidtica. (Incluye software).

Inscripcion
El costo de la inscripcién varfa, dependiendo de la fecha en que ésta se realice:

US$50.00 hasta el 30 de abril de 1987
US$55.00 hasta el 30 de junio de 1987
1US$60.00 en julio de 1987

El formulario de inscripcién estd anexo a esta comunicacién. Es conveniente que la inscripcién se
realice a la mayor brevedad posible para facilitar una mejor organizacion del evento.

La solicitud de inscripcion debe acompanarse de un cheque que cubra el costo de la misma.
Dicho cheque debe hacerse a nombre de la Universidad Catélica Madre y Maestra.

Hospedaje y Alimentacion

El hospedaje de los participantes en la VII CIAEM se harif en hoteles donde ¢l costo aproximado

“de habitacién es de US$25.00 diarios. Puede calcularse un gasto alrededor de US$20,00 diarios
para alimentacién. Los Costos indicados pueden variar dependiendo de fas fluctuaciones de la
moncda dominicuna. En el segundo anuncio se indicardn los costos de alojamiento y alimenta-
cion de manera mds precisa. -

Por favor, complete el formulario cuidadosamente y preferiblemente a midquina. Envrelo a:

Séptima Conferencia Interamericana de Liducacion Matemdtica (VI CIAEM)
Centro de Investigaciones
Universidad Catélica Madre y Macestra (UCMM)
Apdo. Postal 822
Santiago de los Caballeros
Republica Dominicana
Cualguier informacion adicional a fa que s¢ presenta en este folleto puede solicitarse a la direc-
cion indicada arriba o a los siguientes teléfonos o telex: (809) 583-0964
(809) 583-0441 ext. 261
ITT 3461032
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