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Resumen. Este trabajo se centra en la problematica de la ensefianza y aprendizaje del Calculo Vectorial. Se
sitta esta rama de la matemdtica en el contexto de la ingenieria y sus origenes. Se exponen aspectos
destacados de algunas teorias cognitivas del aprendizaje: la teoria de los modelos mentales de Johnson-Laird y
la teoria del aprendizaje significativo subversivo. Proponemos considerar las mismas como marco referencial en
el desarrollo de estrategias didacticas para la ensefianza y aprendizaje de los conceptos matematicos
mencionados.
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Abstract. This paper focuses on the problems of teaching and learning Vector Calculus. It places this branch of
mathematics in engineering context and origins. Contributions are presented in this research lines from
considering highlights of cognitive learning theories: the theory of mental models of Johnson-laird and theory
subversive meaningful learning. We propose to consider them as a framework in developing didactic strategies
for teaching and learning of mathematical concepts mentioned.
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Introduccion

Este trabajo se centra en la problematica de la ensefianza y aprendizaje del Cdlculo Vectorial en
carreras de ingenieria. El Cdlculo Vectorial es una rama de las matematicas referidas al analisis
real de funciones de dos o mas variables. Sus origenes se encuentran a fines del siglo XVIll y a
principios del siglo XIX, fuertemente ligados con los inicios de la fisica- matemadtica, la
termodindmica, la hidrodindmica, la mecanica de los fluidos, la electricidad, el magnetismo, la teoria
del potencial y la Ecuaciéon de Laplace (Crowe, 1994; Wussing, 1998; Mankiewicz, 2005). Su
estudio es esencial para alumnos de carreras de ingenieria. Les proporcionara herramientas
basicas que los ayudaran en la modelizacion matematica de diversos fenémenos fisicos de los
sistemas en ingenieria que podran ser analizados a partir de una representacion vectorial

(Feynman, 1987).

La ensenanza y aprendizaje de los conceptos del Cdlculo Vectorial no es sencilla debido a la
complejidad y alto grado de abstraccién de los objetos matematicos de estudio, por lo que el
alumno requerira de un pensamiento matemdtico avanzado (Azcarate Giménez y Camacho
Machin, 2003). Esta problematica ha sido abordada en contextos mas simples del Cdlculo a nivel

universitario (Moreno, 2005; Guzman, 2007; McCartan, Hermon & Cunningham, 2010). Ellos
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expresan que la ensenanza tradicional, mecanicista, descontextualizada y técnica, obstaculiza la
comprension de los significados de los objetos matematicos de estudio y sus vinculos con
otras ciencias. Algunos investigadores proponen contextualizar el estudio, vinculandolo con la
ingenieria y la fisica (Ramos & Font, 2006; Font, 2008; Dunn & Barbanel, 2000; Kiimmerer,
2002; Camarera, 2009; Zdniga, 2007; Willcox & Bounova, 2004). Otros proponen el uso de
Tecnologias de la Informacion y de la Comunicacion (TIC) para generar imagenes externas con
el objeto de vincular conceptos del Cdlculo Vectorial con sus aplicaciones fisicas (Costa, Di
Domenicantonio y Vacchino, 2010; Perjési, 2003; Alvarez, 2010). Estas Ultimas propuestas se
basan en que la visualizacion de imagenes juega un rol central en el aprendizaje de las ciencias
(Zimmerman & Cunningham, 1991; Hitt, 1998). Por ello es importante que el profesor busque
para la ensenanza y aprendizaje de los objetos bajo estudio, diversas estrategias diddcticas,

integrando no sélo qué se ensefia si no como se ensena (Salinas y Alanis, 2009).
Teorias cognitivas de aprendizaje

Las teorias cognitivas del aprendizaje describen los procesos mediante los cuales los seres
humanos aprenden, en como ingresa la informacién al aprender y como se transforma en el
individuo (Gardner, 1988). En lo que sigue exponemos aspectos destacados de alguna de estas
teorias: la teoria de los modelos mentales de Johnson-Laird y la teoria del aprendizaje significativo
subversivo. Las mismas pueden ser adoptadas como marco referencial en la investigacion en la
ensefianza y aprendizaje del Calculo Vectorial, servir de base para el desarrollo e
implementacién de situaciones didacticas en el aula y obtener resultados que permitan afirmar

su utilidad.
Teoria del aprendizaje significativo subversivo

Postman y Weingartner (1969) proponen un aprendizaje significativo como actividad subversiva
(Moreira, 2005). Relatan las problematicas de los tipos de ensefianza que no educan para las
necesidades actuales del mundo, donde se espera tener personas con personalidad, inquisitivas,
creativas, innovadoras que enfrenten la incertidumbre y que construyan significados nuevos.
Esto constituiria un proceso de busqueda y de construccion de significados que podriamos
llamar aprender a aprender. Moreira (2005) considera que para sobrevivir en la sociedad
contemporanea, el término aprendizaje significativo critico puede ser mas adecuado. Entiende
por aprendizaje critico: aquella perspectiva que permite al sujeto formar parte de su cultura y, al
mismo tiempo, estar fuera de ella. Se trata de una perspectiva antropoldgica en relacién a las
actividades de su grupo social, que permite al individuo participar de tales actividades, pero, al
mismo tiempo, reconocer cuando la realidad se esta alejando tanto que ya no se esta captando

por parte del grupo. Considera que a través del aprendizaje significativo critico el alumno
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podra formar parte de su cultura y, al mismo tiempo, no ser subyugado por ella, por sus ritos,
sus mitos y sus ideologias. A través de ese aprendizaje es como el estudiante podra lidiar, de
forma constructiva, con el cambio, sin dejarse dominar, manejar la informacion sin sentirse
impotente frente a su gran disponibilidad y velocidad de flujo, beneficiarse y desarrollar la
tecnologia, sin convertirse en tecndfilo. Por medio de este aprendizaje podra trabajar con la
incertidumbre, la relatividad, la no causalidad, la probabilidad, la no dicotomizacion de las
diferencias, con la idea de que el conocimiento es construccién nuestra, que apenas

representamos el mundo y nunca lo captamos directamente.

i{Como podemos los profesores facilitar el aprendizaje significativo critico! Para ello Moreira

destaca los siguientes puntos:
I.  Aprender/ensenar preguntas en lugar de respuestas
2. Aprender a partir de distintos materiales educativos
3. Aprender que somos perceptores y representadores del mundo

4. Aprender que el lenguaje esta totalmente involucrado en todos los intentos humanos de

percibir la realidad
5. Aprender que el significado esta en las personas, no en las palabras.
6. Aprender que el hombre aprende corrigiendo sus errores

7. Aprender a desaprender, a no usar los conceptos y las estrategias irrelevantes para la

sobrevivencia

8. Aprender que las preguntas son instrumentos de percepcion y que las definiciones y las

metéaforas son instrumentos para pensar.

En el contexto de la ensenanza del Calculo Vectorial en carreras de ingenieria, se considera de
interés proponer estrategias didacticas centradas en el item I. jEnsefar a preguntar! Cuando
un alumno, se esta formulando una pregunta, esta utilizando su conocimiento previo de forma
no arbitraria y eso evidencia un aprendizaje significativo. En relacion a esto, Moreira (2005) se
pregunta como hacer para provocar esta accion en los estudiantes. Dice que mas que una
cuestion de motivacion es hacer que el alumno perciba como relevante el nuevo concepto que
queremos que construya. Expresa que el camino para ello, podria ser ensenar a los alumnos a

preguntar, a formular preguntas significativas, en el contexto en que se esta trabajando.

En relaciéon al Cdlculo Vectorial, como se menciona en la introduccién, un estudiante puede
aprender (qué hacer) mecanicamente las técnicas de calculo para obtener las magnitudes

escalares y vectoriales como son: circulacion, flujo, trabajo, rotor y divergencia, sin un andlisis de
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los procedimientos utilizados, ni de interpretacion de resultados, constituyendo esto un
aprendizaje no significativo (cdmo hacer). El conocimiento de esas magnitudes es importante
para alumnos de ingenieria pues a partir de las mismas les sera posible describir y comprender
fendmenos naturales, leyes del electromagnetismo y de la mecanica de los fluidos, entre otros

(Feynman, 1987).

Nos preguntamos entonces, ;Como lograr un aprendizaje significativo critico de éstos conceptos
en el estudiante? Una propuesta para la ensenanza y aprendizaje de esos conceptos consiste en
desarrollar e implementar actividades para que el alumno se pregunte y a partir de las
respuestas construya los significados de las magnitudes mencionadas. Preguntas tales como:
{Como y porqué surgié la necesidad de calcular esas magnitudes en un contexto histérico?
{Qué miden esas magnitudes segln sea el campo vectorial: un campo de velocidades de un
fluido (aire, agua), de propagacion del calor, eléctrico, magnético, gravitatorio? ;Existe alguna
relacion entre el flujo de un campo vectorial a través de una superficie con la cantidad de lineas
de fuerza que la atraviesan? ;Tiene algun significado fisico el flujo a través de una superficie si la
misma es cerrada? ;Cual, si la superficie encierra fuentes en su interior? ;Cémo interpretar la
circulacion segiin sea su valor: positivo, negativo, o nulo, en relacién con las caracteristicas

intrinsecas del campo vectorial? ;Cual es la circulacién si el campo es conservativo?
La teoria de los modelos mentales de Johnson-Laird

La Teoria de los Modelos Mentales desarrollada por Johnson-Laird pretende dar una explicacion
de los mecanismos involucrados en el razonamiento, postulando que los humanos representan

el mundo con el cual interacttan a través de modelos mentales (Johnson-Laird, 1983, 1990).

La mente es representacional y computacional. La representaciones mentales, son las maneras
de nuestra mente de “re-presentar” internamente el mundo externo. Las imagenes

corresponden a visiones de los modelos.

Un modelo mental estd compuesto por elementos y relaciones que representan un estado de
cosas especifico, estructurados de una manera adecuada al proceso sobre el que deberan
operar. Hay varias teorias sobre modelos mentales, pero la de Johnson-Laird es hasta hoy la
mas completa y articulada. Un modelo mental puede contener proposiciones pero estas
pueden existir como representaciéon mental en el sentido de Johnson-Laird, sin formar parte

de un modelo mental.

En este sentido, la conexion con el mundo se establece a partir de una equivalencia entre un
modelo mental y las partes del mundo que son designadas. A partir de esto se postula que el

razonamiento cientifico esta basado en modelos (Johnson-Laird, 1983).
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Los modelos mentales por lo tanto, constituyen una representacion o “estructura analoga” del
mundo-real o de una situacion-imaginada especifica. Un modelo mental construye a su vez
imagenes, que corresponden también a modelos mentales particulares y constitutivos de ese
modelo mental. Se pueden representar principalmente a partir de tres fuentes: de percepcién
visual, analdgica y sobre experimentos del pensamiento (Johnson-Laird, 1983). Johnson-Laird
establece que no puede explicarse el razonamiento sin recurrir a la idea de modelo mental. Su
Teoria de los Modelos Mentales para el razonamiento (Johnson-Laird, 1983, 1990) establece
que el proceso de inferencia no puede reducirse a la légica ni al empleo de reglas formales que

operan sobre las representaciones proposicionales.

Entonces, el razonamiento consistiria en la construcciéon y manipulacion de Modelos Mentales de
naturaleza analdgica. Johnson-Laird postula que existen por lo menos tres clases de
representaciones mentales distintas: las representaciones proposicionales, definidas como cadenas
de simbolos, similares al lenguaje natural, en el sentido que necesitan de reglas sintacticas para
combinarse, pero que no se confunden con él; los modelos mentales, analogos estructurales del

mundo y las imdgenes, definidas como visuales del modelo (Moreira, 1999).
{Qué aplicaciones tiene lo anterior en la ensefianza?

Las representaciones externas, son pictoricas o linguisticas y las internas, o representaciones
mentales, son proposicionales o analégicas. No existe una relacion directa entre la
representacion externa y la representacion interna. La investigacion acerca del uso educativo

de las imagenes externas es variada y es un campo abierto de gran importancia.

Hay diversas opiniones sobre los beneficios que tiene el uso de imagenes externas como
recurso educativo en la ensefanza, y en cémo, cuanto y de qué manera, contribuyen a la
comprension. Las opiniones difieren también si el campo de aplicacion es la fisica o la
matemdtica. Pues si bien estas ciencias se entrelazan, tienen distintos objetos de estudio. La
fisica, trabaja con objetos reales que ocupan un espacio y un tiempo y la matematica con
objetos abstractos, que son creados por el hombre, que existen en su mente. Las
representaciones que se tienen de los objetos de estudio son de distinta naturaleza en cada

disciplina.

Unos y otros, parecen adherir a un conjunto de esléganes que sostienen las ventajas y
bondades del uso de representaciones visuales para: mejorar el aprendizaje, reducir la
abstraccion de los conceptos cientificos, facilitar la comprension, mejorar el recuerdo,
promover la imaginacion, introducir los fenémenos cientificos de una forma vinculada a la “vida
cotidiana”, facilitar la resolucion de problemas, motivar a los estudiantes y a los lectores en

general, y podria continuarse enumerando (Otero, 2004).
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Esloganes como “una imagen vale mas que mil palabras” se interpretan a partir de la idea de
que las imagenes provocan una forma de comunicacion mas libre y menos formalizada y que
permiten al vulgarizador concretizar las ideas cientificas, porque ellas tienen un valor sinoptico
y ayudan a considerar varios elementos y sus relaciones en una misma representacion. En la
practica, algunos cientificos y editores de libros de texto y un numero considerable de
profesores consideran ventajoso y jsimple! reemplazar el discurso verbal por otro imaginistico.
Asi, poseedores de un formidable optimismo epistemoldgico, cognitivo y didactico, adhieren al
destierro de las palabras para jahora si! explicar sencillamente con imagenes a los ninos

(Otero, 2004).

Desde la Psicologia Cognitiva, algunas investigaciones muestran que ciertas imagenes externas
podrian afectar la comprension y el razonamiento. Las investigaciones (Kosslyn, 1986, 1996;
Johnson-Laird, 1983, 1996) muestran que el sistema cognitivo desarrolla un proceso
interpretativo de las imagenes externas, que comienza con la percepcion, pero “mirar”’ una
imagen, no implica que serd “almacenada” directamente en nuestra mente. Para interpretar y
entender el discurso visual y verbal (imagenes y palabras), se construye una representacion
mental en la memoria de trabajo, a partir de la interaccion entre representaciones internas y

externas se desarrolla un proceso interpretativo de naturaleza estratégica.

En el campo de la matematica muchos conceptos y procesos se ligan al potencial didactico de
la visualizacion y la forma en que ésta, puede favorecer el aprendizaje. La visualizacion posibilita
crear en la mente una imagen visual de un concepto abstracto. A partir de graficos realizados
con diversos recursos, diferentes procesos permiten “ver” las matematicas. Esto ha generado
diversas investigaciones en relacién con el potencial didactico de la visualizacion, la forma

como ésta puede favorecer al aprendizaje y bajo qué condiciones utilizarla.

En matematica, un mismo objeto es posible que tenga multiples representaciones (diferentes
significantes del mismo objeto). Hablar de representacion (significado y comprension) implica
necesariamente hablar del conocimiento matematico. La representacion se caracteriza
mediante una correspondencia abstracta entre dos entidades que son puestas en alguna

relacion referencial una con otra, por un actor o un observador.

La comprensidon de un objeto matematico se entiende en términos de integracion de
representaciones mentales. Esta integracion es la que aseguraria la competencia en el uso de las
representaciones externas asociadas al objeto. Un objetivo central en la ensefanza de las
matematicas consistiria en conseguir que los alumnos sean capaces de pasar desde una
representacion a otra. Se reconoce que este objetivo es dificil de lograr (Font, Godino &

D'Amore, 2007).
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Un aspecto importante en la ensehanza de la matematica de conceptos abstractos es el de
vincular éstos con aplicaciones a la fisica u con otros objetos segun el contexto, produciendo

un determinado significado.
{Qué aplicaciones tiene lo anterior en la ensenanza y aprendizaje del Cdlculo Vectorial?

En particular, para el estudio del concepto campo vectorial, se propone desarrollar actividades
con el objetivo que el alumno asocie las distintas representaciones (graficas, simbolicas, u
otras) y de distinta naturaleza, fisica (campo gravitatorio, campo magnético, campo de

gradientes de un campo escalar) y matematica, de un mismo objeto (Figura 1).
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Figura 1: Campo vectorial gravitatorio. Diversas representaciones de un mismo objeto.
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