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Resumen. Durante un curso de Geometria Analitica se exploraron, mediante la aplicacion de un cuestionario a
32 estudiantes de bachillerato tecnologico, ideas de combinatoria y de probabilidad planteadas en situaciones
simples de lugar geométrico y se entrevistd a un estudiante por sus respuestas al instrumento. Los estudiantes
desconocian técnicas de conteo y no emplearon de forma consistente algin recurso figurativo para determinar
el nimero total de posibilidades; predomind en sus respuestas el enfoque clasico de la probabilidad sobre el
frecuencial; confundieron segmento de recta y recta y prevalecio la idea de simetria al ubicar al azar puntos
en el plano y trazar las rectas que ellos determinan.
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Abstract. During a course of Analytical Geometry a questionnaire was applied to a group of technological high
school students, involving ideas of combinatorics and probability in situations of simple locus. One student was
interviewed about his answers given to the questionnaire. The students were unaware of counting techniques;
the appeal to frequency probability prevailed in their answers instead of the classical view. In addition, they
did not distinguish between a straight line segment and a straight line, the idea of symmetry interfered to
locate points at random in the plane and to draw the lines that those points determined..
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Introduccion

La reduccidon de la practica de los estudiantes a la unidad de aprendizaje que estén cursando,
sin interrelacionar las distintas unidades, ha sido uno de los motivos de la reforma del nivel
medio superior. Este reporte recoge los primeros resultados obtenidos en una investigacién
cuyo objetivo es conocer el estado de conocimientos respecto a las ideas fundamentales de
estocasticos que tienen los estudiantes de un Bachillerato tecnoldgico, mediante su
identificacion o no de esas ideas de entre las implicadas en los cursos de matematicas a los que
asisten. Por un lado, este informe es previo a la ensefanza de estocasticos en el bachillerato,
que se ubica en el sexto semestre; y, por otro, toda la investigacién la incluye y vincula las
distintas unidades de aprendizaje. En lo que corresponde a este reporte, aplicamos un
cuestionario a estudiantes de Geometria Analitica del tercer semestre, que planted preguntas
referidas a conteo y probabilidad mediante la presentacion de situaciones sencillas de lugar

geomeétrico; por sus respuestas, se seleccioné a un estudiante y se le entrevisto.
Referencias tedricas

La presente investigacion esta fundamentada en el planteamiento de investigadores en los

campos epistemologico y cognitivo para la educacion en probabilidad y en estadistica.
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Ideas Fundamentales de Estocdsticos

Desde un punto de vista epistemolodgico y pragmatico, en el sentido de Bruner, Heitele (1975)
ha propuesto ideas fundamentales de estocasticos para la ensefanza de probabilidad y de
estadistica en todos los niveles siguiendo un curriculum en espiral. Considera las ideas

fundamentales como:

[...] aquéllas que proporcionan al individuo modelos explicativos en cada etapa de
su desarrollo, tan eficientes como sea posible y que se distingan en los distintos
niveles cognoscitivos, no de manera estructural sino sélo en su forma lingtiistica y

en sus niveles de elaboracion (Heitele, 1975, p. 188).

Su propuesta considera cuatro puntos de vista:

7

¢ El marco de la concepcion de Bruner:
= El principio decisivo de la instruccién en un topico es la transmision de ideas fundamentales.

= Las ideas fundamentales son necesarias como una guia desde la educacién preescolar

hasta la universitaria para garantizar cierta continuidad.

* Las ideas fundamentales y los conceptos se abordan en los distintos niveles

cognoscitivos Y linguisticos a lo largo de un curriculum en espiral.

* La transicion a un nivel cognoscitivo mas alto se facilita si durante las primeras etapas

cognoscitivas se ha disehado una presentacion apropiada del tépico principal.
¢ Los resultados de la psicologia del desarrollo con respecto a las ideas estocasticas.
% Las diversas fallas de los adultos en situaciones estocasticas.
¢+ La historia de la probabilidad.

En esta perspectiva, el autor propone como ideas fundamentales: Medida de probabilidad,
espacio muestra, adicion de probabilidades, regla del producto e independencia,
equiprobabilidad y simetria, combinatoria, variable estocastica, modelo de urnas y simulacion, ley de
los grandes numeros y muestra. Este listado es un modelo para construir un curriculum
coherente en estocasticos, mas que para resolver problemas. La utilidad de este modelo se
muestra al aplicarse en la ensefanza a todos los niveles. Heitele propone integrar en la
educacion basica, lo mas temprano posible, actividades de estocasticos a las de aritmética y
geometria, para desarrollar conexiones significativas con la realidad y prevenir sesgos del
pensamiento. Para ello, senala, es necesario que los profesores sepan lo que es realmente

fundamental en estocasticos.
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Modelos intuitivos y ensefianza

Desde un punto de vista cognitivo, Fischbein (1977) establece la hipotesis de que los modelos
didacticos, especificamente los modelos intuitivos, deben tener una capacidad heuristica, como
sucede con los modelos cientificos, porque los modelos, cientificos o didacticos, deben
constituir una componente viable para el pensamiento productivo. Esto lo plantea igualmente

para los modelos pictoricos:

[-..] un buen modelo es, necesariamente, generativo. Un modelo es genuinamente
util al pensamiento productivo si puede representar correctamente un numero
ilimitado de situaciones diferentes, usando un niimero limitado de elementos o reglas. El
sistema de reglas que establece un modelo para expresar univoca y estructuralmente al

original, constituye la sintaxis del modelo (Fischbein, 1977, p. 155).

Heitele (1975) senalé también la pertinencia de los modelos pictéricos en la ensefianza basica
de estocasticos. La importancia de las operaciones combinatorias es clara en el caso discreto,
pues al asignar probabilidades es relevante la tendencia a subestimar la cardinalidad de los
eventos (Fischbein, 1975). Con el uso de los diagramas de arbol, basado siempre en las mismas
convenciones, se obtiene respuesta a las posibles preguntas referentes a combinatoria y
pertenecientes a la misma clase, donde se pide la cantidad de arreglos posibles en la
ordenacion de objetos. El modelo es consistente internamente; expresa un principio, un
método para construir los arreglos. El modelo es una herramienta intelectual: con él se
resuelve el problema y no sdlo se describe la solucion. Con un modelo tal se aprende a pensar
efectivamente y a comprender activamente. Los diagramas de Venn también constituyen una
técnica consistente para expresar operaciones con conjuntos. Es una técnica visual generativa,
que usa una légica figurativa; la solucion a las operaciones con conjuntos, qué representan, se

puede obtener usando consistentemente el lenguaje figurativo.

En relacion a las graficas, la comprension del producto cartesiano ha sido tema de varias

investigaciones. Por ejemplo, Acuia (2006) indica que:

Durante la construccion y tratamiento de las graficas, los estudiantes no se
percatan de sus propiedades no ostensivas, como la disposicion homogénea de las
unidades marcadas sobre los ejes, la prolongacion infinita de las rectas o la posibilidad

de reconstruir marcas sobre los ejes (p. 233).

En el tratamiento de la grafica como dibujo y no como figura interviene la interpretacién

visual o la construccién de una relacion gestalt particular.
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Enfoques de la probabilidad

Se han adoptado varios enfoques para clarificar la asignacion de probabilidades a eventos. En la
ensehanza de probabilidad es particularmente importante el enfoque que se elija. Konold
(1991) refiriéndose a las interpretaciones clasica, frecuencial y subjetiva, argumenta que seglin
la primera, a priori, la probabilidad de un evento es la razén del nimero de alternativas
favorables a ese evento, en relacion al total de alternativas, siempre y cuando éstas sean
igualmente probables. Esta definicion es circular: la probabilidad se define en términos de
alternativas igualmente probables. Segun la interpretacién frecuencial, derivada de la empiria, la
probabilidad de un evento es el limite de su frecuencia relativa de ocurrencia en un nimero
infinito de ensayos. De acuerdo a las interpretaciones subjetivistas, la probabilidad es la
medicion de la creencia en la verdad de una proposicion. El significado del valor de la
probabilidad en una interpretacion subjetivista se puede concebir como: a) descripcion de ese
valor seglin la creencia que una persona tiene de lo que puede acontecer en una apuesta; b)
consideracion de todos los eventos a los cuales se les asigna una probabilidad como una

coleccion (Konold, 1991).
Propuesta institucional

En el bachillerato tecnologico, la unidad de aprendizaje de Probabilidad y Estadistica se imparte
en el sexto semestre, la de Geometria Analitica en el cuarto semestre. El programa de

estudios respectivo propone, para la primera, el siguiente objetivo principal:

[-..] preparar al estudiante para que desarrolle competencias en las que el proceso
metodolégico debe reflejar la aplicacion de la estadistica descriptiva, la
probabilidad y las distribuciones probabilisticas; donde los resultados justifiquen la
solucion del problema relacionado con los ambitos académico, social y global, segtin se
indica en cada una de las unidades, atendiendo a las tres ramas del conocimiento. Lo
anterior implica abordar concepciones analiticas para comprender su espacio y su

habitat, apoyando su formacién propedéutica y tecnolégica (DEMS, 2009, p. 2).

El programa de estudios sefala una relacion entre la unidad de aprendizaje de
Probabilidad y Estadistica con otras unidades de aprendizaje de matematicas y con otras

disciplinas:

[...] la Probabilidad y Estadistica esta directamente relacionada con las siguientes
unidades de aprendizaje: Algebra, Geometria y Trigonometria, y Célculo Integral e

indirectamente con Fisica, Quimica, Biologia, Comunicacion Oral y Escrita,
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Ciencias Sociales, Habilidades del Pensamiento, entre las principales; ademas de

apoyar la formacion integral del estudiante (DEMS, 2009, p. 2).

Sin ebargo, el programa de estudios no considera una relacion directa entre Geometria
Analitica y Probabilidad y Estadistica. Los resultados de aprendizaje propuestos (RAP)

para la unidad didactica de Geometria Analitica y las competencias pretendidas son:

[...] las competencias disciplinares (general y particulares) implican como
principales objetos de conocimiento: lugares geométricos, linea recta, conicas,
coordenadas polares y ecuaciones paramétricas, para movilizar diferentes
capacidades humanas relacionadas con: analizar, organizar y sistematizar los
conocimientos espaciales; razonar correctamente en forma deductiva e intuitiva;
representar, abstraer, relacionar, clasificar y aplicar conocimientos de la
Geometria Analitica que permita identificar y resolver problemas tedricos y
reales, utilizando los diferentes lenguajes de representacién (verbal, grafico y/o

simbdlico). (DEMS, 2009, p. 2)
Métodos e instrumentos

Participaron en la investigacion 32 estudiantes de la unidad de aprendizaje de Geometria
Analitica del tercer semestre de un bachillerato tecnologico, publico bivalente. Se les aplicé un
cuestionario impreso, para su contestacion individual en a lo mas 50 min., que se refirié a
situaciones geométricas simples, que incluyeron puntos en el plano, colinealidad, recta, plano
cartesiano y sus cuadrantes, para plantear, respecto a cuatro situaciones distintas, preguntas
abiertas referidas a ideas fundamentales de probabilidad (véase la Figura I).

1. Dado que dos puntos determinan una recta, a) é¢De cudntas maneras distintas se pueden ordenar

a) écudntas rectas se pueden trazar en un plano donde los tres puntos en la recta?
hay seis puntos (A, B, C, D, E, F) y nunca hay tres b) Si los tres puntos se acomodan al azar, écudl es la
de ellos alineados? probabilidad de que el punto C quede entre los
b) Si se selecciona una de esas rectas al azar, écual es puntos Ay B?
la probabilidad de que pase por el punto C? 3. ¢De cuantas maneras se pueden ubicar los cuatro puntos
c) éLa probabilidad de que pase por el punto Ces la E, F, Gy H alrededor de un cuadrado, si sélo puede
misma que la de que pase por el punto E? haber uno por cada lado del cuadrado?
d) éComo se ubicarian los puntos en el plano para que 4. Si en el plano cartesiano hay 13 puntos en el primer
sea mas probable que una recta que tomemos al cuadrante y 7 en el segundo cuadrante:
azar pase por alguno de los seis puntos? a) éDe cuantas maneras se puede formar un conjunto
2. Los puntos A, By C son colineales y estdn incluidos en de 2 puntos del primer cuadrante y 3 puntos del
la recta R. Los tres puntos se pueden mover a lo largo segundo cuadrante?
de la recta (como en la figura, en la que cambiamos de b) Si no importa la ubicacion de los puntos en los
lugar los puntos Ay B, pero también podemos mover cuadrantes, ¢de cudntas maneras se puede
el puntoC.) formar el conjunto de 5 puntos?

c) Si los 5 puntos del conjunto deben ubicarse en el
mismo cuadrante, écuantas maneras de integrar
el conjunto hay?

.ﬁ<:lol c B A [«

Figura 1. Presentacion de reactivos en el cuestionario.

B R PR ERaiosns.
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La Tabla | resume la caracterizacion del cuestionario.

Medida de Espacio Adicion de Combinatoria Equiprobabilidad

Reactivos Probabilidad muestra probabilidades

| a)
| b)
| c)
I d)
2 a)
2b)
3
4 a)
4b)
4 ¢c)

Tabla I. Ideas fundamentales implicadas en el cuestionario.

Posteriormente, a un estudiante que se mantuvo en la tendencia general en cuanto al tipo y
cantidad de respuestas que dio al instrumento, se le interrogo sobre los principios de conteo e
ideas de probabilidad implicados en los reactivos. Fue una entrevista semiestructurada, se le

videograbé y el estudiante registré sus procedimientos y respuestas en hojas de papel.
Resultados

Las respuestas de los estudiantes se clasificaron de acuerdo a la formalidad con que fueron
expresadas; una respuesta correcta es aquélla que lo estuvo en forma y precisién; una

respuesta imprecisa expresa la relacion entre cantidad de éxitos y cardinalidad del espacio

muestra, pero no formalmente; una respuesta vaga sélo manifiesta la cantidad de eventos
favorables y no toma en cuenta al espacio muestra; una respuesta incorrecta lo fue del todo,
aun si se le escribié correctamente. Dado que el disefio del cuestionario implica la relacién de
cardinalidades (o tamafio) de posibilidades favorables al evento en cuestion con las (o el) del
total del espacio muestra como la probabilidad de ese evento, las respuestas correctas de los
estudiantes exhibirian su comprension de esa relacion en distintos grados de precision, segln
la forma de la expresidn numérica asentada. Si bien el instrumento no incluyé preguntas
referidas al enfoque frecuencial, las respuestas expresadas mediante porcentajes equivalentes a
la correcta asi se consideraron, pues exhibieron un acercamiento intuitivo, salvo cuando no se
pudo asegurar que el uso del signo % implicara la identificacién del espacio muestra y la del

evento complementario.
Cuestionario

La Figura 2 muestra la distribucion de los tipos de respuestas obtenidas.
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Figura 2. Distribucion de los tipos de respuestas dadas al cuestionario

2

1 Correcta

| 1 Respuesta Imprecisa
10 i
5 | I Respuesta Vaga
SR i N E . d.:njj:l

! M Incorrecta
la) 1b) 1lc) 1d) 2a) 2b) 3 4a) 4b) 4c)

Nimero de estudiantes

i No Contestd

El cuestionario fue dificil para los estudiantes. No obstante, trataron de contestar a las
preguntas planteadas y el Ultimo reactivo, el 4c), fue para el que mas respuestas se omitieron.
La Figura 3 muestra una respuesta del tipo “imprecisa” al reactivo 2b). Una respuesta “vaga” es

la de la Figura 4, dada al reactivo Ib).

2 b). Si los tres puntos se acomodan al azar, I b). Si se selecciona una de esas rectas al azar,
icuadl es la probabilidad de que el punto C icudl es la probabilidad de que pase por el
quede entre los puntos A y B? punto C?
s lay S Wil 0QGe
Figura 3. Tipo de respuesta imprecisa. Figura 4. Tipo de respuesta vaga.

Medida de probabilidad. 68% de los jovenes no asignaron correctamente la probabilidad a los
eventos indicados en los reactivos |b) y 2b). Dentro de este porcentaje se consideran las
respuestas incorrectas (55%) y las vagas (13%). Estas ultimas son de la forma: “2 veces” o “Hay
5 posibilidades”; expresan sélo la cardinalidad del evento, pero no la relacionan con la
cardinalidad del espacio muestra. Solo 8% de las respuestas (cinco estudiantes) fueron
correctas, de las cuales cuatro evocaron al enfoque frecuencial y una el clasico. 16% de las
respuestas fueron imprecisas, pues aunque relacionaron lo favorable con el total de posibles
resultados, parecieron permanecer en el espacio muestra y no en una asignacion numérica
declarada como probabilidad: “| de 3” o “5 entre 15”, si bien dejaron entrever la nocion de

relacion y proporcion, caracteristicas de las magnitudes probabilisticas.

Espacio muestra. 19% de los estudiantes omitieron en sus expresiones de probabilidad al
espacio muestra, lo que exhibe su desconocimiento de los conceptos de espacio muestra y de
evento. 40% de los estudiantes alteraron la cardinalidad del espacio muestra al tratar la

expresion de probabilidad como una fraccion, “simplificandola”.

Adicion de probabilidades. Dado que para el reactivo 1d) (véase la Figura |) sélo se obtuvo una

respuesta correcta, se podria afirmar que los estudiantes desconocen la adicion de
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probabilidades. No obstante, la pregunta se interpreté por 22% de los estudiantes como si se
refiriera a un acomodo lineal de puntos, mas que un acomodo al azar, ya que al alinear los seis

puntos se generaria sélo una linea recta, como Unica posibilidad.

Combinatoria. No se obtuvo evidencia de que los estudiantes conocieran el principio
fundamental del conteo, implicado en seis de los diez reactivos presentados (véase la Tabla I).
Basaron sus respuestas en dibujos de la situacion planteada y en el conteo uno a uno de los

diferentes acomodos posibles, tanto para combinaciones como para permutaciones.

Equiprobabilidad. Ya que el reactivo lc) (véase la Figura |) se puede contestar afirmativa o
negativamente y no solicita justificar la respuesta, fue el que obtuvo mayor nimero (17) de
respuestas correctas. Sélo se dio una explicacion de lo igualmente probable para el reactivo
Id): “Se puede poner de cualquier manera porque una recta son [se determina por] dos
puntos, entonces cualquiera pasara por uno de los seis puntos”; la estudiante primeramente
aclaré que no importa el orden en que se acomoden, pues dos puntos determinan una recta y,
con la Ultima frase, parecié expresar que si tomamos una de ellas al azar es igualmente

probable que pase por cualquiera de los seis puntos.

Expresiones figurales. Los estudiantes se ayudaron con el trazo de planos cartesianos, rectas y
puntos para contestar a las preguntas en que estaban implicados estos conceptos (conjunto de
reactivos | y 4), pero en sus dibujos no pusieron de manifiesto la propiedades no ostensivas de
estos objetos, como la prolongacion infinita de las rectas y los ejes coordenados, o la

disposicion homogénea de las unidades marcadas sobre los ejes.
Entrevista

Nueve dias después de la aplicacion del cuestionario se entrevistd al estudiante seleccionado.

De sus respuestas durante el interrogatorio senalamos lo siguiente:

Indico las rectas como segmentos de recta, sin prolongar sus lineas mas alla de los puntos
extremos. Contod una por una las lineas, ante la pregunta de cuantas rectas se pueden trazar en
arreglos de 4, 5 y 6 puntos en el plano, lo que indica su desconocimiento de técnicas de
conteo (combinaciones). Ubico los puntos simétricamente y no en una configuracion que
pareciera al azar. Expres6 el enfoque clasico de probabilidad. A la pregunta acerca de la
diferencia entre las expresiones “uno de tres” y “una entre tres”, contesté que con esta Ultima
llegaba a la interpretacion frecuencial de probabilidad. Entendié la expresion “una entre tres”
como dividir un segmento de recta en tres partes iguales y tomar una de esas secciones, que
es una idea distinta a la que se hubiera esperado por las ideas previas expresadas, que es tomar

una recta de entre tres. Inicialmente expresoé la probabilidad como |-3. Después afirmé que la
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podria expresar como una division. Posteriormente afirmé que la probabilidad era de un
tercio, a partir de su expresion como una division. El entrevistado dijo que la probabilidad
también se podia tomar como una parte de un pastel dividido en varias partes, asentando la
idea de su expresion inicial “una de tres”. Para que indicara la cantidad de arreglos diferentes
de cuatro puntos, uno por cada lado de un cuadrado (reactivo 3; véase la Figura 1),
inicialmente no identificé6 que las opciones de acomodo disminuyen de uno en uno para los
sucesivos elementos a ordenar; con una pregunta posterior el estudiante advirtioé el
decremento de uno en uno en esas ordenaciones sucesivas, pero no se percatd de que el
primer punto que se acomoda en el cuadrado es referencial y no se le considera para el
calculo. No distinguié acomodos iguales sélo porque estaban rotados de manera distinta, pero

al final cambi6 esta consideracion.
Conclusiones y comentarios

Los resultados muestran desconocimiento de los estudiantes de las ideas fundamentales implicadas
en el cuestionario; para la solucién de los problemas de conteo no utilizaron los métodos
matematicos correspondientes, expresaron medidas de probabilidad de un enfoque clasico
mediante porcentajes, en su mayoria incorrectamente. Esto y los errores restantes implican que la
ensenanza de estocasticos en la educacion basica ha sido deficiente dando lugar a una serie de
imprecisiones en las interpretaciones conceptuales y la solucién de problemas por parte de los
sujetos, por lo que, en acuerdo con Heitele (1975), proponemos la implementacion del modelo
de ideas fundamentales de estocasticos a lo largo de los distintos niveles de ensefianza como
método para revertir las deficiencias de aprendizaje observadas. En corroboracion de lo senalado
por Acufia (2006) respecto a las graficas, rectas y puntos, en los resultados se manifesto la
incomprension de los estudiantes de los objetos de conocimiento implicados en las competencias
disciplinares indicadas por el programa de estudios de Geometria Analitica, exhibida mediante
problemas combinatorios y probabilisticos; en los reactivos de combinatoria los estudiantes
mostraron una subvaloracion del nimero de arreglos y de combinaciones solicitados (en acuerdo
con Fischbein, 1975). De nuestra entrevista derivaria también el resultado, ya avanzado por otros
investigadores (de Ledn, 2002), de que ante la idea de azar prevalece lo equiprobable debido al
predominio de la idea de simetria fisica. Nos preguntamos qué respuestas se obtendrian aplicando
el instrumento a estudiantes que cursaran la unidad de aprendizaje de Probabilidad y Estadistica, del

sexto semestre.
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