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Resumo. Este trabalho apresenta uma pesquisa, que usou a metodologia qualitativa e teve por objetivo verificar
se atividades desenvolvidas para promover a corporificagdo dos conceitos, com a utilizagdo do software
GeoGebra, favorecem a compreensao do conceito de convergéncia de sequéncias e a transicdo do pensamento
matematico elementar para o avangado. Os referenciais tedricos utilizados foram: o Pensamento Matematico
Avangado e os Trés Mundos da Matemitica. Foram desenvolvidas atividades exploratrias, buscando a
corporificagdo do conceito de convergéncia pela manipulagdo de sequéncias por meio dos recursos graficos e
numéricos do software. A andlise dos dados permite concluir que as atividades promoveram a corporificagao do
conceito de convergéncia e a formagdo de uma base para o pensamento matematico avangado.

Palayras chave: trés mundos da matematica, corporificagao, convergéncia, sequéncias infinitas

Abstract. This paper presents research that used qualitative methodology and aimed at verifying if activities
developed to promote the embodiment of concepts using the software GeoGebra contribute to the
understanding of the concept of convergence of sequences and the transition from elementary to advanced
mathematical thinking. The theoretical references used were: Advanced Mathematical Thinking and the Three
Worlds of Mathematics. Exploratory activities were developed seeking the embodiment of the convergence
concept by the handling of sequences through the graphic and numerical features of the software. Data
analysis shows that the activities promoted the embodiment of the convergence concept and the formation of
a basis for advanced mathematical thinking.
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Introducao

E possivel observar, nas disciplinas iniciais dos cursos superiores, as dificuldades apresentadas
pelos alunos para compreensido de conceitos matematicos. Uma dessas disciplinas iniciais é o
Calculo Diferencial e Integral, que tem indices de reprovagao notoriamente altos. Entre os
temas abordados no Calculo estdo as sequéncias e as séries infinitas, cujo tratamento
matematico requer um tipo de pensamento mais abstrato, com caracteristicas diferentes do

pensamento matematico elementar, usualmente trabalhado no Ensino Médio.

O contexto descrito acima motivou uma pesquisa de mestrado (realizada pela primeira autora
deste artigo e orientada pela segunda autora), com o objetivo de verificar se o
desenvolvimento de atividades, buscando a corporificagio dos conceitos, com utilizagdo do
software GeoGebra, contribui para a compreensio da convergéncia de sequéncias e séries
infinitas, favorecendo a transicdo do pensamento matematico elementar para o avangado. A

corporificagdo de conceitos é parte de um dos quadros tedricos utilizados como referéncia
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nessa pesquisa, denominado Trés Mundos da Matemadtica. O outro se denomina Pensamento

Matemadtico Avangado. Ambos discutem o ensino e a aprendizagem da matematica superior.

As atividades foram desenvolvidas no segundo semestre de 2011, nas aulas da disciplina
Calculo 1l, do curso de Engenharia de Produgio de uma escola publica profissionalizante,
localizada no interior do estado de Minas Gerais, Brasil, em que a primeira autora deste artigo
atuava como docente. O desenvolvimento das atividades foi documentado através de
gravagoes de audio, gravagoes das telas dos computadores, registros escritos das atividades
desenvolvidas e anotagoes no caderno de campo da professora-pesquisadora a respeito do
comportamento dos alunos e do desenvolvimento das aulas. A analise dos dados nos indicou
que as atividades promoveram a corporificagio do conceito de convergéncia na maioria dos
alunos e também que grande parte dos alunos possui potencial para a transicao entre os trés
mundos da matematica, verificando-se, assim, o processo de passagem do pensamento

matematico elementar para o avangado.

Trazemos para este artigo um recorte da pesquisa desenvolvida no mestrado, enfocando, mais
especificamente, a corporificagdo da convergéncia de sequéncias. Discussoes e resultados
sobre a convergéncia de sequéncias e séries, nos Trés Mundos da Matematica, podem se

encontrados em Fonseca (2012).
Sobre os aportes teéricos utilizados

O quadro tedrico Pensamento Matemadtico Avan¢ado comegou a ser discutido na década de
1970 por um grupo pesquisadores, dentre eles David Orme Tall e Tommy Dreyfus. Nesse
quadro, discute-se, entre outras coisas, como se da e quais sio os problemas enfrentados na
transicdio do pensamento matematico elementar para o pensamento matematico avangado.
Para esta pesquisa, optou-se por trabalhar na linha definida por Dreyfus (1991) que considera
o pensamento matematico avangado como um processo, COMpOSto por varios outros
processos de aprendizagem que interagem entre si. Entre eles, destacam-se os de representar,
visualizar, classificar, conjecturar, analisar, sintetizar, generalizar e abstrair. Para o autor, uma
caracteristica distintiva entre o pensamento matematico elementar e o avangado estd na
complexidade do conceito matematico e na forma como ele é tratado. Considera ainda que é
possivel passar de um para o outro por meio dos processos de representagio e abstragio,

uma vez que, com eles, é possivel gerenciar a complexidade da Matematica.

Sobre os Trés Mundos da Matemdtica, Tall (2004), ao referir-se aos estudos realizados
conjuntamente com Ana Poyter a respeito da conceitualizagio dos alunos sobre vetores, diz:

“percebemos que havia nao sé trés tipos de conceitos matematicos (geométrico, simbolico e
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axiomatico), havia na verdade trés tipos muito diferentes de desenvolvimento cognitivo que

habitavam trés diferentes mundos da Matematica” (p. 2).

Os Trés Mundos da Matemadtica sao identificados por Tall como: mundo conceituallcorporificado,
mundo proceitual/simbélico e mundo formallaxiomdtico. O mundo corporificado esta na base do
pensamento matematico e é fundamentado nas nossas percepgoes e agoes sobre o mundo, ou
seja, baseia-se “na percepgao e reflexao sobre propriedades de objetos, inicialmente vistos e
percebidos no mundo real, mas depois imaginados na mente” (Tall, 2008, p.8). Tall (2008)
utiliza o termo corporificado para se referir ao pensamento construido, fundamentalmente, a
partir de percepgdes sensoriais, agdes e experiéncias de pensamento, no sentido de “dar um
corpo” a uma ideia abstrata. O mundo proceitual € o mundo dos simbolos e processamentos
que utilizamos, ao efetuarmos calculos e manipulagdes algébricas, aritméticas, entre outros.
Inicia-se com agdes que sao encapsuladas em conceitos “usando simbolos que nos permitem
alternar facilmente de processos de fazer matematica para conceitos de pensar sobre” (Tall,
2004, p. 3). Por outro lado, o mundo formal é caracterizado pelo uso de definigdes formais
para os conceitos, a partir das quais dedugdes sao feitas, e pressupoe a construgdo de um

sistema axiomatico como, por exemplo, teoria de grupos, analise e topologia (Tall, 2003).

Os trés mundos interagem entre si e possuem maneiras diferenciadas de demonstragao.
Considera-se verdade, no mundo corporificado, aquilo que é visivel. A realizagio de um
experimento para verificar se determinado resultado esperado ocorre pode ser um meio de
realizar uma prova nesse mundo (Tall, 2004). No mundo proceitual, o calculo com nimeros, a
manipulagio de simbolos algébricos e a utilizagdo desses simbolos para generalizar estabelece a
verdade (Tall, 2003 e 2004). No mundo formal, a utilizagdo de axiomas e de definicdes formais

possibilita que dedugdes sejam feitas e assim se fazem as provas.

Tall (2003) aponta vantagens da utilizacdo de softwares, nos quais os alunos podem manipular
diferentes tipos de graficos, para criagio de abordagens corporificadas no Calculo, dando
fundamento para ideias refinadas da Andlise. Além disso, Franchi (2007) argumenta sobre a
frequéncia com que conjecturas aparecem em aulas em ambientes informatizados: a
“comparagao entre as representacoes graficas, algébricas e numéricas, a observagio e a
reflexdo sobre o observado podem levar a elaboragio de conjecturas” (p. 184). Considerando
dessa forma que os ambientes informatizados podem ser favoraveis a elaboragio de
conjecturas pelos alunos, Fonseca (2012) identifica esses ambientes como propicios para o
desenvolvimento de atividades que visam levar os alunos a transitarem pelos Trés Mundos da

Matematica. Em Fonseca (2012), escolheu-se o software GeoGebra para o desenvolvimento das
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atividades, principalmente por ser um software de matematica dinimica, gratuito e que possui

as representagoes algébrica, grafica e numérica interligadas.
Consideracoes sobre o desenvolvimento das atividades e resultados

As atividades foram elaboradas e aplicadas de forma que os alunos pudessem explorar a
convergéncia de sequéncias, com vistas a corporificagio do conceito, estimulando a formagao
de conjecturas, visando a passagem para o mundo proceitual e a formulagao de uma base para
as provas formais. Essas atividades foram aplicadas, em aulas praticas (em um ambiente
informatizado utilizando o software GeoGebra) e posteriormente discutidas em aulas teoricas,

momentos em que os conceitos foram formalizados.

Os recursos do software foram usados para abordagem dos conceitos, antes que os mesmos
fossem introduzidos de modo tedrico. Os termos “converge” e “diverge” s6 foram trabalhados
com os alunos apds a realizagio de todas as atividades exploratérias sobre sequéncias e,
portanto, nao era esperado que os alunos os utilizassem nas atividades iniciais. Foram
exploradas diferentes formas de representagao, buscando também estabelecer relagoes entre
elas. Foram usados recursos algébricos (para as expressoes das sequéncias), graficos (para
representagio da sequéncia como fungio de dominio natural e como conjunto de pontos em
uma reta) e numéricos (para calculo dos valores dos termos da sequéncia e representagao em
uma planilha). Além das visualizagoes possiveis através dos graficos e planilhas, estimularam-se
reflexdes de cunho tedrico, com base na analise das distancias entre termos consecutivos da
sequéncia e das distincias entre os termos da sequéncia e o ponto de aderéncia para

sequéncias convergentes.

A titulo de exemplo, trazemos algumas das possibilidades de visualizagdo do comportamento
dos termos das sequéncias exploradas pelos alunos e que, no mundo corporificado, podem ser
aceitas como provas da convergéncia. Para ver o comportamento dos termos da sequéncia,
podemos utilizar dados graficos ou numéricos. No caso dos graficos, é possivel representar os

termos da sequéncia como pontos em uma reta ou como grafico de uma fungao de dominio

. ) " ~ - 3n-2
discreto. A figura | exemplifica essas representagdes para sequéncia ¢ =———, sendo que
n
os pontos no eixo vertical (Q, pontos em uma reta) sao as projegoes ortogonais dos pontos

(P) do grafico da fungao sobre o referido eixo:
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Figura 1: Corporificagdo da convergéncia da sequéncia a = 3n—2 (Fonte: Elaborado por las autoras)
n
A figura anterior pode ser aceita como uma prova corporificada de que a sequéncia
3n-2 A R . , N
a, =——— converge e que o valor de convergéncia pode ser trés, pois € possivel visualizar e
n
perceber que, 2 medida que aumentamos o valor de n (com o auxilio de uma ferramenta do
GeoGebra chamada Controle Deslizante), o valor de a, também aumenta e se torna cada vez
mais proximo de trés, ja que ndo ha qualquer indicio de que ird ultrapassa-lo. Além disso, é
possivel observar, pela representagdo sobre uma reta (no eixo y), que as distancias entre os
termos consecutivos da sequéncia estdo cada vez menores e/ou que as distincias entre os

termos da sequéncia e o possivel valor de convergéncia (para sequéncias convergentes) estao

cada vez menores.

Na andlise dos dados, foi necessario buscar evidéncias da corporificagio dos conceitos e da
passagem do pensamento matematico elementar para o avangado nas palavras e/ou imagens
desenvolvidas pelos alunos. Interpretamos que o aluno visualizar o comportamento da
sequéncia com o aumento do numero de termos (possivel pelos recursos do software)
possibilita a corporificagio do conceito, pois entendemos que visualizar o comportamento é
mais do que enxergar os termos que se apresentam, é realizar experiéncias de pensamento,

tentando interpretar o que se enxerga para além do nimero finito de termos apresentados.
Uma evidéncia de corporificagdo é encontrada na resposta dos alunos em uma das atividades,

C : A 5
na qual foi solicitado que analisassem o comportamento da sequéncia de termo geral g ==.
n

Foram consideradas as representagdes: grafica como fungao com dominio discreto (ponto P),
grafica como pontos sobre uma reta (ponto Q) e numérica, por meio da representagao dos
valores numéricos em uma planilha. Na figura 2, a seguir, representa-se a resposta de dois
alunos, identificados como Al5 e A25, sobre o que acontecera com a essa sequéncia quando o

valor de n tender ao infinito.
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Figura 2: Resposta dos alunos AI5 e A25 sobre o comportamento de uma sequéncia.
Entendemos que a convergéncia foi percebida pelos alunos, ao observarem que os valores
numéricos vao diminuindo, tendendo a zero, e ainda que as diferengas entre os pontos
também estdo diminuindo. Vale destacar que a diminuigdo das diferengas, que foi percebida
pelos alunos, pode ser o que Tall (2003) chama de raiz cognitiva, na medida em que, sendo
significativa para os alunos, contém as sementes da expansao cognitiva para definicoes formais

e posterior desenvolvimento tedrico. Vislumbramos o Critério de Cauchy como possivel

expansao tedrica para esse caso.

Em outra atividade desenvolvida posteriormente, em que se discutia a convergéncia da

sequéncia , — _" |, tentou-se aproximar do Critério de Cauchy, pedindo aos alunos que
" on+1

observassem o que acontecia com as distdncias entre dois pontos consecutivos da sequéncia.
Nessa atividade, foram usadas duas representagoes: a dos valores numéricos dos pontos da

sequéncia representados em uma planilha e também a representagio como pontos de uma
n I ~
reta (ponto o[, |). A titulo de exemplo, apresentamos a resolu¢do do aluno que
n+l
denominamos Al3. Na tela da figura 3, a coluna B traz os valores numéricos dos termos da

sequéncia e a coluna C, os valores das diferengas. E interessante observar o uso do controle

deslizante para aumentar o numero de termos da sequéncia, que neste caso, chegou a 721.
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Figura 3: Manipulagdo do software para verificar o comportamento da sequéncia.
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As respostas do aluno Al3 a respeito do comportamento da sequéncia apresentada, obtidas
com base na exploragao dos recursos do GeoGebra, sao apresentadas na figura 4 a seguir:

8.1 a) O que estd acontecendo com os valores dos termos da sequéncia quando n aumenta?
,-'I_,{. .»crf.f_.rrr-‘ﬂ O Mata Y Gnors PPwra ”‘fj‘!fg&' o 4

|'|""1
J"‘ r"._J.ﬂ»Lg/'.}!.'.l nsrat

ullone

&.1 b) O que esti acontecendo com a distincia entre dois pontos consecutivos da sequéncia?
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Figura 4: Resposta dada pelo aluno AI3 sobre o comportamento da sequéncia.

Entendemos que a atividade contribuiu para a corporificagio do conceito e um indicio foi a

resposta dada pelo mesmo aluno a respeito da convergéncia da sequéncia de termo geral

3

—_ " em uma atividade posterior de avaliagdo, como se observa na figura 5.
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Figura 5: Resposta do aluno sobre a convergéncia da sequéncia na atividade avaliativa.

Interpretamos que o aluno Al3 corporificou o conceito de convergéncia, na medida em que
percebeu que a sequéncia ndo era convergente, porque as distancias entre os termos estavam
aumentando. Essas distancias foram calculadas pelo aluno pelos médulos das diferengas entre
os valores numéricos dos termos da sequéncia, o que nos da indicios de que o aluno também
atingiu o mundo proceitual. Nesse caso, podemos dizer que foi construida uma base a partir da

qual o pensamento matematico avangado pode ser atingido.

A anilise do conjunto de dados permite concluir que as atividades exploratérias, com uso dos
recursos de manipulagao e representagiao do software, contribuiram para a corporificagao do
conceito de convergéncia de sequéncias e para a formagio de uma base para o

desenvolvimento do pensamento matematico avangado.
Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentamos atividades desenvolvidas, buscando a corporificagio do conceito
de convergéncia de sequéncias, com o objetivo de facilitar a compreensio do referido
conceito e, a0 mesmo tempo, contribuir para a transigio entre o pensamento matematico

elementar e o avancado.
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Pela andlise dos dados, concluimos que esses objetivos foram atingidos. Foi possivel perceber
que os alunos participaram de forma ativa nas atividades, observando e agindo sobre o
observado. As atividades possibilitaram diferentes formas de visualizagdo e a construgio de
imagens mentais dos conceitos, permitindo a formagido do conceito de convergéncia. Para
Fonseca (2012), os dados indicam que a maioria dos alunos “com suas experiéncias de
pensamento, formou a imagem mental de que a convergéncia de uma sequéncia ocorre quando
os termos da sequéncia se tornam cada vez mais proximos de um valor, tendo assim

corporificado o conceito de convergéncia” (p. 160).

Os dados nos indicam também que varios dos processos de aprendizagem, apontados por
Dreyfus (1991), aconteceram na maioria das atividades. Entre eles, tiveram maior destaque os
de representar, visualizar e conjecturar. Entendemos que, dessa forma, as atividades

contribuiram para o desenvolvimento do pensamento matematico avangado nos alunos.

E importante destacar a grande contribuigio do ambiente informatizado para o
desenvolvimento das atividades. Os recursos do software GeoGebra, utilizados nas atividades,
tiveram influéncia decisiva no processo de corporificagio do conceito de convergéncia, na
medida em que possibilitaram a manipulagio para construgao das sequéncias de modo
dindmico, permitindo diferentes formas de representagio e visualizacao. Além disso, a
interface possivel, entre essas diferentes formas, foi propicia para formulagao e verificagao de

conjecturas.

Esperamos que este texto apresente algumas alternativas para trabalho em sala de aula com os
conceitos de convergéncia de sequéncias. Estamos convictas de que atividades semelhantes as
propostas neste trabalho, embora demandem tempo, trazem grande contribuicao para
construgio de uma base sélida sobre a qual o pensamento formal podera ser estruturado.
Convidamos o leitor a explorar os diferentes recursos do software e construir suas proprias

atividades.
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