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Resumen. El propésito del presente reporte es dar a conocer los resultados de la elaboracion de una
Descomposicion Genética, sobre el concepto de la Regla de la Cadena, a partir de la Teoria APOE (Accion,
Proceso, Objeto y Esquema) y la Triada de Piaget y Garcia (Piaget y Garcia, 1989): Intra, Inter y Trans. la
estructura general del estudio estd basada en el ciclo de investigacion que contiene la teoria: Andlisis tedrico;
Disefio y aplicacion de instrumentos; Analisis y verificacion de datos. En el segundo de estos componentes se
disefid y aplico un cuestionario y también una entrevista a once estudiantes de una Universidad chilena. Los
resultados obtenidos dan cuenta de los constructos necesarios que un aprendiz muestra en relacion al concepto
Regla de la Cadena.
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Abstract. The purpose of this report is to present the results of the development of a genetic decomposition,
on the concept of the chain rule, from Theory APOS (Action, Process, Object and Schema) and the triad of
Piaget and Garcia (Piaget and Garcia, 1989): Intra, Inter and Trans. The general structure of the study is
based on the research cycle that contains the theory: theoretical analysis, design and implementation of tools,
Analysis and verification of data. In the second of these components are designed and implemented a
questionnaire and an interview with eleven students from a Chilean university. The results obtained show the
necessary constructs that an apprentice takes on the concept of the Chain Rule.
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Introduccion

Nuestro objeto de estudio se situa en el calculo diferencial que incluye un sin fin de conceptos
que se convierten en herramientas —que utilizan los aprendices— para resolver situaciones
problema: maximos y minimos, zonas de crecimiento y decrecimiento de funciones, razén de
cambio, entre otras. En todos ellos surge un denominador comin para dar respuesta a dichos
problemas, el concepto de la Regla de la Cadena, como un constructo necesario y

fundamental.

Diversas investigaciones realizadas en torno a la Regla de la Cadena han identificado
dificultades en su aprendizaje: respecto de la simbologia presente en la definicion (Horvath,
2008 y Kabael, 2010); una instrumentalizacion de esta regla (Jojo, Brijlall & Maharaj, 2010);
débil comprension de la composicion de funciones como elemento clave en el aprendizaje de
la Regla de la Cadena (Clark, Cordero, Cottrill, Czarnocha, DeVries, St. John, Tolias &
Vidakovic, 1997 y Cottrill, 1999).
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En base a nuestra experiencia como docentes en cursos de célculo diferencial, en la ensenfanza
superior, hemos podido apreciar que la Regla de la Cadena es aprendida de manera mecanica,
de memoria, es decir, los estudiantes utilizan un algoritmo para poder derivar funciones que
correspondan a una composicion entre dos o mas funciones. Este algoritmo, segun las propias
palabras de nuestros estudiantes, se aplica “derivando” desde la funcion que estd mads “afuera” y,
posteriormente, continiian con aquella que esta “dentro” de la funcion recién derivada. Veamos un

ejemplo.
Consideremos la funcion f(x)=(2x3—4x)?, entonces los estudiantes comienzan derivando el
exponente 2 que esta “afuera” de 2x3—4x, obteniendo 2(2X’ —4X). A esta Gltima expresion

multiplican la derivada de lo que esta “dentro” de f, es decir 6X* —4, obteniendo —a través del

producto de ambas expresiones— finalmente:
f'(x)=2(2x —4x)(6X* —4)

Consideramos que esta manera de mirar la derivada de una funcién compuesta, le entrega un
valor puramente mecanico e instrumental a la Regla de la Cadena. Se pierde, entonces,
consciencia de la poderosa herramienta que representa para ser utilizada, por ejemplo, en la
resolucion de problemas —tal como lo mencionamos anteriormente — No existe, ademas,
reflexion en la manera en que varios conceptos (composicién de funciones, derivadas,

funciones) se van integrando en esta regla que permite derivar funciones compuestas.

Cabe destacar que nuestra investigacion aln se encuentra en desarrollo, y en este articulo se
presentan los resultados que arrojaron los datos obtenidos de la aplicacién del cuestionario.
Seglin este contexto nos hemos planteado dos preguntas que guian nuestra investigacion:
i{Como abordan los aprendices el concepto de la Regla de la Cadena!? y ;Cuales son las
construcciones y mecanismos mentales necesarios para el aprendizaje de ésta?. En la busqueda
de posibles respuestas, nos propusimos dos objetivos generales de investigacion: primero
indagar en las construcciones mentales que puede utilizar un estudiante como estrategia
cognitiva para construir el concepto Regla de la Cadena y, segundo, describir y caracterizar los
niveles de comprension que se pueden tener de ella y el paso de un nivel a otro, mediante los

niveles de Esquema Intra, Inter y Trans.
Marco teorico: la teoria APOE

La investigacion se realiza bajo el alero de la teoria APOE, como marco tedrico y
metodoldgico. Por tanto, el estudio es de corte esencialmente cognitivo. Ella emerge como
una herramienta que se acopla a la problematica que hemos identificado, debido a que atiende

el cdmo se pasa de un estado de conocimiento a otro (ideas obtenidas originalmente de
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Piaget), y plantea un modelo que se preocupa de la manera en que se construyen o aprenden

los conceptos matematicos.

En la construccion de conceptos se pueden observar tres construcciones mentales basicas, que
no son —necesariamente— secuenciales: Accion, Proceso y Objeto. La primera de ellas
corresponde a “una transformacion de un objeto que es percibido, por el sujeto, como algo
externo” (Trigueros, 2005, p. 8). Las reacciones que tiene el sujeto son consecuencia de
estimulos externos que le entregan indicaciones precisas sobre qué debe hacer. Los estimulos
pueden ser de tipo fisico o mental. La segunda construcciéon mental proceso ocurre cuando las
acciones se repiten Y el sujeto reflexiona, tomando conciencia de ellas. La tercera construccion

mental Objeto ocurre cuando se encapsula un Proceso que corresponde:

Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un proceso en
particular, toma conciencia del proceso como un todo, realiza aquellas
transformaciones (ya sean acciones o procesos) que pueden actuar sobre él, y
puede construir de hecho esas transformaciones, entonces se estara pensando en

un proceso como un objeto (Dubinsky, 1996, p. 28)

Es importante mencionar que el modo para pasar de una construccién mental a otra es la
Abstraccion Reflexiva. Esta nocion (también recogida de las ideas de Piaget) constituye el
mecanismo principal en la construccion del conocimiento matematico y corresponde al
proceso mediante el cual un individuo realiza acciones sobre los objetos que son fuente de
estudio, y a partir de ello se establecen relaciones o propiedades. El conjunto de acciones a las
que nos referimos vienen a constituir los mecanismos mentales: interiorizacion, coordinacion,

encapsulacién y desencapsulacion.

En APOE hablamos de la nocion de esquema que emerge de las ideas piagetianas y corresponde
a la “coleccion de acciones, procesos, objetos y otros esquemas que estan relacionados
consciente o inconscientemente en la mente de un individuo en una estructura coherente y

que pueden ser empleados en la solucién de una situacién problematica” (Trigueros, 2005, p.
).
Niveles de esquema

De la nocion de Esquema recién entregada se desprende que los esquemas no son estaticos,
sino mas bien, es una nocion que esta en constante evolucion, dependiendo de las situaciones a
las cuales se vea enfrentado un individuo. En la medida que la exigencia conceptual —de un
problema— aumente, ocurriran modificaciones en los esquemas, de modo que permitan dar

una respuesta coherente. Por lo tanto, la elaboracién de nuestra Descomposicion Genética
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(DG) que describe en detalle los aspectos constructivos de un fragmento del conocimiento
matematico, tendra incorporada la triada de Piaget y Garcia (Piaget y Garcia, 1989) que
nosotros hemos denominado: Intra-Regla de la cadena, Inter-Regla de la cadena y Trans-Regla

de la cadena.

% Nivel de esquema Intra-Regla de la cadena: Se entendera por la construccion de acciones,
procesos y objetos de un mismo concepto, pero de manera aislada. Es decir, no
existen relaciones —y si existen, son débiles— entre las construcciones mentales en

torno al concepto.

* Nivel de esquema Inter-Regla de la cadena: Lo entenderemos por la existencia de
relaciones entre diferentes conceptos relacionados con una misma area de la

matematica.

¢ Nivel de esquema Trans-Regla de la cadena: Se entenderan aquellas relaciones que
resultan ser coherentes entre los diferentes conceptos, de manera que puedan ser
utilizados para poder resolver alguna situaciéon problema. Lo que caracteriza este
tercer nivel de los dos primeros, es la toma de conciencia —que tiene el individuo—

para utilizar o no algin esquema.
Ciclo de investigacién de APOE

Esta investigacion se enmarca en un modelo cognitivo sobre la construccion del concepto
Regla de la Cadena, llamada DG (Dubinsky, 1991), que es el resultado de la aplicacion del ciclo
de investigacion propuesto por dicha teoria (Asiala et al, 1996): analisis tedrico o
descomposicion genética, disefio y aplicacion de instrumentos y andlisis y verificacion de datos.

Estas tres componentes determinan la estructura general de la investigacion.

En el proceso de elaboracion de la DG de la Regla de la Cadena describimos y caracterizamos
las construcciones mentales que consideramos prerrequisitos, las construcciones (acciones,
procesos, objetos y esquemas) y mecanismos (interiorizacion, coordinacion, encapsulacion y
desencapsulacion) mentales empleados, que conforman una via mediante el cual un estudiante
puede construir, de manera adecuada, el concepto que estudiamos. Ademas, los niveles de la
triada de la construcciéon de un esquema (Intra, Inter y Trans) permitiran dar cuenta del
desarrollo del esquema de esta regla, mediante la descripcion de caracteristicas que definen

cada nivel.
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Descomposicion genética hipotética

La DG que hemos construido (Figura |) recoge elementos de la DG aportada por Clark y su
grupo (Clark, et. al, 1997), que posteriormente fue validada por el estudio realizado por
Cottrill (1999). Sin embargo, nuestro aporte al estudio de la Regla de la Cadena sera una DG
con construcciones mentales que describen un modelo a través del cual un aprendiz puede
construir el concepto de estudio. Ademas, la DG esta planteada a partir de la propia
matematica, explicitando conceptos —mediante simbolos y signos— que estan puestos en juego

en la construccion de la Regla de la Cadena.

En la DG que proponemos existen tres conceptos matematicos fundamentales que la
sustentan: funcion, composicion de funciones y la diferenciacion. Consideramos que el camino
viable para construir el concepto Regla de la Cadena considera, por una parte, una
construccion mental Objeto f que corresponde a la compuesta de dos funciones g y h. Este
constructo mental se desencapsula en los procesos que le dan origen: X — g(X) y X — h(X).
Ellos corresponden a la Descomposicion, entendido como el procedimiento inverso de
componer. Para ello es necesario reconocer que para cualquier elemento del dominio de f, se
tiene que: f(X)=g(h(X)) y en consecuencia f =go h, para todo elemento del conjunto A
(notese que, desde el punto de vista matematico, buscamos obtener la Regla de la Cadena
“desmenuzando” la composicion de funciones. No comenzamos por componer dos funciones,

sino mas bien, dado f, se deben encontrar dos funciones —g y h— que compuestas generen f)

Por otro lado tenemos —en la DG- funciones diferenciables como una construcciéon mental
Objeto, que se desencapsula en el dlgebra de derivadas como un Proceso. Posteriormente debe
ocurrir una coordinacion (de las funciones g y h) de los Procesos Descomposicién y Algebra de
derivadas para obtener un nuevo Proceso, g'(h(X))Esto Ultimo tiene que ver con evaluar h(x)

en la derivada de g.

La construccion mental Proceso g'(h(X)) se encapsula en el Objeto Regla de la Cadena a través
del producto, obteniéndose f'(X)=(gech)'(x)=g'(h(x))-h'(X), para todo elemento del
Dominio de f.

A partir del Objeto del concepto de la Regla de la Cadena, se describen los tres niveles del

desarrollo de un Esquema. A continuacion entregaremos caracteristicas especificas para cada

etapa.

Consideraremos que un aprendiz muestra un nivel de Esquema Intra-Regla de la Cadena

cuando:
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Utiliza la Regla de la Cadena como un conjunto de reglas —aisladas— para calcular

derivadas de funciones compuestas.

Utiliza la regla de la cadena para derivar funciones compuestas, pero sélo a cierto tipo,

sin lograr abarcar la derivada de cualquier funcién compuesta.

Por otra parte, el nivel de Esquema Inter-Regla de la Cadena esta caracterizado por aquellas

respuestas y razonamientos que suceden cuando un aprendiz:

o
o

Utiliza la Regla de la Cadena para derivar cualquier tipo de funciones compuestas.

Establece relaciones entre las distintas derivadas de una funcion compuesta, utilizando
cualquiera de las dos notaciones dispuestas para ello (Notaciéon de Leibniz o de

composicion de funciones).

i, g. Funciones f, funicién compuesta de g ¥ fi:
Diferenciables fegeh: A=t
Objeto x— (g ehiix)
Objeto
DesencapsulaciGn
;"st_qchr:.'. de derivadas -
k., g derivables en @, entonces: Desencapsulacion
x— glh(x))
(gl (a) =ag'(m ¢ L
(h+g)ia) = h'la) + g (2) g: B> hid =8
Chg)'(a) = k' (algla) + hia)'gla) x — glx) =+ ix)
: ! , Proceso Procesn
(E) _h Calgla) —hia) gla) (Descomposicidn) (Descomposicidn)
4 giin) | |

| Proceso

|
| Coordinaciin (h'. g}

g t(ﬂ)

Proceso

Encapsulacion
(producio)

fl=(geh): AL
x = (geh)(x) = g'(h(x))  h'(x)
Ohjeto

Nivel In_rru-R_egEa de la k__ﬂ—f'—’ Regla de la Cadena
Cadena: Coleccién de reglas

de derivacién sin establecer

relaciones eptre ellas.  Nivel Inter-Repla de la Cadena:
Reconocer distintos tipos de

derivadas v establecer relaciones  Nivel Trans-Regla de la Cadena
Coherencia det Esquema de 1a regla

entre ellos.
de la cadena. Generalizacidn de la
regla de derivacion para la
composicion de funciones.

Figura I: Descomposicion Genética Hipotética del concepto Regla de la Cadena
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Finalmente, las caracteristicas que definen el Gltimo nivel de Esquema Trans-Regla de la

Cadena, estan presentes cuando el aprendiz:

% Reconoce la regla de la cadena no como un conjunto de reglas, sino mas bien como

una Unica regla que se aplica a la derivada de funciones compuestas.

®,

% Considera a la Regla de la Cadena como un todo integrado, que se puede utilizar a

cualquier tipo de funciones compuestas.
Disefio y aplicacion de instrumentos

En la segunda componente del Ciclo de investigacion se elaboré un cuestionario y una
entrevista. En esta oportunidad, s6lo damos cuenta del cuestionario que se ha aplicado, debido

a que la investigacion se encuentra aln en curso.

El objetivo que persigue el cuestionario es indagar en las construcciones y mecanismos
mentales —presentes en la DG— que consideramos prerrequisitos para construir el Objeto
Regla de la Cadena. La aplicacion de este instrumento se realizé a once estudiantes de la
carrera Pedagogia en Matematica, de una Universidad de la comuna de Valparaiso, en Chile. La
condicion para participar voluntariamente del proceso fue haber aprobado algin curso que

abordara temas del calculo infinitesimal, especificamente derivadas.
Algunos resultados

Auln cuando la investigacion se encuentra todavia en desarrollo, expondremos, a modo de

ejemplo, uno de los resultados que hemos obtenido con la aplicaciéon del cuestionario.

Si ponemos atencion a las producciones del estudiante siete (E7) en la pregunta 6 (Figura 2) del
cuestionario, podemos apreciar que responde correctamente los cuatro incisos. En el primero
de ellos (Figura 3) desencapsula la funcién f en dos construcciones mentales proceso —funciones
h y g- que al componer generan f. A su vez —para el segundo inciso— estos procesos son

coordinados con otro proceso de la derivada, a través de los cuales obtiene h’(x) =2 vy
g'(x)=3x>. La coordinacion recién mencionada obtiene un nuevo proceso de evaluar h(X) en
g'(X). Finalmente E7 encapsulé este ultimo proceso en el objeto Regla de la Cadena, a través del

producto entre g'(h(x)) y h'(X).

6. Considere la funcién f(x) = (2x — 3)3
a) Determine g(x) y h(x) de modo que (g o h)(x)
b) Deje expresado el producto de g'(h(x)) con h'(x)
c) Calcule f'(x)
d) Deb)y c) ;Podria usted conjeturar algo? Justifique su planteamiento.
Figura 2: Pregunta 6 del cuestionario
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Figura 3: El estudiante siete identifica satisfactoriamente las funciones g y h en el primer inciso (izquierda), y expresa de
manera correcta el producto de las derivadas de g(h(x)) con h(x), en el segundo inciso (derecha) de la pregunta seis, del
Cuestionario.

En el inciso c) de la pregunta seis (Figura 4), el estudiante siete calcula la derivada de la funcién
f correctamente para luego, en el inciso siguiente, conjeturar que, para derivar f, se debe
derivar una composicién de funciones, tal como se puede apreciar en la figura 4. Con ello, E7
ha dejado en evidencia que ha construido el concepto Regla de la Cadena a partir de la

derivada de una composicion de funciones.

&) £ - (2x-3)

U i x o !
O L OlX}J‘ﬂL)\\ f'u(

lgoh-){m: ‘PL

\
ML e 233
6. Considere la funcién FG) = @2x — 3§
a) Determine 903 y #(x) de modo que @ ° #)}x) = Fx)
b) Calcular la expresion 9'(hx) - h'(x)
¢) Calcule F'G)
d) Deb)y c) jPodria usted conjeturar algo? Justifique su planteamiento

~y iy -]
O L= 2x-»
2o n ét;] 3 AL fAnd eroo el v

Figura 4: El estudiante siete deriva la funcion f(x) en el inciso ¢) (izquierda) y en el inciso d) (derecha) el sujeto concluye
la Regla de la Cadena. Pregunta seis, del cuestionario.

A manera de conclusion

En este articulo se propuso una DG del concepto Regla de la Cadena, y las evidencias
recogidas hasta ahora muestran que los estudiantes logran construir —por lo menos hasta la
construccion mental objeto— este concepto a través del modelo que plantea nuestra DG.
Logramos observar, ademads, que algunos estudiantes no tienen una adecuada estructura
mental de la composicion de funciones. Ello a su vez influye directamente en la dificultad que
tuvieron para construir la Regla de la Cadena. Esto implica que la compuesta de funciones y el

algebra de derivadas de funciones corresponden a estructuras mentales prerrequisito.

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

832



Capitulo 2. Propuestas para la ensefianza de las matematicas

Resultéd que las dificultades de los estudiantes no esta en componer dos funciones (digamos gy
h), sino mas bien en encontrarlas, de modo que al componer generen una funcion distinta (f,
de modo que f=goh). Desde esa perspectiva, la DG propuesta —en comparacién a la
elaborada por Clark y su grupo (Clark, et. al., 1997)— proporciona mayor informacion de las
construcciones mentales que podrian ser fortalecidas en los estudiantes, para facilitar la

construccion del concepto Regla de la Cadena.
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