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Resumen. El trabajo que se presenta muestra los avances de una investigacion con la que se espera obtener un
acercamiento tedrico a un esquema mental, —desde el marco de referencia APOE— para la apropiacion del
concepto de la Integral, para ello se pretende explorar, describir y explicar los niveles de construccion intra,
inter y trans que subyacen en la apropiacion del concepto. El trabajo se desarrolla dentro del paradigma
constructivista, donde se concibe que el conocimiento se construye a partir de la interaccion sujeto—objeto
(Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews y Thomas, 2004), se destaca que la experiencia resultante de esta
interaccion desencadena una serie de estructuras mentales que le permiten al sujeto generar deducciones en
torno al objeto.
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Abstract. The document shows the progress of an investigation which is expected to obtain a theoretical
approach to a mental scheme from the APOE framework for the appropriation of the concept of Integral. With
this in mind, we pretend to explore, describe and explain the levels of building intra, inter and trans,
underlying of the concept. The research is developed within the constructivist paradigm, that explain the
knowledge is arising from the subject-object interaction (Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews and
Thomas, 2004), emphasizing that the experience resulting from this interaction prompts a number of mental
structures that allow the subject generates inferences about the object.
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Problema de investigacion

La presente investigacion, —aun en etapas primarias—, surge en el marco de una reforma
educativa en la que se convino reformular los programas de estudio de educacion superior y
adoptar el enfoque basado en competencias. Dentro de estas reformas se incluyen los cursos
de matematicas, en los cuales se observa que todavia son escasos y superficiales los trabajos
que han realizado las universidades en torno al enfoque por competencias para tal disciplina,
sin embargo la presente investigacion considera que dentro un sistema educativo con un
enfoque en base a competencias o no, las matematicas en la vida de un estudiante universitario
deben ser vistas como herramientas que le permitan entender, explicar, discernir y tomar
decisiones —fundamentadas— de su entorno sea escolar, familiar o social. En estos
planteamientos se potencia la necesidad de que los estudiantes universitarios desarrollen la

capacidad de matematizar problemas situados sea en su contexto escolar, social o laboral.

Matematizar en términos generales, se refiere a la capacidad del sujeto de trasladar un

problema del mundo real al de las matematicas para que en éste analice, razone y una vez
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resuelto, comunique las ideas matematicas que daran respuestas desde la perspectiva del
mundo real (Rico, 2003). El trabajo parte de la premisa de que, para matematizar, deberan
estar presente la comprension de los conceptos matemadticos, si el sujeto no se apropia de estos,
dificilmente podra ubicar un problema situado dentro de algiin campo de las matematicas, de

hecho dificilmente sabra que puede interpretar y resolverlo haciendo uso de esta herramienta.
Tratamiento de un concepto complejo: la integral

Por otro lado, en la universidad, a diferencia de los niveles escolares de formacion basica, los
conceptos son mas complejos y abstractos (Planchard, 2007), por ejemplo en los libros de
matematicas un concepto se define desde registros de representacién numéricos, algebraicos,
contextuales y geométricos. Entonces es necesario que el concepto sea construido desde sus
distintos registros o marcos de representacion, de acuerdo con Camarena (2010): numérico,
algebraico, analitico, contextual y geométrico, este ultimo incluye graficas, diagramas, esquemas
y dibujos, ya que en el proceso de matematizacion muchas veces es necesario transitar entre

esos diferentes registros.

En los diversos cursos de matematicas que se ofertan en las escuelas de nivel superior, se
incluyen una gran cantidad de conceptos, todos importantes sin embargo, algunos de estos son
medulares para la construccion de otros conceptos y en la formacion matematica futura de un
sujeto, ejemplo de ello es el concepto de la Integral, que se estudia en los primeros semestres

de las carreras de ingenieria y que es el foco de atencion para el presente trabajo.

La Integral como objeto matematico cominmente es utilizada en los programas educativos de
matematicas de ingenieria para resolver problemas relacionados con cantidades infinitesimales,
en las que se requiere, por un lado sumas infinitas de cantidades finitas, y por otro lado el
desarrollo de los métodos de cuadratura, a los que Newton llamé método inverso de las
tangentes. La suma de la acumulacion de areas, es un tema que explicitamente no se ve con
frecuencia en los libros de calculo ni en las estrategias didacticas que se sugieren en algunos
planes de estudio (CUCEI, 2010; UNAM, 2004; SNEST, 2008), sin embargo en los cursos
posteriores de matemadticas, como ecuaciones diferenciales y fisica, que pertenecen a la
formacion basica del futuro ingeniero la idea de funcién primitiva y la suma de la acumulacién
de cantidades son importantes para entender ciertos fenédmenos tales como: enfriamiento de
cuerpos, las leyes del movimiento de particulas, termodinamica, trabajo y energia, cinematica,

costo marginal, crecimiento y decrecimiento poblacional, por mencionar algunos.

Por otro lado, es comUn que los estudiantes de ingenieria requieran muestrear datos de algin

fenébmeno y obtener razones de cambio, ejemplo de ello es el enfriamiento de un horno, en
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determinados instantes de tiempo se registra la variacion de la temperatura respecto del
tiempo y con ello se describe su temperatura. Evidentemente el estudiante solo cuenta con
datos numéricos, si ubica esas razones de cambio en el plano cartesiano y ademas ha
comprendido el sentido geométrico de la funcién primitiva a partir de la acumulacion de areas
o desde la recta tangente, podra encontrar una curva que muestre informacion suficiente para
entender, describir y predecir el comportamiento de la temperatura del horno en
determinado tiempo, sin necesidad de pasar por algoritmos algebraicos, que seria el camino

mas popular para resolver este tipo de problemas.

Algunos libros (por citar algunos Boyce y Diprima, 1994; Larson, Hostetler, y Edwards, 2009;
Leithold, 1983; Purcell, Varberg y Rigdon, 2001; Stewart, 2008; Swokowski, 1989 y Zill, 1987)
citados en los programas de estudio de algunas escuelas mexicanas formadoras de Ingenieros,
se observa que la Integral es tratada desde diversos enfoques: es el drea limitada por curvas, es
un limite especifico, es la operacion inversa a la derivada, es el trabajo que realiza una fuerza,
es la longitud de una curva, es el volumen de un sdlido, es la funcion primitiva, sin embargo, en
parrafos anteriores se resalto la idea que en matematicas, a diferencia de otros campos del
conocimiento, los conceptos matematicos se deben entender desde diferentes registros o
campos representacion, entonces, dado los diferentes enfoques que se le asignan al concepto,
se torna necesario conocer los registros en los que debera ser estudiada la Integral, al
respecto algunos autores que hacen alusion a diversos registros, Souto y Gémez (2010)
mencionan que para entender el concepto de la Integral, se deben coordinar diferentes
registros de representacion, al respecto se rescata: registro analitico, registro visual y

numeérico.

Ordonez y Contreras (2010) en su investigacién, centran el concepto de la “Integral Definida”
en distintos registros de representacion desde lo que ellos llaman componente epistémica de la
Integral Definida, esto es, los distintos significados que se le asignan al concepto. Los autores
mencionan que la integral definida es tratada desde una idea estdtica (registros de
representacion numeéricos): calculo de areas, volimenes, longitudes de arco, densidad, presion,
intensidad de un campo magnético, que surge a partir de la idea de sumar cantidades

infinitamente pequenas; asi como registro de representacién algebraico.

Se destaca, como producto de una revision bibliografica que la Integral es abordada desde los

siguientes registros de representacion:

(1) Algebraico (algoritmico): se refiere a procesos algoritmicos como el uso de tablas o

formulas.
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(2) Visual (Geométrico, Grafico): Se refiere a figuras geométricas y graficas de funciones a las
que se recurre para explicar la idea de Integral como la sumatoria de cantidades infinitas y al

estudio de las funciones primitivas.

(3) Aritmético: esto es, a la operaciéon que implica realizar la suma de cantidades infinitamente

pequenas.

(4) Numérico: se refiere a lo que representa el nimero que se obtiene como resultado de un
proceso de integracion, Esto es, qué representa la constante que se obtiene al resolver una

integral definida.

Por otro lado, algo que escasamente se observa en los libros citados de calculo, es el énfasis
entre la relacion geométrica entre la Integral y la Derivada lo que para la presente
investigacion se considera esencial, dado que si el estudiante comprende esta relacion,
principalmente desde un registro geométrico, estara posibilitado para interpretar diferentes
fenomenos fisicos: la obtencion de una funcion desplazamiento a partir de la funcién velocidad,
la obtencion de una funcién trabajo a partir de la representacion geométrica de una fuerza
variable, aplicaciones de la Integral dentro del campo de la fisica y matematicas superiores que
estudian los Ingenieros, la cual permite resolver problemas relacionados con la compresion y
estiramiento de resortes, bombeo de liquidos en recipientes de diferentes formas geométricas,

entre otras aplicaciones.

La historia da cuenta de la trascendencia que dentro de las matematicas tienen los registros de
representacion geométricos, sin embargo diversas investigaciones explican algunas dificultades
que existen en el énfasis estas representaciones dentro del aula. Al respecto, Cortes (2011)
menciona que los registros de representacion numérico, algebraico y grafico son
“...representaciones de los objetos matematicos y cada uno de ellos presenta cierto tipo de
informacion del objeto, ademas permiten cierto tipo de actividades cognitivas en el sujeto”
(p.1). Ademas la representacion visual de un concepto generalmente es incluida por el
profesor cuando explica tal concepto y enlaza la representacion algebraica del mismo, la cual

permanece en la mayoria del tiempo que se dedica a estudiar el concepto.

Algunos investigadores (Cortés, 201 |; Hitt, 2003) enfatizan en la importancia que tienen las
relaciones visuales en la construccién de diferentes conceptos matematicos como el infinito,

limites, derivada, Integral, al respecto Hitt (2003), menciona:

113

. si la ensenanza del cilculo se restringe a sus aspectos algebraicos sin poner
atencién al uso de representaciones diferentes a las algebraicas, dificilmente los

alumnos llegaran a una comprension profunda del célculo. Es dificil concebir que
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un alumno pueda entender el calculo sin haber desarrollado, por ejemplo,

habilidades visuales ligadas a la construccion de conceptos del calculo” (p. 1).

Un estudiante de Ingenieria debe comprender conceptos matematicos desde sus diferentes
registros de representacion (visual, aritmético, numérico, algebraico) dado que dependera del
contexto de la situacion problema la eleccion del registro pertinente para la manipulacion de
cantidades y obtencion de la solucién correspondiente. Existen propuestas didacticas que
sustentan y describen la apropiacion del concepto de la Integral (Boigues, 2010; Gonzalez y
Aldana 2010; Delgado, 2009; Morales, 2009; Souto y Gémez, 2010 y Criséstomo, 201 1) que
relacionan registros geométricos con numeéricos, algebraicos con algebraicos y algebraicos con
numeéricos, pero al momento no se ha encontrado un mecanismo —con fundamentacion teoérica
y metodolégica— que posibilite documentar cuales son los niveles de construccion de las
estructuras mentales que desarrolla el sujeto para la comprensién del concepto de la Integral
desde un registro geométrico (acumulacion de cantidades que varian) a otro registro
geométrico (la grafica de una funcidn primitiva), entonces la investigacion tiene como objetivo
responder a la pregunta ;Como un estudiante universitario construye el concepto de la
Integral?, ademas ;Qué construcciones mentales previas moviliza el estudiante universitario
para conformar las estructuras necesarias que faciliten la comprension del concepto de la

Integral a partir de registros de representacion visual?
Marco teérico

La investigacion se ubica dentro del paradigma constructivista, especificamente la teoria
psicogenética de Piaget la cual afirma que el conocimiento surge de la interaccion sujeto—
objeto (Dubinsky, 1991). La experiencia que resulta de esta interaccion desencadena una serie
de estructuras mentales que le permiten al sujeto generar deducciones en torno al objeto.
Piaget explica que en la reorganizacion de los diferentes niveles de los estadios del
conocimiento existen dos mecanismos la abstraccion empirica, en la que se destaca el
conocimiento fisico que extrae y analiza el sujeto del objeto, y la abstraccion reflexiva, la cual se
manifiesta a partir de las acciones y operaciones fisicas y mentales que el individuo realiza
sobre un objeto. La abstraccion reflexiva se refiere a “las acciones y operaciones del sujeto y a

los esquemas que le conducen a construir” (Piaget y Garcia, 2004, p. 247).

La abstraccion reflexiva surge a partir de dos procesos, el primero, llamado reflejamiento, se
refiere a que el individuo es capaz de establecer representaciones (o proyectar) de un estadio
inferior (actual) de conocimiento a uno superior a partir de las acciones que haya realizada
sobre un objeto (de la accion a la representacion). El segundo se refiere a una reflexion, esto es,

a la reconstruccion y reorganizacion de aquel conocimiento para formar nuevas estructuras
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mentales. En los procesos de reorganizacion para la consolidacion de estadios mentales
superiores el individuo debe recurrir a estadios mentales inferiores, por lo que la adquisicién

de conocimiento no se da en forma lineal.

Los esquemas son sistemas mentales organizados en acciones o pensamientos que le permiten
al individuo representar de manera abstracta los objetos y eventos de su mundo. Todos los
seres humanos poseemos esquemas de pensamiento y mientras que el individuo sea capaz de
organizar y desarrollar esquemas nuevos, mejor sera su interpretacién y adaptacion a su entorno

(Piaget y Garcia, 2004).

Piaget y Garcia (2004, p. 33) caracterizan en tres niveles la construccién de un esquema

mental:

a) Nivel Intra: Se refiere a que el sujeto ha logrado un esquema a un nivel
operatorio, pero no logra de manera independiente generalizar estas operaciones
o establecer relaciones con otras, en consecuencia el nuevo esquema se considera
aislado, desvinculado de otros esquemas.

b) Nivel Inter: Una vez que se logra la construccion de un esquema a nivel
operatorio (intra) y el sujeto internalice estas operaciones se dice que el esquema
adquiere un nivel inter, en este momento el sujeto, en su mente, es capaz de
generalizar y desarrollar las operaciones, sin necesidad de instrucciones que
provengan del exterior.

¢) Nivel trans: Cuando el individuo logra trasladar el esquema y vincularlo con otros
lo cual conduce a la construccion de estructuras.

Las ideas de Piaget sobre la adquisicion del conocimiento ha inspirado la generacion de
propuestas teodricas, cuyo objeto de estudio es la construccion del conocimiento matematico,
tal es el caso de APOE (acciones, procesos, objetos, esquemas) desde donde se pretende
describir, entender y documentar cémo un estudiante de nivel superior (y medio superior)

construye un concepto matematico.

La idea de la manipulacién de objetos fisicos que establece Piaget para las primeras etapas de la
construccién de conceptos, son tratados, desde la perspectiva de APOE como manifestaciones
no solo fisicas (debido a la complejidad de los conceptos matematicos avanzados) sino como
manipulaciones de objetos mentales (Asiala et al, 2004). APOE propone elementos que
permiten reflexionar sobre la comprensién de un concepto matematico, ademas de elementos
didacticos para su instruccidon, para ello es necesario acercarse al concepto desde su
epistemologia, visto desde las matematicas mismas, para ello APOE propone lo que denomina

descomposicion genética del concepto, esto es, “un conjunto estructurado de construcciones
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mentales que pueden describir como un concepto se puede desarrollar en la mente de un

individuo” (Asiala, et al., 2004, p.5).

Entonces el desarrollo de la comprensién de un concepto inicia cuando el sujeto realiza, —lo
que significa la parte medular de la teoria APOE-, acciones sobre objetos matematicos
(Dubinsky & Lewin, 1986) ya que es a través de las acciones que el sujeto se acerca al objeto
de conocimiento, a partir de un proceso dialéctico logra internalizar procesos para que estos
sean encapsulados en objetos matemdticos, los cuales se espera sean desencapsulados y
regresados a su estado inicial y con esto integrar un esquema. Cuando el sujeto es capaz de
manipular tales objetos, se desencadenan una serie de procesos mentales que pueden ser
descritos a partir de lo que Piaget en la construccion del conocimiento l6gico—matematico

llama abstraccién reflexiva (Dubinsky & Lewin, 1986).

Desde APOE, un esquema involucra las construcciones personales de las acciones, los
procesos, los objetos (e incluso el uso de otros esquemas) para la comprension de
determinado concepto matemdtico, estos a su vez estan interconectados en la estructura
mental del individuo (estas conexiones pueden ser conscientes o inconscientes). Para formar el
esquema para la comprension de un concepto matematico, es necesario organizar en forma

estructurada, una coleccion de procesos y objetos (Trigueros, 2005).
Metodologia

Para entender el objeto de estudio y contestar las interrogantes que surgen en la investigacion,
y en sintonia con el marco teodrico en que se encuentra ubicado su objeto de estudio, se
considerara incluir el método critico (o método de exploracion critica), ya que este propone un
estudio transversal, basado en técnicas de observacion y exploracion, de las construcciones
mentales de un individuo, a partir del establecimiento de una relacion dialéctica entre el

investigador y el sujeto.

El método de exploracion critica (Inhelder, Sinclair y Bovet,1996), ubicado en el paradigma
constructivista, es propio de la Psicologia Genética, sus raices se encuentran en el método
clinico que originalmente fue utilizado por Piaget para indagar cédmo un sujeto construye su
conocimiento. El método posibilita establecer una relacion dialéctica entre el entrevistador vy el
entrevistado que permita indagar sobre las construcciones mentales, con la finalidad que este
ultimo exprese los “por qué” de sus manipulaciones y conclusiones, sus percepciones sobre el
objeto, sus dudas, y a partir de sus respuestas se generen nuevas preguntas para el

investigador.
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A manera de conclusion

Se pretende establecer una metodologia con un enfoque cualitativo con doble finalidad, la
primera describir los niveles intra, inter y trans por los que transita un sujeto para la
apropiacion del concepto de la Integral y como producto de tales descripciones se propondra
desde el marco de APOE una descomposicion genética del concepto de la Integral que
promueva la apropiacion de este ultimo, con lo que se pretende impactar en el campo de la
didactica de las matematicas, —especificamente en el terreno del Calculo Integral- dado que se
aportaran elementos, reflexiones y resultados al estado del conocimiento en torno a la
descripcion de las estructuras mentales que moviliza el sujeto y que promueven la

construccion de esquemas cognitivos para la apropiacion del concepto de la Integral.
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