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Resumen. Se presentan algunos resultados de una investigacion titulada “significados institucionales de los
polinomios en Educacion Media General” que se estdi desarrollando en Venezuela. Se caracterizan los
significados institucionales de referencia de los polinomios, describiéndose aquellos elementos histdricos y
epistemoldgicos que hicieron posible su concepcion actual. Como referente tedrico se emplearon herramientas
del modelo ontoldgico y semiético de la cognicion e instruccion matematica propuesto por Godino (2003)
como la nocidn de significado institucional de referencia, las entidades primarias que dan lugar a un objeto
matematico y las configuraciones epistémicas que surgen a partir de la interaccion entre esas entidades.
Metodoldgicamente es un estudio interpretativo de corte documental. Entre los hallazgos se destacan la
evolucion del lenguaje algebraico (notacion de los polinomios a través del tiempo), la nocion de variable,
exponente y el calculo de raices de polinomios.

Palabras clave: polinomios, historia de la matematica, epistemologia, modelo ontologico y
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Abstract. In this article they present some results of a titled investigation " institutional meanings of the
polynomials in a Medium General Education " which is developing in Venezuela, in this opportunity there are
characterized the institutional meanings of polynomial’s reference, those historical and epistemological elements
have been described that made possible his current conception. Since theoretical modal tools of the ontological
and semiotic model of the cognition and mathematical instruction proposed by Godino (2003) as the notion of
institutional meaning of reference, the primary entities are giving a place to a mathematical object and the
epistemic configurations that are formed from the interaction between those entities. Methodologically it is an
interpretive study of documentary cut. Between the findings they emphasize the evolution of the algebraic
language (notation of the polynomials across the time), the notion of variable, exponent and the calculation of
roots of polynomials.

Key words: polynomials, history of mathematics, epistemology, ontological and semiotic
model

Introduccion

La realizacion de un andlisis histérico-epistemologico sobre los polinomios, permitira clarificar
la naturaleza y los diversos significados que puedan ser atribuidos a este objeto matematico a
lo largo del tiempo, (Godino, 2003; Arrieche 2002; Arrieche, 2010), ya que se dara respuesta a
interrogantes como: ;Cual es el origen de los polinomios? ;Como ha evolucionado a lo largo
del tiempo este objeto matematico? ;Cual es la importancia que tiene para la matematica y

como aplicacion a otras ciencias?

En las proximas paginas se le espera dar respuesta a las interrogantes del parrafo anterior, no
sin antes aclarar que dichas respuestas no son absolutas, puesto que estaran inevitablemente

afectadas por la subjetividad del investigador y de los documentos bibliograficos que se
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emplearon para tal fin. En este caso se realizd una revision de libros de historia de la
matematica, trabajos de investigaciones de Maestria afines, tesis doctorales, memorias de

eventos sobre investigaciones en didactica de la matematica y revistas digitales e impresas.

El material fue analizado utilizando categorias propuestas por el modelo Ontosemidtico de la
cognicién e instruccion matemadtica, entre estas, la nocion de significado institucional de
referencia que responde a aquellos textos matematicos correspondientes a un objeto
matematico, a orientaciones curriculares y, de manera general, a la consideracion de los
expertos sobre tal objeto; grosso modo, en esta oportunidad, es el conocimiento valido para
las instituciones matematicas y didacticas. Para describir el significado de referencia de los
polinomios se recurrié a libros de historia de la matematica, trabajos de grado de Maestria,
tesis doctorales, articulos cientificos, entre otros, todos relacionados con la historia de los
polinomios. El analisis del material consultado se hizo mediante el uso de las entidades
primarias (situacion problema, acciones o procedimientos, conceptos, propiedades,
argumentaciones y lenguaje) que son elementos de ese significado; por ultimo, y no menos
importante, esta el constructo de configuracion epistémica que se forma cuando esas entidades

interactuan entre si y le dan sentido a la actividad matematica. (Godino, 2002).
Origen y evolucién de los polinomios

Los polinomios estan presentes practicamente en los primeros registros matematicos de los
que se tiene conocimiento; y eso se hace evidente en el calculo de ceros o raices de
polinomios que forman parte de los problemas mas antiguos conocidos, estos problemas se
han encontrado en el estudio de la matematica de civilizaciones antiguas, entre ellas Babilonia y

Egipto.

De Babilonia puede afirmarse que la resolucion de los ceros de polinomios de grado dos y tres
constituyo un logro que vale la pena senalar, no Unicamente por el alto nivel de habilidad
técnica sino también por la madurez y flexibilidad de los conceptos algebraicos que intervienen
en el proceso si se toma en consideracion que los babilonios no empleaban la simbologia
utilizada actualmente, asi “El algebra babilonica alcanzé un nivel de abstraccion tan
extraordinario que las ecuaciones ax*+bx2=c y ax8+bx*=c fueron consideradas correctamente
como simples ecuaciones cuadraticas disfrazadas, es decir, como ecuaciones cuadraticas en x?2
y x*’ (Boyer, 1986, p. 58). En ese mismo orden de ideas, Pastor y Babini (2000) seialaron que,
desde el punto de vista matematico, la resolucién de esas ecuaciones lineales y cuadraticas son

las novedades mas relevantes de los textos babilonicos.
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En relacion a la civilizacion egipcia, vale la pena destacar el caracter practico que predomina en
los Papiros egipcios estudiados, cuyo elemento principal es el calculo numérico de cuestiones
especificas planteadas. Parece que el objetivo estuvo dirigido a facilitar o justificar los
procedimientos empleados mas que a la bisqueda del por qué de las teorias implicitas, por lo

tanto no existen generalidades sino el estudio de casos muy concretos. (Ortega, 2002).

Por su lado, historiadores como Bell (1985) mencionan que los griegos tenian que haber
conocido de alguna manera el algebra babilonica para avanzar en su matematica, pero no hay
evidencia concreta de ello, lo cierto es, que gracias a los aportes de estos ultimos hubo un

gran avance no solo en el dlgebra sino en el desarrollo de la matematica misma.

Muchos de estos avances se le atribuyen a matematicos de la época, entre ellos esta Diofanto,
al respecto Boyer (1986) asegura que la diferencia existente entre la sincopacién diofantica y la
notacién algebraica moderna esta en la ausencia de simbologia para las operaciones y para la
notacion exponencial y en las relaciones, lo que le da el titulo a Diofanto de ser considerado
“el padre del algebra”. Bell (1985) por su parte asegura que Diofanto no solamente hizo
aportaciones en la notacion algebraica, ademas de plantear soluciones a problemas de esta
disciplina. A diferencia de la solucion que muchos planteaban a esos mismos problemas de
forma geométrica, dichos problemas estaban relacionados con el cilculo de las raices de
polinomios de primer grado con dos o tres incognitas. Otro matematico griego que influyo
considerablemente en el origen del algebra fue Euclides, en su trabajo puede evidenciarse la
relacion de ciertas expresiones polinomicas con la geometria, donde problemas relacionados

con el calculo del drea de ciertos rectangulos fueron determinantes.

En China se han encontrado documentos que confirman la contribucién de esta civilizacion a la
consolidacion del algebra, y por consiguiente a la de los polinomios. Estos documentos son los
de Chi’'n Chiu-Shau (siglos X y XI) y Chu Shin-Chieh (siglo XIV), el primero destaca en su obra
(las nueve secciones de matematica) problemas relacionados con agricultura, agrimensura,
ingenieria, impuestos, entre otros, en los que se resuelven ecuaciones algebraicas tanto
determinadas como indeterminadas, empleando cierto simbolismo rudimentario, cuya forma
de resoluciéon era parecida a la que actualmente se le conoce con el método de Ruffini-
Horner. El segundo estudia ecuaciones y sistemas hasta de grado 4 en el tratado titulado “el
precioso espejo de los cuatro elementos”, alli hace uso de un triangulo conocido hoy en dia
como triangulo de Pascal, y se emplea un método para hallar las raices de los polinomios de

diferentes grados llamado fan-fa que consiste en la aplicacion de cambios de variables.

En cuanto a la matematica hindd, se tiene que contribuyd significativamente al lenguaje

algebraico ya que fue precursora del dlgebra sincopada; los hindles diferenciaban los niumeros
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positivos y negativos, que eran interpretados como créditos y débitos para los que existian
simbolos especificos, permitiéndoles unificar asi las ecuaciones de segundo grado en un tipo
Unico, sin importar el valor de los coeficientes y donde se podian admitir soluciones negativas
sin problema alguno, aunque no se tomaban en consideracion. Entre los matematicos hinduies
de mayor trascendencia por los trabajos que realizaron en relacion al algebra se pueden

mencionar Brahmagupta (siglo VII) y Bhaskara (siglo XII).

En tanto la matematica arabe, partiendo del trabajo de Al-Khowarizmi, quien motivado por los
problemas de la época relacionados con leyes y herencias, escribio el Al-jabr sin sospechar que
la influencia de su trabajo trascenderia y se diseminaria por toda Europa anos mas tarde
perdurando por largo tiempo. Gracias a las traducciones del nombre de Al-Khowarizmi al latin
nace la palabra algoritmo, con la que hoy se designa a todo aquel procedimiento matematico
empleado en la resolucion algebraica de cualquier problema o ejercicio, y de su obra
heredamos la palabra algebra, que también constituye en el presente el nombre una de las
ramas de esta Ciencia formal. En la obra de Al-Khowarizmi se muestran problemas de distinta
naturaleza, y eso se le atribuye quizds a la influencia de la matematica babilénica, egipcia y
griega en esta civilizacion, ya que los problemas alli planteados recogen los aspectos conocidos
por esas civilizaciones. Otro matematico que dejo huellas en la matematica arabe fue Omar
Khayyam (1050-1123) quien extendio la obra de Al-Khowarizmi al hallar de forma geométrica

(usando interseccion de secciones conicas) las raices de polinomios de grado tres.

En relacion a la matematica desde la época Medieval hasta el Renacimiento, se tomaran en
cuenta algunas reflexiones que Ortega (2002) hace al respecto donde senala que el trabajo
matematico de esos siglos estuvo motivado originalmente por la necesidad de estudiar mas a
fondo las obras de la matematica griega que llegaron a manos de muchos matematicos gracias a
la imprenta, pero no se pueden descartar las motivaciones de tipo practico (los comerciantes y
los contadores se planteaban problemas de calculo, los artistas presentaban dilemas para ser
resueltos geométricamente, entre otros). Sin embargo, mas alla de esto Gltimo, se cree que el

factor que influyé considerablemente en el desarrollo del dlgebra en esa época fue el estilo.

[...] casi deportivo que acicated a los matematicos para desafiarse publicamente.
Como en ningln otro momento de la historia, estas competencias llegaron incluso
a motivar al pablico en general y el aspecto ludico de la matematica tuvo un papel
importante entre las motivaciones que hicieron avanzar las teorias matematicas.

(Ortega, 2002, p. 43)

Entre los matematicos que tuvieron protagonismo en esta época por su destacado trabajo en

el campo del dlgebra, y mas especificamente en la resolucion de polinomios de grado uno, dos
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tres y cuatro, estan: Leonardo Pisano mejor conocido como Fibonacci, Sciope del Ferro,
Antonio Maria Fior, Niccold Fontana o Tartaglia, Gerone Cardano, Ludovico Ferrari y Rafael

Bombelli.

Para finales del siglo XVI y el desarrollo del siglo XVII, florecié el algebra simbdlica, mediante
los trabajos de Frangois Viete (1540-1603), Thomas Harriot (1560-1621) y René Descartes
(1596-1650) y, como era de esperarse con ese desarrollo, también estuvo involucrada
intrinsecamente la evolucion de los polinomios. El trabajo de Viéte tuvo un gran impacto para
otros matematicos debido al uso de simbologia en la solucién de los problemas que se
planteaba, por ejemplo, fue el primero en designar las primeras letras del abecedario para los
valores conocidos y las Gltimas para las incognitas (tal como se usan actualmente). Entre esos
matematicos, que fueron influidos por Viete, estuvo Harriot a quien se le atribuye no sélo la
continuidad del uso del simbolismo que tomé de Viete sino la introduccion de otros tales
como los que representan la relacion de orden entre cantidades (mayor que > y menos que
<). Asi mismo Descartes, también da aportes interesantes al dlgebra y a los polinomios en su
obra Géometrie, donde resuelve problemas que involucran el calculo de raices de polinomios

de grados mayores que dos, empleando propiedades novedosas para la época.

Luego de estas aportaciones, segiin Bell (1985), no parece haber una contribucién importante
hacia los polinomios hasta el siglo XVIIl cuando matematicos como Tschirnhaus (1651-1708)
se preocuparon por hallar una solucion general de tipo racional para el calculo de raices de
funciones polinémicas de cuarto grado, pero sin tener éxito en las de quinto grado. Un siglo
después, aproximadamente en 1786, Bring (1736-1798) redujo la ecuacién general de quinto
grado a la forma de trinomio x>+ax+b=0, sustentandose en una demostracién de Tschirnhaus
con coeficientes afectados de una raiz cubica y de tres raices cuadradas, resultando de gran

importancia para la solucion de la ecuacion de quinto de grado de manera trascendental.

Posteriormente Euler resolvié la ecuacion general de cuarto grado por un método distinto al
de Ferrari en 1770 pero, al igual que Tschirnhaus, no tuvo éxito con las que quinto grado.
Entre los anos de 1770 y 1771 Lagrange intento resolver la ecuacion general de cuarto grado
con nuevos métodos a los acostumbrados y parecia que habia encontrado una expresion
general hasta que, topandose con una ecuacion de quinto grado, no pudo reducirla, al
contrario, su grado aument6 en un valor; no obstante parece no haber notado que estas

ecuaciones no tendrian solucion por ese camino.

En este momento histérico surgid una importante reestructuracién del algebra y de los
polinomios como consecuencia del incremento de cientificos interesados en esta ciencia,

provenientes principalmente de paises como Inglaterra, Francia y Alemania, Italia, Rusia, Suiza y
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los Paises Nordicos y Estados Unidos. Pérez (2004) afirma que dicha reestructuracién se inicia
con el teorema fundamental del algebra cuya demostracion rigurosa del mismo se le atribuye a
Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Sin embargo, esta demostracién no fue tan precisa

como la que mostré Argand luego en 1806.

En esta época la preocupacion seguia siendo la manera de hallar la solucion general a
ecuaciones polinomicas de un grado mayor al cuarto grado, a la cual Gauss también hizo su
contribucion dando una respuesta a la ecuacion x"-1=0 con n primo impar, con la aparicién de
grupos ciclicos; es asi como Ruffini (1765-1822) plantea la imposibilidad de resolver la ecuacion
de quinto grado pero sin lograr demostrar tal planteamiento. En tanto Abel (1802-1829),
después de encontrar el error en lo que creyo era la solucion de estas ecuaciones mediante
radicales, demostré definitivamente la imposibilidad de resolver esas ecuaciones mediante
radicales empleando argumentos mas poderosos que los usados por Ruffini. Este resultado fue
el inicio de la teoria de Galois (I811-1832) quien estudid las relaciones existentes entre las

raices de los polinomios.
Algunas aplicaciones de los polinomios

Desde entonces hasta hoy en dia, los polinomios constituyen una herramienta dentro de la
misma matematica y para el desarrollo de otras ciencias. En problemas intramatematicos
podemos citar, por ejemplo, la relacion de los polinomios en geometria donde éstos
intervienen en el cilculo del area de ciertos poligonos y del volumen de algunos sélidos,
también existe un fuerte vinculo entre los polinomios y el calculo diferencial e integral, y esto
se hace evidente en topicos como limites, integrales y ecuaciones diferenciales. En el caso de
otras ciencias, por mencionar algunas, se ve una fuerte influencia de los polinomios
modelizando problemas en el area de la fisica, la tecnologia, la biologia, la administracion, entre
otros. Cabe destacar que esto es solo una muestra de la cantidad de aplicaciones que este
contenido algebraico ha tenido en el desarrollo de la matematica y de otras areas del saber

cientifico.
Sintesis y conclusiones

A manera de sintesis se presentara en el Cuadro No | las configuraciones epistémicas de las
principales civilizaciones involucradas en el origen y la evolucion de los polinomios, asi como
algunas de las aplicaciones que se le dan a este objeto matematico en la actualidad; ello se hara
tomando en cuenta las entidades primarias (lenguaje, situacion problema, acciones, conceptos,
propiedades y argumentaciones) extraidas del Enfoque Ontolégico y Semiético de la cognicién

e instruccion matematica (Godino, 2003).
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Cuadro No I: Configuracion epistémica de los polinomios.

ENTIDAD
P ARIA SITUACION DEFINICIONES/ ARGUMENTA-
LENGUAJE PROCEDIMIENTOS
PROBLEMA PROPIEDADES CIONES
CIVILIZACI
N , Uso de tablillas con
De aplicacion: calculo de L . ;
L. i K respuestas Area, largo, ancho, No se evidenciaban, al
Retérico area, agrimensura, ) i
: aproximadas, método no obstante no parecer los problemas
BABILONIA (netamente comercio. Con sospecha “ o L
. de “sustitucion” y estaban explicitos se trataban de casos
verbal) de alguna actividad de ., R
, K completacion de como tal. particulares.
caracter recreativo.
cuadrados.
i i . “falsa posicion” o Cantidad, igualdad No se evidenciaban, al
Escritura Relativos a la aritmética, “ R
L , ) regula falsi”, de cantidades. parecer los problemas
hieratica o calculo de cantidades. L, -
i K factorizacion, adicién Altura, largo, ancho se trataban de casos
EGIPTO sagrada. Tosca Longitudes relacionadas K R X
o, X K de fracciones (los dos y volumen de particulares. Es decir,
representacion con situaciones de su o ) ) . o
L . Ultimos para algunos ciertas figuras sin generalizacion
grafica. cotidianidad. L
problemas) geométricas. alguna.
Los problemas eran
HELENI- De tipo geométrico al Area, figuras particulares, pero
cosy Retérico y parecer propuestos por Proposiciones del geométricas planas: alguno de ellos
G HELE- geométrico mera curiosidad libro de Euclides cuadrado, relacionados entre si
R |NisTICOS matematica. rectangulo. que suponian algin
E tipo de generalizacion.
(o)
1 Sincopado: Parece algin tipo de
A empleo de Aritméticos relativos al Conservacion de la analogias en varios de
DIOFAN- . . , . N . ,

To primeras calculo de raices de grado Método diofantico. igualdad, numeros los problemas pero no
notaciones uno, dos y tres. positivos, se evidencian indicios
algebraicas. de axiomatizacion.

Relativos a la agrimensura, Los Chinos
. -, , Elementos de una 3
agricultura, compafifa, El método del Fan fa ., . reconocian el gran
. Lo . ecuacion: variable,
ingenieria, impuestos, conocido " alcance y la
o h - . exponente, )
CHINA Sincoépado célculo, resolucion de posteriormente como Pf, ient generalidad del
. X X coeficiente i
ecuaciones y propiedades el método de Horter- bio d Y iabl método fan fa
. . cambio de variable A .
de los triangulos Ruffini. eransf L, mediante el trabajo
i o transformacion. ) .
rectangulos. de Chu Shih-Chieh
Se halla la férmula
general de la ecuacion
Los problemas involucran lineal x=p+mb,y=q- .
L, Se manejan los Se asumen algunas
la resolucion de ma, donde m es un , i R
X L. . nimeros negativos generalidades, ya que
ecuaciones cuadraticas o entero arbitrario . )
) ; , como parte de la se aplica un mismo
calculo de raices de sabiéndose que el ., R 3
L, i K L, . solucién, se tiene método (hallar una
INDIA Sincépado polinomios de segundo maximo divisor de a y ., , L, .
o nocion de nimeros solucion a partir de
grado, al parecer b debe dividirac,ya R L, o
. ) primos, maximos otra solucion ya
motivados por el deseo y b son primos entres . , K K
, . ) divisores, nimeros conocida) a varias
del desarrollo de la si. También se estudia i o
L. L, L. enteros. ecuaciones similares.
matemética como un arte. la ecuaciéon cuadritica
de Diofanto
x2=|+py2
Problemas relacionados
con las leyes que regian la Conocimiento de la "
. , o, No se especifican
herencia de la época, ., representacion K
L, . Completacion de e . generalidades, se
también existia una gréfica de ciertas ,
L. L cuadrados, X toman en cuenta sélo
Retoérico (un motivacion por el X =, curvas (secciones i
, interseccion de L problemas particulares
ARABIA paso atras en desarrollo de la conicas) y el

el simbolismo)

matemadtica como
expresion del arte y en
algunas ocasiones se
escribian los problemas en
forma poética.

secciones conicas
(polinomios de tercer
grado)

vinculo de estas
con expresiones
polinémicas de
tercer grado.

y de distintas
naturaleza (aritmética,
algebraica,
geométrica).

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

251



Acta Latinoamericana de Matematica Educativa 25

Reduccién de
polinomios de grado
tres a polinomios de

Concepto de

Se conocian las

problemas vinculados a la
relacion existente entre
las raices de los
polinomios y las
numerosas aplicaciones de
este objeto matematico
tanto dentro de la misma
matemidtica como para
otras ciencias.

se incorpora el
teorema de Abel —
Ruffini y se aplica para
el desarrollo de
ciertos polinomios el
teorema del binomio
de Newton.

relacion de este
con sus raices.

. , rado dos mediante el . R . bondades que puede
EUROPA El interés era encontrar la 8 . i ecuacion, trinomio R quep
MEDIEVAL ., cambio de variable y proporcionar el
solucion general para el N cuadrado perfecto,
(SIGLO XiiI) - . , sustitucion; para el o hallazgo de formas
Retérico - calculo de raices de J , factorizacion,
HASTA EL o, ) ) calculo de raices de ) ) generales para el
Sincopado polinomios de grado tres K R diferencia de , ,
RENACIMIENT X civad | polinomios de cuarto drad , célculo de raices de
cuatro motivados por e ; cuadrados, raiz ) .
O (SIGLO XV Y yeu os P grado, se introduce polinomios de grado
XVI) caracter competitivo. L. cuadradas, entre
un término . tres y cuatro y se
) ) otros. .
indeterminado en una trabajaba en eso,
diferencia de
cuadrados.
Se introducen nuevas
incognitas para Relacién entre Existe gran interés en
Se plantearon problemas X X , L
, , reducir ecuaciones de raices y la generalizacion y en
o, sobre el cdlculo de raices " i .,
Sincépado - i R cubicas a cuadradas; coeficientes de la creacion de un
o de polinomios de segundo, B} R . R
Simbdlico empleo del método polinomios, la lenguaje que
FINALES DEL G ra tercer, cuarto y hasta de H | factorizacion. | itiera |
importante orner para la actorizacion, la ermitiera la
SIGLO XVIY P sexto grado, se establece P ., ! P X ., o
desarrollo del ", resolucion nocion de unificacién de criterios
SIGLO XVII K la relacion entre . . ” .
lenguaje . . aproximada de aproximacion; se y evitara la
K expresiones algebraicas y K i L,
algebraico) ecuaciones, se usa el ignoran los valores complicaciéon que
las curvas que las ) X i
método algebraico negativos de las supone el uso del
representan. > h )
para ecuaciones de raices cuadradas. lenguaje verbal.
tercer grado,
Se esclarecerse la
situacion de la busqueda .
, Se aplican para el
de la férmula general para . .
i X célculo de raices de
el calculo de raices de . .
- ) - polinomios de cuarto Se demuestran y
polinomios de quinto
grados o menores los establecen teoremas
grado en adelante, .
i métodos actualmente que desde entonces
demostrandose y . i .
, conocidos: Se tiene una clara rigen las pautas de los
aceptandose la N X .
o ) i factorizacion, idea de los trabajos que se
inexistencia de tal formula, L. X
SIGLO XVIII desd | enf completacion de conceptos que realizan con
L esde entonces el enfoque ) .
HASTA LA Simbolico e : cuadrados, rodean al polinomios, entre
a sido el desarrollo de ”
ACTUALIDAD resolvente... también polinomio y a la ellos:

El teorema de Abel —
Riffini, el del binomio
de Newton y el
Teorema Fundamental
del Algebra.
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