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Resumen. Razones, proporciones y proporcionalidad (RPP) son ejes conceptuales obligados en la educacion
basica en cualquier pais del mundo (Mullis et al., 2008). Diversos autores han planteado que estas tematicas
son presentadas en la escuela a partir de organizaciones matematicas fuertemente aritmetizadas, con una gran
estabilidad de una institucion educativa a otra y de un pais a otro, y con baja conexion con otras areas del
arriculo que también involucran las RPP. Este articulo sintetiza una serie de principios que se pueden asumir
como orientadores de unas organizaciones matemdticas integradores de lo aritmético, lo métrico y lo
algebraico a lo largo del ciclo escolar, integracion lograda en relacion a las RPP.
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Abstract.  Ratios, proportions and proportionality (RPP) are conceptual axes required in basic education in any
country of the world (Mullis et al., 2008). Several authors have argued that these issues are brought in school
from strongly arithmetical mathematical organizations, with remarkable stability from one school to another
and from one country to another and low connection to other areas of the curriculum that also involve the
RPP. This article summarizes a set of principles that can be assumed as a guide to design mathematical
organizations that integrate arithmetic, metric and algebraic topics around RPP throughout the school year.
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Introduccion

Intentando recuperar para la escuela el conjunto de sentidos y significados que pueden tener
las Razones, las Proporciones y la Proporcionalidad (en adelante RPP), en los Ultimos 40 anos
se han realizado multiples trabajos que, como lo enuncia Lamon (2007), evidencian diferentes
aproximaciones conceptuales, pero no aclaran suficientemente las diferencias, ni las similitudes
entre ellas. Asi por ejemplo, en algunos casos se presenta el concepto de razén englobando el
de tasa o rata y el de proporcion (Lesh, Post, & Behr, 1988), mientras que en otros, razoén,
tasa, rata y proporcion son presentados como conceptos distintos (Vergnaud, 1988); mientras
unos autores muestran razones como entidades distintas de las relaciones parte-todo y los
operadores (Nesher, 1988), otros critican esta separacion pues bajo ciertas condiciones una
razén tiene que ser interpretada como una relacion parte-todo o un operador (Lamon, 2007);
hay propuestas que ponen la fuerza en una aproximacion a las razones desde la perspectiva del
tratamiento de las magnitudes y las cantidades llamadas intensivas y extensivas por Schwartz
(1988), y hay otras que lo hacen apelando a la caracterizacion de diferentes formas de
razonamiento (Kieren, 1988); algunos trabajos muestran que razones y proporciones tienen un

vinculo estrecho con los procesos de variacion —en una especie de relaciones funcionales
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(Behr, Harel, & Post, 1992), mientras que otros se enfocan mas en lo relativo a la solucion de

problemas —fundamentalmente, problemas de cuarta proporcional (Kaput & West, 1994).

En contraste con la diversidad de aproximaciones en las investigaciones en educacion
matematica sobre las RPP, desde el punto de vista de las matematicas escolares, la forma cémo
se organizan estos objetos de conocimiento a lo largo de los curriculos de matematicas,
presentan no solo una gran estabilidad de un pais a otro (Mullis et al., 2008; Ponte & Marques,
2005), sino unas formas de organizacion similares basadas en aproximaciones aritméticas, con
poca conexion entre las diferentes tematicas en donde se estudian las RPP (Bosch, 1994;

Guacaneme, 2002), y sin relacion explicita con lo métrico o lo algebraico (Garcia, 2005).

Asi pues, desde marcos tedricos diferentes se han generado diversidad de sentidos sobre
razones, proporciones, proporcionalidad, nimero racional, funcion lineal, que si bien no son
contradictorios, si exigen esfuerzos tedricos adicionales que permitan generar marcos mas
apropiados para la educacion matematica y para las propuestas escolares (Lamon, 2007). En lo
que sigue se presentan un conjunto de ideas sobre razones, proporciones, proporcionalidad —
RPP— como un intento de dar un orden a la multiplicidad de interpretaciones descritas

anteriormente, derivadas de la tesis doctoral (sin publicar) del primer autor.
Nociones fundamentales sobre la razén

Sobre la nocion de cantidad. Siguiendo la idea aristotélica de atributo, se puede decir que una
atribucién de cantidad es aquella que realizada sobre un fendmeno (objeto, evento, sucesién
de eventos u objetos indexados de acuerdo a la ocurrencia de los mismos en funcion de
condiciones espacio-temporales) permite organizar diferentes estados del mismo segun que la
atribucion sea objeto de aumento o disminucion, de comparacion (por diferencia) o de
igualaciéon (al agregar o quitar). Si la atribucion es de naturaleza continua, entonces refiere a
una magnitud, la cual es susceptible de ser medida, pero si es de naturaleza discreta, refiere a

una pluralidad y es susceptible de ser contada.

En toda atribucion de cantidad es posible definir una relacion de equivalencia (cuando dos
instancias de la atribucion son idénticas), una relacién de orden (cuando una instancia es mayor
o menor que la otra) y una operacion aditiva (que permite agregar o juntar dos instancias de la
atribucién de cantidad para producir una tercera). La relacion de equivalencia permite definir
clases de equivalencia. Cada clase de equivalencia se puede definir como una cantidad en la
atribucion dada (por ejemplo, cuando la atribucién de cantidad refiere a una longitud, las clases
de equivalencia formadas se pueden llamar cantidades de longitud). Asi entonces, el conjunto de
cantidades con la relacion de equivalencia y la operacion aditiva forman un semigrupo aditivo

conmutativo y se tiene entonces lo que Stein (1990) ha denominado un sistema de cantidades.
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La nocion de sistema de cantidades permite tratar en una misma categoria sistemas que por su
funcion deben ser reconocidos como formas de cantidad (por ejemplo, el valor de intercambio
de bienes y servicios, y entre ellos, El dinero) pero que desde el punto de vista matematico o
fisico no se consideran magnitudes. Igualmente facilita hablar de razones sin tener que entrar a
distinguir si la razén se define entre numeros, magnitudes (intensivas o extensivas, escalares o

vectoriales, matematicas o sociales) o incluso sin la necesidad del recurso al niumero.

Sobre la nocién de razén. La condicion necesaria y suficiente para que dadas dos cantidades de
un sistema de cantidades, sobre ellas se pueda establecer una razoén, es que cumplan con la
propiedad arquimediana: dadas dos cantidades x, y € A, con A un sistema de cantidades, entonces
entre ellas se puede establecer una razén si existen nimeros naturales m, n tales que
nx>yAm-y>x (en el contexto griego no necesariamente implicaban nimero naturales,
sino magnitudes equimultiplos). La idea general detras de esta formulacion es que sobre dos
cantidades x e y, entre ellas se puede definir una razén si dichas cantidades son finitas. Dada la

simetria de la propiedad arquimediana con respecto a las cantidades x e y, entonces sobre ellas

siempre serd posible definir dos razones: dados dos sistemas de cantidad A, y A, (no

necesariamente distintos) y dos cantidades x € A, y € A,, entre dichas cantidades se pueden

definir dos razones, a saber, “la razén de x a y”, y la “la razén de y a x” (en la notacion clasica
X :y o y:x). Ser consciente de la existencia de este par de razones entre cantidades y de la
distincién entre ellas es importante no solo porque la una es la reciproca de la otra, sino
también porque en términos de las relaciones que cuantifican, una de ellas se puede usar como
base para determinar univocamente la otra: “si la razéon de x a y es o” entonces “la razén dey a

17

x es o-!” (tal como se concebia en la aritmética griega).

Sobre la proporcion. Siguiendo la nocién clasica, se entiende la proporcién como la equivalencia
entre dos razones, es decir, la proporciéon se comprende como una forma proposicional

binaria o diadica que permite poner en relacion dos razones, o como un predicado cuaternario
o tetradico entre cuatro cantidades: si las cantidades x,y,x’,y’ son tales que r= o7
implicay =09 (igual medida relativa de = a 2’ que y a '), entonces z:y:2':y . Esto
implica que las nociones de medida relativa y equimultiplicidad son fundamentales en el
proceso de comprension tanto de la razon como de la proporcion, y ambas permiten objetivar
la razoén a través de la clase de equivalencia de todas las parejas de cantidades que estan en la
misma razon (equivalencia significa designar la misma propiedad caracteristica de las cantidades

comparadas, y en particular, igual medida relativa).
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Funciones de la razén sobre las cantidades

En su forma mas general, una razén entre dos cantidades es una nueva cantidad que surge de la
comparacion por cociente entre ellas, y por lo tanto expresa la medida relativa de una de ellas
tomando la otra como unidad. Esto permite diferenciar la relacién entre las cantidades de la
razén como cuantificacion objetivada de dicha relacion. Por ejemplo, entre dos cantidades x e y
en donde x es el doble de y, 2 objetiva la razén entre dichas cantidades, y la expresion “es el

doble de” la relacion entre ellas.

La razén como relator/correlator: De acuerdo con la distincion anterior, la razén ya objetivada
puede cumplir una funcién de cuantificar la relacion por cociente en dos situaciones distintas,
bien entre dos cantidades especificas (fijas), bien entre dos familias de cantidades. En el primer
caso, la razén es un relator (Vasco, 1994), mientras que en el segundo, la razén es un correlator
(Vasco. 1994). Si las cantidades fijas son homogéneas, la razéon x:y es cantidad intensiva
adimensional que se objetiva como un niimero real y expresa cuantas veces esta contenida la
cantidad x en la cantidad y, o simplemente, la medida de la cantidad x cuando se considera la
cantidad y como unidad de medida. Si las cantidades fijas son heterogéneas, la razéon x: yes
una cantidad intensiva con dimensiones y expresa la relativizacion de la cantidad x por cada
unidad de la cantidad y (normalizacién de x sobre y). Si la razon objetiva la relacion entre dos
familias de cantidades, es una cantidad intensiva (correlator intensivo) que permite establecer
una correspondencia uno a uno entre elementos de ambas familias, y define una
proporcionalidad directa entre ellas. La razén se objetiva entonces en la constante de
proporcionalidad la cual sera adimensional si el correlator intensivo se define entre familias de
cantidades de la misma naturaleza o tendra dimensiones en caso que las familias sean de

diferente naturaleza.

La razon como operador/transformador. Ademas de la funcién de la razén en la doble situacion
relacional anterior, distinguimos otro tipo de funcion que se presenta cuando dadas una
cantidad y la razén de esta cantidad con otra cantidad desconocida, entonces la razoén se aplica
como operador sobre la cantidad conocida para calcular la cantidad desconocida. Si la
cantidad inicial y final son homogéneas, la razén o expresa un operador escalar (factor de
ampliacion-reduccion) que, aplicado sobre una de las dos cantidades, produce la otra cantidad.
Si cantidad inicial y final son heterogéneas, entonces la razén es un transformador que aplicado
sobre una de las cantidades, la transforma en la otra con la que se correlaciona. La razén como
transformador es de especial interés en el caso de la comparacion entre familias de cantidades
que se correlacionan linealmente, en donde la razén es un transformador lineal que aplicado

sobre cualquier cantidad de una de las familias produce la cantidad correspondiente en la otra
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familia.
Géneros de situacion

La tipologia que se presenta a continuacion toma como base tanto la naturaleza de las
cantidades involucradas en la situacién, como la naturaleza de las relaciones que se pueden
establecer entre dichas cantidades y las acciones que se despliegan sobre ellas. De esta forma
se fija la atencion en los aspectos estructurales de las situaciones, y no en las acciones que se
pueden realizar sobre las cantidades, las cuales quedan descritas por las funciones de la razon

como relator, operador, correlator o transformador.

Situaciones de relacion parte-todo. Son aquellas en las que dos cantidades de un mismo sistema de
cantidades se comparan entre si a través de su cociente para determinar la medida relativa de
una con respecto a la otra (la razon como relator). La razén es entonces una cantidad numérica
que expresa o bien la relacion de multiplicidad de la mayor con respecto a la menor, o bien la
relacion de qué parte es la menor de la mayor. En general esta cantidad numérica se expresa a
través de un numero real. Si las cantidades son conmensurables, la razén es un nimero

racional, y se puede encontrar a partir de uno de los dos procedimientos siguientes:

Caso I: Siy mide a x, entonces existe n € N tal que x=#n-y < yzl-x
n

Caso 2: Si y no mide a x, entonces existe otra cantidad ¢, tal que: xt=n-c Ay =m-c, de donde

1 m
se deduce que y=—-r+—x++—r=—
n n n n

v

m—uveces

Estos dos casos tienen un valor pedagogico especial pues cuando la razén es expresada a
través de la notacion fraccionaria, el primero define la fraccion unitaria a partir de la relacion
ser multiplo de..., mientras que el segundo permite ver la fraccion no unitaria como una
repeticion de fracciones unitarias. De esta manera la fraccion emerge de la accion de medir, y

de la razén que expresa esta medicion.

Situaciones de concentracion. Se trata de situaciones en las que un cierto fenémeno es analizado
de tal forma que con respecto a una determinada atribucion de cantidad se comparan las
cantidades que representan el todo y las partes, o las partes entre si. Es decir, dado un
fenédmeno y un sistema de cantidades A que cuantifica un cierto atributo de este fendmeno,
entonces existe una cierta cantidad w € A que cuantifica el fendbmeno como un todo, y otras

cantidades w,, w,,w;,...,w, (todas ellas en el sistema A) las cuales cuantifican el mismo

atributo en las partes que componen el todo, y estas cantidades son tales que
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w=w,Uw,Uw,U...Uw, y por lo tanto, para cualquier cantidad w, (con i =1, 2, 3,...,n),

w . . .
. =@ expresa la normalizacién de la cantidad de la parte con respecto al todo (de manera

similar si lo que se comparan son dos partes entre si). La comparacion entre parejas de estas

cantidades son también relaciones parte-todo (o en su defecto, relaciones parte-parte) y la
razén a. cumple una funcién como relator. Pero cuando se da la razén o y bien la cantidad w

o la cantidad w; para hallar la otra, la razén cumple su funcién como operador.

Si en una concentracion determinada, el todo cambia, entonces las partes que lo componen

cambian proporcionalmente al cambio en el todo de tal forma que la razén o entre cantidades

W y W, permanece constante. La conservacion proporcional de la relacion entre las partes y
el todo permite definir una proporcionalidad directa entre la serie de cantidades que puede
tomar el todo en su variacion, y la serie de variaciones que puede tomar cualquiera de las

partes a medida que el todo va tomando sus valores respectivos. Dicho de otra forma, si « es

la concentracion de una cantidad w, sobre otra cantidad w, y si X (conjunto de valores del
todo en el proceso de variacién) e Y (conjunto de valores de la parte en el proceso de

variacién) son dos familias de cantidades entonces existe una funciéon f: X —7" tal que

f(x) =y=«a-x. La razén a es entonces un correlator intensivo adimensional en relacién al

proceso de variacion descrito por la funcion f.

Situaciones de densidad de distribucién. Para un fenomeno dado, se tienen dos sistemas de
cantidades distintos (describiendo cada uno una atribucién de cantidad sobre el fenémeno),
para los cuales, las cantidades de uno de los sistemas se distribuyen uniformemente sobre
cantidades del otro sistema. Esto es, dadas dos cantidades cualesquierax €A,y € B (con Ay B
dos sistemas de cantidades heterogéneos), una de las cuales se supone con una distribucion
homogénea sobre la otra, entonces existe un nimero o € Q que es la razén de x a y que
cuantifica la forma de tal distribucion, es decir, normaliza la cantidad x por cada unidad de la

cantidad y. Asi, en primera instancia se tiene que la razén cumple una funcién como relator:

dada la pareja (x, y) la razédn . expresa la ley de distribucion uniforme de la cantidad x
Y

sobre la cantidad y, y por lo tanto a expresa, cuantas unidades de x hay por cada unidad de y.
La razon a relator intensivo dimensional. Por supuesto, cuando la situacion indaga por una de
las cantidades, conocidas la razén de distribucion a y la otra cantidad, entonces la razén

cumple una funcién como operador.

La razéon puede también cumplir una funcién de correlator, pues bajo el supuesto de que la
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densidad de distribucion a de cantidades x sobre las cantidades y B es uniforme, entonces la

razén o permite definir dos subconjuntos A'y B' en A y B respectivamente, tales que para cada

! . ! X . .7
valor z; € A’ existe un valor y, € B con “L=qa , esto es, existe una funcion f: B'— A’
Ji

tal que para cada y,€B 3 red y f(%)le':ax)’z- Bajo dicha funcion de

distribucion, se puede definir una proporcionalidad directa entre A y B, en donde la razén a es
la constante de proporcionalidad. Dado el caracter ideal de la homogeneidad de la distribucion
que supone dicha constancia de la razon, ésta debe ser considerada como una cantidad

intensiva sobre los sistemas A y B. La razén a es un transformador lineal.

Situaciones de tasa o rata. En este caso, las situaciones comparan dos cantidadesa € Ay b € B
. . . , a

(por lo general dos sistemas de cantidades heterogéneos), en los cuales la razén o = n

expresa una condicion de eficiencia de un determinado proceso o fenémeno (por ejemplo, el
rendimiento de un deportista, la eficacia de un trabajo, las indicadores estadisticos del
comportamiento de un determinado fenémeno como la mortalidad infantil, etc.). Por tratarse
de la determinacion de la eficiencia de algo o alguien, implica que, sobre ese fendmeno
estudiado, se establecen una serie de mediciones de estados posibles del evento, en
circunstancias espacio-temporales especificas, y la razén establece una especie de
comportamiento ideal que homogeniza el fendbmeno como si se diera siempre de manera
idéntica a través del tiempo y del espacio. Como en el caso anterior, la razén puede cumplir

con las funciones ya descritas; como relator/operador, o correlator/transformador.

Situaciones de medida. Es el caso en el que dado un sistema de cantidades M, en el cual se elige
una cantidad u como unidad de medida (todas las demas cantidades en M se comparan con

respecto a la cantidad u), y un sistema de cantidades Q (por lo general los nimeros reales),
entonces se puede definir una funcion J,:uxM —Q con 0, (u) =keQysivmeM A pe

Q p=2, entonces &,(m)=35,(pu)=pS,(u)=pk=a.Estafuncién es llamada la funcion
u

medida de M sobre Q, y & = p- es definida como la medida de la cantidad m.

La funcion medida define un isomorfismo entre los sistema de cantidades M y Q, o al menos

sobre subconjuntos de éstos, lo cual permite una extension de las propiedades de la aritmética

al tratamiento de las cantidades no numéricas. En particular cuando el sistema M es una

magnitud, este isomorfismo permite que en vez de comparar las cantidades de magnitud entre

si (como se hacia en la antigliedad griega), se comparan sus medidas, y cualquier relacién entre

las medidas, sea afirmada sobre las cantidades de magnitud.
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Para terminar, si k = |, entonces la funcién O, es la medida usual, o medida real. Si k = 100, la

funcién J, define entonces lo que usualmente llamamos porcentajes.
Conclusiones

Tres principios estan entonces en la base de lo descrito. El primer principio implica una mirada
a la razén como una forma de cuantificacion de la relacién por cociente entre dos cantidades,
y no como un cociente entre dos numeros, y a la proporcionalidad como una forma de poner
en correspondencia biunivoca dos familias de cantidades a partir de identificar una propiedad
invariante a todas la parejas de cantidades correspondientes: conservar la misma relacion por
cociente. La proporcion se comprende entonces como una forma proposicional binaria o
diadica que permite poner en relacion dos razones. El segundo tiene que ver con el andlisis de
la funcion que cumple la razén en relacion a las cantidades involucradas en la situacién. Se
identificaron cuatro funciones basicas: la razéon como relator, como operador, como
correlator, o como transformador, segun si la situacion compara dos cantidades o dos familias
de cantidades. Estas funciones no son estaticas, sino que, en una situacion dada, la funcion de la
razéon cambia continuamente de una funcion a otra segun el tipo de problemas que se vayan
presentando en la situacion. El tercero, es la tipologia de las situaciones RPP, separando los
aspectos matematicos relativos a tales objetos de conocimiento de los relativos a la estructura
de la situacion: tipos de cantidades y formas de relacion entre tales cantidades. A estos tipos
de situaciones RPP se le asocian las familias de actividad que caracterizan los procedimientos
tipicos a partir de los cuales los individuos enfrentan y solucionan los problemas relativos a las

situaciones RPP.
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