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Resumen. EI trabajo que se presenta se refiere a la problematica de construir el concepto de ‘procesos
estocasticos’ a partir de conocimientos basicos de probabilidad en el contexto de una clase dirigida a
estudiantes universitarios de segundo afio de distintas carreras de grado de ingenieria que cursan la materia
Probabilidad y Estadistica. Se intenta dar una respuesta al problema planteado desde la perspectiva de la
Educacion Matematica como Ciencia de Disefio poniendo en juego las fases de la Ingenieria Didactica. Se
propone la idea de generar la distribucion de Poisson no simplemente como una aproximacion a la
distribucion Binomial, sino directamente a partir de un modelo simple de comportamiento estocastico que se
refiere a sucesos distribuidos al azar en el tiempo (o en el espacio). Queda abierta en prospectiva la
ampliacion de este material didactico y su evaluacion en el marco del Proyecto de Investigacion sobre disefio,
elaboracion y evaluacion de materiales didacticos para la Matematica Basica Universitaria que genera este
reporte.
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Abstract The work presented refers to the problem of constructing the concept of 'stochastic processes’ from
basic knowledge of probability in the context of a class addressed to second-year university students from
different Engineering degrees who attend the Probability and Statistics subject. We try to give an answer to
the problem from the perspective of Mathematics Education as a Design Science putting at stake the phases of
Didactic Engineering. The idea of creating the Poisson distribution is put forward not simply as an
approximation to the Binomial distribution, but directly from a simple model of stochastic behavior which
refers to events distributed randomly over time (or space). The extension of this teaching material and its
evaluation in the framework of the research project on design, development and evaluation of teaching
materials for the Basic University Mathematics that launches this report will be dealt with in the future.
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Introduccion

El estudio de los Procesos Estocasticos esta ubicado tradicionalmente entre los Ultimos
capitulos a desarrollar en un curso de Estadistica Basica. Requiere que el alumno domine los
conceptos de: probabilidad, variables aleatorias y modelos probabilisticos, entre otros, asi

como también las herramientas de analisis matematico multivariado.

El planteo que nos hacemos, a modo de problema, es: ;como introducir un tema complejo de
Estadistica Matematica en un curso de Estadistica Aplicada para estudiantes de segundo ano de
Ingenieria de distintas especialidades? ;Cémo impacta esta forma de abordaje del tema como

elemento motivador para la prosecucion del estudio de procesos estocasticos complejos?
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Al respecto, en las diferentes carreras de Ingenieria, como en una multitud de otros campos
disciplinarios, tiene interés el estudio de fenébmenos en los que una o mas caracteristicas

aleatorias fluctian a lo largo del tiempo.

El analisis de este tipo de fendmenos aleatorios requiere de modelos estocasticos especificos
debido a la existencia de relaciones temporales que ligan los valores de una variable en el
instante t con sus valores pasados, asi como, en su caso, con los valores pasados o actuales de

otras variables.

Nuestra propuesta de abordaje del tema intenta dar una respuesta al problema planteado
desde la perspectiva de la Educacion Matematica como Ciencia de Diseno. (Wittman, 1995),

con la concepcién metodolégica de la Ingenieria Didactica (Artigue, 1995).
Marco teodrico
La educacidon matematica como ciencia de disefio

Con relaciéon a los materiales didacticos, Wittman propone que los materiales desarrollados
por educadores matematicos deben ser construidos tanto como el conocimiento y facilitar
una aproximacion interactiva al mismo. En particular los materiales desarrollados deben
proveer a docentes y estudiantes, libertad para hacer elecciones por si mismos. En la realidad,
la calidad de esas construcciones depende de la fantasia constructiva de base, del ingenio de los

disenadores y de la evaluacion sistematica, topicos de la ciencia de disefio. (Wittman, 1995)

Este autor propone "experimentos clinicos de ensefanza" en los que los materiales didacticos
no sélo son instrumentos, sino objetivo de estudio. Esto ha llevado a una indagacion sobre las
formas de eleccion y/o desarrollo, que los constituya en herramientas cognitivas, sobre todo
en los cursos masivos donde tiene lugar la ensefanza basica y donde la formacion en un

aprendizaje autdbnomo es indispensable.

La necesidad de modelos de analisis del material curricular, que oriente la investigacion, hay
que entenderla en la triple dimension de, elaboracién, seleccion y uso de materiales

curriculares (Wittman, 1995)
Objetivos

% Aportar una forma de ingresar al estudio de los Procesos Estocasticos aplicando los

pasos de la Ingenieria Didactica

+» Disefar un material curricular adecuado
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Metodologia
La Ingenieria Didactica como metodologia de investigacion

La nocién de Ingenieria Didactica surgié en la didactica de las matematicas a
comienzos de los anos ochenta. Se denominé con este término a una forma de
trabajo didactico equiparable con el trabajo del ingeniero quien, para realizar un
proyecto determinado, se basa en los conocimientos cientificos de su dominio y
acepta someterse a un control de tipo cientifico. Sin embargo, al mismo tiempo,
se encuentra obligado a trabajar con objetos mucho mas complejos que los
objetos depurados de la ciencia y, por lo tanto, tiene que abordar practicamente,
con todos los medios disponibles, problemas de los que la ciencia no quiere o no

puede hacerse cargo” (Artigue, 1995, p.33).

En la concepcion de la Ingenieria Didactica, la Didactica de la Matematica amplia su
problematica incluyendo “el conocimiento matematico” entre sus objetivos de estudio y “el

proceso de adquisicion” de ese conocimiento, como objeto primario de la investigacion.

Una caracteristica importante es su consideracion de los fenomenos de ensenanza -
aprendizaje bajo el enfoque sistémico. Chevallard (1998) describe el "sistema didactico" en
sentido estricto, formado esencialmente por tres subsistemas: "profesor”, "alumno" y "saber a
ensefar". Artigue describe, esquematicamente, tres aproximaciones principales a estos objetos

de estudio, complementarias entre si y parcialmente articuladas:

% Una aproximaciéon "cognitiva" que se ha desarrollado alrededor de los trabajos de

Vergnaud en el area de la teoria de los campos conceptuales.

% Una aproximacion a través de los "saberes" que se han desarrollado alrededor de los
trabajos de Chevallard (1998) en el area de la teoria de la transposicion didactica, en
un principio, antes de extenderse a una aproximacion antropologica mas global del

campo didactico.

% Una aproximacion a través de las "situaciones" que es finalmente la que ha tenido, sin
duda, la influencia mas determinante y cuyo padre fundador es G. Brousseau. (Artigue,

1995)

Artigue realiza la descripcion de la metodologia de la Ingenieria Didactica por medio de una

distincion temporal de su proceso experimental. Delimita este proceso en cuatro fases:

7

s Lafase |, referida a los analisis preliminares, esta basada no soélo en un “cuadro teérico

didactico general” y en los “conocimientos didacticos previamente adquiridos en el
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campo de estudio” sino también en ciertos andlisis que hacen al contexto y refieren a
los objetivos especificos de la investigacion. Entre los mas frecuentes figuran: analisis
epistemoldgico de los contenidos contemplados en la ensehanza, la ensefanza
tradicional y sus efectos, las concepciones, dificultades y obstaculos de los estudiantes
en su evolucion, el campo de restricciones donde se va a situar la “realizacién

didactica” efectiva.

¢ La fase 2 de “concepcion y andlisis a priori de las situaciones didacticas de la ingenieria”
se trata de las decisiones del investigador de actuar sobre un cierto nimero de
[ . ” . . .r

variables de comando” que considera pertinentes con relacion al problema en
estudio. Refiere a las “selecciones principales” ligadas en su mayoria con el contenido,
las “selecciones locales” ligadas a la descripcidon del proceso de ensenanza presentadas
conforme a la teoria de las “situaciones didacticas” (Brousseau, 1981). El objetivo del
analisis a priori es determinar en qué las selecciones hechas permiten controlar los

comportamientos de los estudiantes y su significado.

% La fase 3 de “experimentacion”, refiere a la puesta en juego de la concepcion y andlisis
a priori y a la obtencién de datos provenientes de las observaciones realizadas de las
secuencias de ensenanza, las producciones de los estudiantes en clase o fuera de ella.
Frecuentemente estos datos se completan con “metodologias externas” como por

ejemplo cuestionarios, entrevistas.

¢ La fase 4 de “andlisis a posteriori y evaluacion” se refiere a la validacion de las hipotesis
de investigacion formuladas a través de la confrontacion que se lleva a cabo entre el

|u

“analisis a priori” y el “andlisis a posteriori” de los datos recabados en la fase de

experimentacién (Artigue, 1995).
Los andlisis preliminares. La concepcién y los andlisis previos

Los objetivos de esta presentacion hacen a la ensenanza de un contenido especifico en un
contexto determinado, sin perder de vista que si bien se ha restringido a un tema de
Estadistica Basica, subyace en ella la caracteristica de la Matematica, como ciencia, de
proporcionar formas de pensamiento que permiten extenderse y abordar otros temas. El éxito
en la comprensién de un tema es el primer paso para la aprension de otros conceptos. Es por
esto que intentar aproximar respuestas a los interrogantes planteados al inicio de este trabajo,
no es un mero problema de organizar contenidos con algun criterio, sino que se trata de
“alcanzar una vision estructural del aprendizaje y analizar la significatividad del mismo desde
una posicion critico-transformadora” (Sanjurjo, Aebli, Colussi, 1995). El analisis del desarrollo

del trabajo aulico tiene su fundamento en el aporte de las llamadas “nuevas teorias” sobre la
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construccion del conocimiento en el marco de una Didactica Operativa (Sanjurjo, Aebli,

Colussi, 1995).

Si bien en este momento nos focalizamos en las dos primeras fases de la Ingenieria Didactica la

visualizacion completa de la metodologia se sintetiza en el siguiente diagrama

La construccion del concepto de procesos
estocasticos en el marco de la Ingenieria Didactica

‘ ‘IAT\TALISIS PRELIMINARES ‘ ‘

strihL el i Analisis Matematico
. ) Distribucionesde Distribucion de Poisson o
Variables Aleatorias Como limite de la Binomial Multivariado

Probabilidad Calculo Diferencial

FAMILIAS DE VARIABLES ALEATORIAS QUE FLUCTUAN EN EL TIEMPO

J

PROCESOS ESTOCASTICOS
I

Proceso de Poisson
Condiciones que debe cumplir el proceso

1

La distribucion de Poisson a partir de un proceso estocastico

l

ANALISIS A POSTERIORI

La decision es plantear el tema a partir del desarrollo del Proceso de Poisson vinculado al

concepto de Proceso Estocastico a partir de problemas disparadores, por ejemplo:

Se estd estudiando un muelle de carga y descarga de camiones (sistema) para determinar la
dimensién éptima de una brigada. El muelle tiene espacio sélo para un camién. La llegada de
los camiones es aleatoria y las salidas también. El tiempo de servicio es una variable aleatoria
que corresponde al tiempo entre dos salidas sucesivas. En este caso el estado del sistema es

‘ocupado’ o0 ‘no ocupado’
La resolucion de este problema comprende dos etapas distintas:
) La busqueda de una ley de probabilidad del sistema
2) La busqueda o investigacion del 6ptimo econémico

Como vemos estos sistema pueden tomar varios ‘estados’ y las duraciones de estos estados es
aleatoria. Para describir matematicamente el sistema hay que determinar estas leyes de

probabilidad.
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El tema de la busqueda del éptimo econémico no nos ocupara en este momento.
Se hace necesario introducir la nocién de “Proceso estocastico”.
Proceso Estocdstico

Hemos estudiado  funciones de probabilidad de una variable aleatoria, funciones de
probabilidad de dos variables aleatorias (Regresion y Correlacion), generalizando podemos

pensar en funciones de probabilidad de n variables aleatorias.

Pensemos ahora que una secuencia: X, Xp------- de variables aleatorias puede también ser
tratada como una ‘familia de variables aleatorias’ X y sus realizaciones son las secuencias
(X1,%2...). Cuando esta familia de variables aleatorias fluctia en el tiempo (sus realizaciones son
funciones de una variable real t) constituyen los llamados procesos estocasticos. Asi por
ejemplo:

®,

% El nimero de llamadas telefénicas que llegan a un conmutador durante el intervalo de
tiempo (0,t), para un t fijado es una variable aleatoria, pero el nimero de llamadas
considerado como una funciéon de t, esto es como una funcion de la variable t donde t

toma valores en un intervalo, es una funcion aleatoria.
En general simbolizamos un proceso estocastico con: {X;,te I};/ c R

Observacion: Habitualmente el parametro t es interpretado cono tiempo, pero puede ser

también longitud, superficie, etc.

En este momento nos limitaremos al proceso de Poisson.
Proceso de Poisson.

Condiciones que debe cumplir el proceso.

Primera condicién: debe ser un proceso estocastico a incrementos independientes, es decir que
los sucesos estan distribuidos individualmente al azar sobre el intervalo t. En el proceso
poissoniano cada aparicion es una senal o punto (proceso a sehales) cada vez que aparece un
valor de X; es una sefal o punto del eje t. Quiere decir que el niUmero de senales en intervalos

de tiempo disjuntos deben ser variables aleatorias independientes.

Segunda condicién: que el proceso estocastico sea a incrementos homogéneos es decir que las
senales o puntos estan distribuidos colectivamente al azar. Con ello queremos expresar, que la
probabilidad de que se presente un nimero determinado de senales va a ser la misma, para

intervalos de tiempo de igual longitud.
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Tercera condicion: debe asegurarse que los suceso (senales) se presenten en forma repentina
6 instantanea en intervalos cortos de tiempo pero siempre en forma individual o sea no

formando pares o grupos. Esto lo expresamos con dos subcondiciones:

a) Vamos a exigir que la probabilidad de tener una sefal en el intervalo pequefio de

tiempo de longitud t sea directamente proporcional a la longitud del intervalo.

b) La probabilidad de tener mas de una sefal durante el intervalo de tiempo t es g(t) (es

decir tiende a cero cuando  — 0 )

Sea un proceso estocastico definido por {X,;OSZSOO}. Si este proceso verifica las

condiciones: primera, segunda y tercera (a y b) y ademas se cumple que P(X, =0)=1 (es
decir la probabilidad de tener O punto en el intervalo 0 es |) este proceso es un proceso
homogéneo discreto de Poisson y responde a la siguiente funcion de probabilidad:

e*/it (ﬂ,t)l (l = 0,1,2...)

Demostracién: La probabilidad de tener i puntos en el intervalo de tiempo ampliado (t+At), se
puede pensar, por ser un proceso a incrementos homogéneos e independientes (es decir

cumpliéndose las condiciones primera y segunda) de la siguiente forma:

By(t+ A1) = R (1).F, (Ar)

P(t+Af) = P(£).P,(A0) + P_ (1).R(A) + P_, (£).P,(A) + oo +P,(1).P(Af) =
= Zi:PHc ()P, (Ar)

Escribiremos P, (A?) y P,(At) en otraforma P, (At) = AAt + &(At)

Pr (tener més de una sefial en A?)=1- P, (Ar)— B (At) = ZPL (Af) = g(Ar)

k=2

Donde &£(At) es un infinitésimo de orden superior a Af

De donde: P,(Af) =1— P, (Af) — g(Af) = 1— At - [(Ar) + £(A1)]
- —
eNt

Luego Py (A?) =1—AAt — g(Ar)

La demostracion la haremos primero para i =0

P,(t+ At) = P,(£)P,(Ar) = P,(1)[1 - AAt — £(A?)]
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P,(t+ Af) = By(1) = AR (1)At = By (1)(AD)

R(+A)-PR(1) B £(A?)
A =—AF(1) = F, (D). Y

Aplicando limite para Af — 0, tendremos: P, (¢) = —AP, ()

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden, a partir de la cual, resolviéndola obtendremos

nuestra incognita P, (¢) :

RO _ 5 [ B (0 dt=-Afdt = P (1)=-2t+C
Py (1) B (1)

Luego: Pj(0)=e ™" =1 luegoC=0 = P,(t)=e *Veremos qué pasaparai=1,2...

Volviendo a la primera identidad

P(t+Af) = Z P_, ()P, (A1) = P.(0)[1 - AAt + £(A1) |+ P_ (D[AAL + s(AD) |+ &' (A7)

k=0

anteriores:

R+ 0= B0 = 2P0+ 02+ 20 b o

P(6)==AP()+ AP, (1)  (i=1,2..)

Resulta asi un sistema recurrente de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden a

coeficientes constantes.
P()+AP(t)= AP, (1) =0
Para resolver esta ecuacidn diferencial hagamos: P,(¢) = u(¢).v(r) (1)

Donde u(t) y v(t) son dos funciones de t desconocidas, donde una de ellas se elegira en

alguna forma que cumpla una restriccién:
u () v(t)+v () au(t) — Au(t)v(t)— AP_ (1) =0
v[u' + /Iu]+ vu—-AP_ ()=0 (2)

Elegiremos a # de tal forma que u + Au =0
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'

u =—Au

! = [“di=-afar = u=e*
_dl = _MZ 0 u 0
u
Reemplazando en (2)
ve —AP_()=0 L, y
, - (1) - j vidt =2 j P ()" dt
Vv = X«PI«71 (t).elt 0 0

Volviendo a (I)
t
P()=e ™ A[P (eMdt i=12, ...
0

La solucion es de recurrencia, luego trabajandola, tendremos:

t t —At 1
P()=e A B di = A e eHdr =<1 l('ﬂ“’)
0 0 :

—At i
At
Generalizando, llegamos a que: P (¢) =# i=0,2.... SiendoA el nimero
i!

medio de senhales o puntos en el intervalo unidad, que podemos definir también como

intensidad del proceso.
Conclusiones

Entendemos que a través de esta presentacion se responde al primero de los interrogantes
planteados, en lo que hace a la introducciéon en forma sencilla y asequible al alumno de un tema
que, en general, en la bibliografia especifica requiere de un mayor dominio de la Teoria de las

Probabilidades.

Se impone la necesidad de ampliar el material didactico sobre los Procesos Estocasticos e
instrumentar la evaluacion, tanto de los materiales didacticos como de los aprendizajes, con
vista a mejorar la construccion de este concepto, actividades que estan contempladas en los
objetivos del Proyecto de Investigaciéon del que somos parte todos los autores de esta

presentacion.
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