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Resumen. Este reporte da cuenta de un estudio exploratorio de practicas de paso al limite en estudiantes de
primer afio universitario. Investigaciones muestran que los estudiantes no se apropian significativamente de esta
nocion. Entre otros, concurren a esta problematica un obstaculo sociocultural a su aprendizaje; una carencia
de referencias a fendmenos exteriores a la matematica y que el limite organiza; y, divorcio entre la intuicion
y el saber, dificultando la construccion matemitica del infinito. Con base en el desarrollo de actividades, se
explora la puesta en escena de los infinitos potencial y actual, en el calculo del limite matematico.
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Abstract. This research illustrates an exploratory study of pass to the limit practices of freshman university
students. Investigations show that students do not understand this idea properly. Among others, this is a
sociocultural barrier problem; lack of references to external mathematical phenomena so that it allows the
limit to organize; and also the divorce between intuition and knowledge which makes the mathematical
construction of limit a difficult task. Based on the development of activities, it explores the staging of the
infinite potential and actual, in calculating the mathematical limit.
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Introduccion

Es conocido que la ensefianza del calculo constituye uno de os mayores desafios de la
educacion terciaria actual, ya que su aprendizaje trae ligado dificultades relacionadas con un
pensamiento de orden superior. Se debe abordar el desplazamiento de un pensamiento

algebraico a uno analitico, de usar igualdades a usar aproximaciones.

Para Artigue (1995) las dificultades en la ensenanza del calculo provienen de: a) la complejidad
matematica de los objetos basicos del cilculo; b) la conceptualizacion y formalizacion de la
nocion de limite en el nlcleo de su contenido y su tratamiento en la ensefianza; y, c) la ruptura

algebra / calculo, la brecha entre el pensamiento analitico y el algebraico.
Antecedentes

Diferentes autores han desarrollado investigaciones que giran en torno a la problematica de la
ensenanza-aprendizaje del limite matematico. Diaz-Moreno, L. (1999) reporta como obstaculo
sociocultural a su aprendizaje, a la estructura de la representacion cotidiana de limite.
Resultado del cruce de dos ejes categoriales, los ejes de dipolos “evolucion”/“involucion” y
“dentro de las normas”/“fuera de las normas” de connotaciones positivo-negativa
respectivamente. Se establece cuatro mundos posibles a los que el estudiantado asocia la

9

nocion cotidiana de limite. Una mayoria adscribe al mundo de “lo que no puedo hacer” “cuando
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llegamos a una situacion limite (...) ya no puede ser revertida” y por ende se debe “evitar llegar a
ella”. Eluden traspasar un limite que los expone a riesgos vitales, fungiendo esta representacién

como un obstaculo al aprendizaje, requiriéndose un didlogo del aula con ella.

Por su parte, Molfino (2010) alerta que se carece de referencias a fendmenos exteriores a la
matematica y que, el limite organice. Si, desde una perspectiva fenomenoldgica (Freudenthal,
1983), las nociones matematicas emergen en calidad de organizadoras de los fendmenos, este

hecho limita de modo sustantivo disenar la enseianza para su apropiacion.

Para Leston (201 1), existen situaciones a nivel social que requieren de un concepto como el
infinito, en tanto que la escuela deja fuera a las intuiciones que estas propician, obstaculizando
la construccion del infinito matematico en el aula. Tales situaciones han de indagarse para
disenar una ensefanza que evoque en los estudiantes, primeras aproximaciones con el infinito,

para después, llevarlos a la construccién del infinito matematico.
Justificacion

Este reporte de investigacion toma en consideracion los andlisis previos en los rendimientos de
Cilculo Diferencial de los estudiantes de la Universidad Nacional Autonoma de Honduras
(UNAH) durante el afio 2010, especificamente en los contenidos pertinentes al limite. Estos
resultados, provocaron un descontento en los docentes de Ingenieria, porque mas del
cincuenta por ciento de los estudiantes reprobd. Esta situacion causé un desafio en los
docentes, especificamente investigar los procesos de ensefianza y de aprendizajes del calculo,
en particular la problematica que dichos procesos presentan, en lo referente a la construccion

del pensamiento matematico superior.

Las investigaciones que mencionamos en el apartado de antecedentes, nos sirvieron como
punto de partida para analizar el problema del tema en cuestion. Reflexiones en relacion a que
una ensenanza tradicional del limite no favorece el desarrollo de significados acerca de la
comprension del contenido y de su aplicabilidad, puesto que, la misma genera poca
interactividad profesor/estudiantes y estudiantes/estudiantes, que se instala en ese tipo de
ensefanza. La posibilidad de generarse debates en torno a la problematica del limite, se ve

reducida, aspecto que poco contribuye para afianzar los significados asociados a este concepto.

La situacion mencionada en el parrafo anterior, repercute de modo dramatico en las carreras
de Ingenieria, en donde es de suma importancia el manejo comprensivo del limite para su
posterior aplicaciéon en situaciones problemas, propias a su especificidad. En el caso de la
carrera de Ingenieria Agroindustrial, de la UNAH-TEC Danli, no se da una excepcion a los

resultados insatisfactorios. Los estudiantes no son capaces de reproducir de manera
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significativa los conocimientos, supuestamente aprendidos, y en su mayoria no muestran una

apropiacion significativa del concepto de limite.
Objetivos del estudio

Esta investigacion se propone caracterizar estrategias estudiantiles que entran en escena,
cuando se incorpora a los estudiantes a trabajar con situaciones construidas con recursos de
geometria sintética, y que involucran procesos infinitos para propiciar el paso al limite.
Especificamente dar cuenta de los desempenos que presentan los estudiantes al transitar entre
registros particularmente, geométrico, analitico-algebraico y verbal, asi como también detectar
el acercamiento de los estudiantes hacia los infinitos, tanto el potencial como el actual, que les
permita dar el paso al limite en contextos de geometria sintética y haciendo uso del recurso de

la visualizacién.
Marco teodrico

En esta investigacion se utilizaron elementos teoricos de la Teoria de Representaciones Semiéticas
de Duval, una mirada particular para la visualizacién, definicion de infinitos en sus facetas
potencial y actual y la definicion del paso al limite. Para Duval (1999), las representaciones
semidticas, es decir, aquellas producciones constituidas por el empleo de signos (enunciado en
lenguaje natural, formula algebraica, grafico, figura geométrica...) no parecen ser mas que el
medio del cual dispone un individuo para exteriorizar sus representaciones mentales; es decir,
para hacerlas visibles o accesibles a los otros. Las representaciones semidticas estarian, pues,
subordinadas por entero a las representaciones mentales y no cumplirian mas que funciones de

comunicacion.

En este contexto trataremos, en lo posible, de enfocarnos en los desplazamientos entre los
registros que realizan los estudiantes, al trabajar el paso al limite en contextos de geometria
sintética. Lo anterior implica realizar una caracterizacion de las textualidades de los jovenes al

enfrentarse en actividades que involucran el paso al limite y en los procesos infinitos.

Con respecto a visualizacion, se entendera en el sentido de representaciones geométricas o
graficas que requieren de un proceso personal de cada individuo, y que pueda poner de
manifiesto la representacion de un determinado objeto y operar sobre ese objeto. Esto incluye

representar, transformar, documentar Yy argumentar.

En lo referente al infinito potencial, se comprendera como aquel que esta fundamentado a la
reiteracion de un proceso que nunca termina. El infinito actual de esta investigacion se

fundamenta en algunas ideas de Costa y Otto (2005), que tratan al infinito actual como si
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fuese un elemento que surge al dar el paso al limite. En este sentido, el infinito da cuenta de la

llegada, cuando se abstrae el total de elementos de un proceso indefinido.

En base a los elementos tedricos sefalados y los aportes realizados por Diaz (2009), respecto
de como interpretan el método de exhaucion los matematicos modernos, se propone una
secuencia de actividades que involucran diversos aspectos subyacentes en el paso al limite, con
las cuales se busca que el estudiantado pueda acercarse al concepto en mencién, de una
manera mas significativa, centrando el trabajo en el estudiante y en su desempeno, ante
situaciones problemas que le permitan afrontar desafios y quiebres cognitivos. Estas se
orientaron a construir significados para la operacion de paso al limite. Su secuencia presenta al
estudiantado un itinerario para configurar una red de significados, haciendo concurrir distintos
registros y propiciando la puesta en escena de las nociones de infinito potencial e infinito

actual, subyacentes al paso al limite.
Metodologia

Este estudio responde a una investigacion-accion, con el objeto de reflexionar y mejorar un
modo de proceder didactico. Propone una secuencia de actividades matematicas que
promuevan el aprendizaje significativo del paso al limite entre estudiantes que se inician en el

estudio del Calculo.

El estudio, entonces, reporta un primer ciclo de investigacidn-accion, segin una espiral
autorreflexiva, que incluye la planificacion de las actividades, su puesta en escena del aula, el
registro de las elaboraciones estudiantiles y la reflexion con base en sus producciones. Con las
cuales se pretende lograr el perfeccionamiento docente en la accion y la mejora de los
aprendizajes estudiantiles, asi como una propuesta didactica validada internamente que se

orienta al aprendizaje significativo del paso al limite.

La ensefanza inici6 con la exploracion de conocimientos previos de los estudiantes, punto de
partida al disefo de las actividades. Estas se orientaron a construir significados para la
operacion de paso al limite. Su secuencia presenta al estudiantado un itinerario para configurar
una red de significados, haciendo concurrir distintos registros y propiciando la puesta en

escena de las nociones de infinito potencial e infinito actual, subyacentes en el paso al limite.

Se aplicé un diagnoéstico a 30 estudiantes de Ingenieria agroindustrial del segundo semestre de
201 1. A continuacion se reforzaron temas concurrentes y previos al limite matematico:
nociones de algebra, trigonometria, funciones, intervalos reales, modelacion. Enseguida los
estudiantes desarrollaron una secuencia de nueve actividades, culminando su desarrollo 23 de

ellos. Se destinaron 120 minutos a cada actividad durante cinco semanas.
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Diseino de la enseilianza

La ensenanza se realizé en dos fases, la primera que consistié6 en el diseho de prueba
diagnéstica. Para ello se realizé una seleccion de preguntas cuyas respuestas permitiesen
establecer el dominio de temas concurrentes y previos al paso al limite matematico y la
segunda fase que consisti6 en el disefio de las actividades. Con base a reactivos de
investigacion de Sierpinska (1985), tesis de maestria acerca de sucesiones, entre otros) y
libros de texto de calculo, se elaboraron 9 actividades. Las actividades se dividieron en tres
subgrupos, los cuales se presentan a continuacion en la tabla |, junto a sus correspondientes

propositos.

Subgrupo Propositos

De la actividad uno a la cinco. Se les | Que los estudiantes pudiesen detectar la puesta en
proporciona reactivos en el registro | escena de los infinitos tanto potencial y actual
geométrico, en donde se les solicita | involucrados y que logren dar el paso al limite.
diferentes resultados tales como: | Conocer las diferentes estrategias de resolucién, que
longitudes, areas de figuras. utilizan los estudiantes al enfrentarse a sumas infinitas,
y como utilizan la visualizaciéon, en el proceso
resolucion del problema, al transitar entre diferentes
registros de representacion. En particular el
geomeétrico, algebraico-analitico y el verbal.

Actividad seis y siete. Se les solicita a los | Que los estudiantes puedan reconocer cuando “se da
estudiantes que establezcan si la | paso al limite y cuando no”.

situacion puede o no dar paso al limite | Conocer las diferentes estrategias de resolucién, por
y que expresen su justificacion al parte de los estudiantes y la visualizacion que
respecto. emplean, y el uso y transito entre los diferentes
registros de representacion.

Actividad ocho y nueve. Se les | Analizar el desempefio de los estudiantes cuando se
proporcionan situaciones que | enfrenten a diferentes situaciones donde estén
involucran procesos infinitos con el | involucrados las nociones de infinitos.

desafio de resolver la relacién existente | Conocer las estrategias de resolucion de la situacion

entre ciertas magnitudes tales como | problema, y los argumentos de resolucién.
distancia, velocidad y tiempo, bajo
ciertas condiciones especificas.

Tabla I: Contrastes entre subgrupo de actividades y propdsitos de las mismas.
Resultados

De manera particular se presentan los resultados de un grupo para la actividad uno. Esta
actividad consistio en unir los puntos medios de los lados de un cuadrado de lado L, se obtiene
otro cuadrado, en el que volvemos a hacer la misma operacion, y asi se continua
indefinidamente. Los objetivos de la actividad incluyen procesos de identificacion de infinitos

tanto potencial y actual, la suma de las areas de los infinitos cuadrados construidos y la
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identificacién de que si la secuencia obtenida en relacion a las areas, les proporcionaba un

resultado al sumar las mismas. Concretamente la figura |, nos ilustra la actividad nimero uno.

Figura I: N cuadrados inscritos.

El grupo uno, integrado por cuatro personas, se aboca a la tarea de calcular la suma de las areas

de los infinitos cuadrados, pasando por dos momentos, sefalados por a) y b).

a) Efectuar el cdlculo del drea de los cuatro cuadrados que vienen dibujados en la figura que se les
presenta. Lo realizan mediante tratamiento en el registro algebraico para poder calcular lados y
areas de los respectivos cuadrados, en articulacion con la representacion geométrica del
enunciado. Es decir, desde el punto de vista de la visualizacion, los estudiantes son capaces de

“reflejar informacion visual”.

Para lo anterior, a excepcion del lado del cuadrado mayor que ya tiene asignada una variable
(L), asignan una letra para el lado de cada cuadrado inscrito de la figura (C, m y S
respectivamente). Ademas, exponen para cada caso el calculo de los respectivos lados y areas

de cada uno de estos cuadrados inscritos, en términos de L, como se muestra en la tabla 2.

Cuadrado Lado Area
Cuadrado mayor L LE

. N V2 1.
Primer cuadrado inscrito = —L E_lu_..-.'
N 1l 1.

Segundo cuadrado inscrito m===L —Lf

7 I
Tercer cuadrado inscrito 5= ? ﬁLz

Tabla 2: Elementos de la actividad

La articulacion del registro algebraico (donde efectiian el tratamiento para el clculo de estos
lados y areas) con la representacion geométrica se aprecia cuando calculan - via Teorema de
Pitagoras - los lados (C, m y S respectivamente), que si bien es cierto, corresponden a cada
lado del respectivo cuadrado inscrito, al mismo tiempo, corresponden a la hipotenusa de los
triangulos que se forman al unir los puntos medios de los cuadrados circunscritos que generan

a los inscritos.
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b) Identificar a las dreas resultantes de los cuatros cuadrados como partes de una serie geométrica
convergente. Aqui, el registro geométrico pierde relevancia como referente para la tarea de
calcular la suma infinita. Los estudiantes reconocen la razén de la serie (r = '2) y efecttan su

calculo mediante la férmula usual que se utiliza para ello.

En sintesis, para la construccion de la serie geométrica a la cual le calculan la suma, este grupo
utilizé como principal recurso de trabajo, el registro algebraico en articulacion con el registro
geométrico, actuando en ese proceso como elemento conector, el teorema de Pitagoras (lado

del cuadrado inscrito con un doble rol, de lado e hipotenusa).

Por otro lado, este grupo no logra concretar el paso al limite. Reflexionan que se pueden
construir muchos cuadrados pero que no se va a llegar a tener un Ultimo cuadrado,
sosteniendo la imposibilidad de esto, en el hecho de que tal cuadrado no podria tener lado
cero. En esta ultima afirmacion esta implicita la idea de “tendencia a un valor” sin llegar a serlo,

lo cual obstaculiza el paso al limite.
Conclusiones

En particular, el trabajo se propuso trazar un itinerario en los estudiantes, en las tareas de
configuracion del infinito, como proceso implicito en el paso al limite en contextos de
geometria sintética, en particular de la series como herramienta de céalculo de sumas que
fueron referidas en la actividades de este reporte. En ese sentido, el reporte presenta algunas
conclusiones que los estudiantes presentaron en sus producciones, en relacion a los infinitos

en sus dos facetas, en relacion a los registros utilizados y en relacion al paso al limite.

Con respecto al infinito potencial, se distingue entre las estrategias estudiantiles varias formas

de dar cuenta de su uso, haciéndose esto visible via variados registros.

En el registro algebraico y también numérico, mediante “puntos suspensivos”. En el registro de

2

lenguaje natural via afirmaciones del estilo: el drea de cada circulo es (...) el area del anterior”, “asi

sucesivamente”, “dividir los triangulos indefinidamente”. En el registro geométrico, dibujando mas

figuras de las que se proporcionan en la figura que se explicita en la situacion problema.

En el registro algebraico y también numérico, explicitando mas expresiones algebraicas o
calculos numéricos, para figuras que no aparecen “dibujadas” en la original. En algunos casos,
incorporan estas expresiones o calculos sin necesidad de explicitar la figura a la cual debiese
corresponder. En ese sentido, asumen que las figuras se siguen generando y que las
determinadas expresiones o calculos corresponden a aquellas. Se ayudan en algunas ocasiones
para elucidar lo anterior, con comentarios expresados evidentemente, mediante registro de

lenguaje natural.
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Con respecto al infinito actual son muy incipientes los indicios encontrados en las
producciones estudiantiles, quizas por la doble faceta de ver el infinito desde las dos

perspectivas (Tall, 1980; Tall, 1992 y Hitt, 2003).

Con respecto al paso al limite, los estudiantes se quedan con la perspectiva de acercamiento y
no dan el paso al mismo, probablemente por los miedos que menciona Diaz-Moreno, (1999)
donde se manifiesta un problema sociocultural, de pasar el limite, porque les causa temor o

inseguridad.

En las actividades de la investigacion se exhibieron diferentes argumentos para la resoluciéon de
cada actividad propuesta. En los desplazamientos entre registros algebraico y geométrico
evidenciaron su articulaciéon. En las actividades desarrolladas los grupos obtuvieron respuestas

analogas, a pesar de la diversidad de estrategias utilizadas.

En suma, los estudiantes siguieron una ruta para el paso al limite, con base en la articulacion de

los registros geométrico y algebraico, y, la puesta en escena de los infinitos actual y potencial.
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