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Resumen. Con el objetivo de tener un marco de referencia para analizar las dificultades para desarrollar el
pensamiento variacional en profesores de bachillerato, en este trabajo presentamos los resultados de una
caracterizacion realizada al Pensamiento y Llenguaje Variacional (Pylvar), enfocandonos en aquellas
caracteristicas propias de este pensamiento y la forma en que se desarrolla. Para ello nos apoyamos en la
teoria Socioepistemologica, y realizamos un andlisis documental de diversos trabajos inscritos en el Pylvar. Los
resultados muestran que para desarrollar el pensamiento variacional es necesario el uso sistematico de los
elementos del Pylvar, y enfocarse en los procesos de cambio involucrados.
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Abstract. In order to have a framework to analyze the difficulties to development variational thinking in high
school teachers, we present the results of a characterization to Thought and Language Variational, focusing on
those characteristics of this thinking and how it develops. We rely on the theory socioepistomological, and
perform a documentary analysis of several studies framed in the Pylvar. The results show that the development
of variational thinking requires the systematic use of the Pylvar elements, and focus on the processes of
change involved.
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Introduccion

Este trabajo forma parte de un proyecto de investigacion que tiene como objetivo identificar
las causas que originan las dificultades en profesores de bachillerato para desarrollar un
pensamiento variacional, para lo cual consideramos importante entender qué es, en qué
consiste, y como se desarrolla el pensamiento variacional para tener un marco de referencia
que nos permita analizar y comprender la naturaleza de esas dificultades. Con esto en mente,
en el presente escrito reportamos los resultados de una caracterizacion realizada a la linea de
investigacion Pensamiento y Lenguaje Variacional (Pylvar), que nos permitié precisamente
establecer ese marco de referencia, identificando aquellas caracteristicas propias de un

pensamiento variacional y la forma en que se desarrolla.

El Pylvar es tanto una linea de investigacion como una forma de pensamiento, que se
caracteriza por proponer el estudio de situaciones y fenédmenos en los que se ve involucrado
el cambio, y donde la necesidad de predecir estados futuros motiva el estudio y analisis de la
variacion. Las situaciones donde se pone en juego el Pylvar permiten significar los
conocimientos matematicos mas alld de la sola manipulacion simbdlica, por medio de ideas
variacionales que dieron vida y desarrollaron esos conocimientos. Por tanto, las ideas de

cambio y variacion son fundamentales en el Pylvar, pues representa la base en la cual se
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sostiene y cuyo estudio permite resignificar los concomimientos matematicos propios del
cédlculo. De modo que el Pylvar se caracteriza por centrarse en la forma en que los fendmenos
estudiados cambian de un estado a otro, identificando aquello que cambia, cuantificando ese

cambio y analizando la forma en que se dan esos cambios.

El interés por realizar una caracterizacion del Pylvar ha estado presente desde los primeros
trabajos que incorporan esta linea a sus investigaciones, como se puede observar en los
trabajos de Gonzalez (1999) y Salinas (2003), quienes realizan una caracterizacion de algunos
elementos del Pylvar, tales como estrategia variacional y situacién variacional, que representan la
base para los posteriores trabajos dentro de esta linea de investigacion, pero considerandolas
no como definitivas, sino dinamicas, ya que con el desarrollo de nuevos trabajos se encontraria
una evolucién en estos elementos. Asimismo, con el surgimiento de nuevos estudios, nuevos
conceptos han surgido a la par, por lo que una nueva caracterizacion surge como necesaria
para establecer lo que se entiende hoy dia por Pylvar. Con base en ello, nos planteamos las

siguientes preguntas:
I. ¢Cudles son los elementos que caracterizan el Pylvar?
2. ;Coémo interactuan estos elementos para desarrollar un pensamiento variacional?

El sustento tedrico de la investigacion se encuentra en la teoria Socioepistemoldgica, que
plantea que el conocimiento matematico tiene su origen en el conjunto de practicas humanas
que son aceptadas y establecidas socialmente llamadas practicas sociales (Cantoral, 2004). Son
las practicas las que favorecen la construccion del conocimiento matematico, lo que implica un
énfasis distinto que caracteriza a la Socioepistemologia: pasar de los objetos a las practicas. Es
la praxis la que favorece y permite el surgimiento y significacion de un determinado concepto,
nocion, proceso o procedimiento (Cabrera, 2009), en el calculo esta praxis se refiere a las

practicas propias de la variacion.

La caracterizacion propuesta se realizd en tres fases. Primero se llevd a cabo un anilisis a
trabajos en Matematica Educativa que incorporan el Pylvar a sus investigaciones. La segunda
fase consiste en una recopilacion de caracterizaciones realizadas en estudios previos sobre los
elementos del Pylvar, que complementamos en conjunto con la revision de la primera fase. Por
ultimo, se elaboré un modelo para sintetizar la caracterizacion propuesta, enfatizando la forma

en que se desarrolla el pensamiento variacional.
Resultados primera fase

En esta fase se analizd la forma en que el Pylvar es usado en diferentes trabajos y como se

refleja en las actividades, buscando la forma en que la variaciéon se hace presente, los
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conocimientos matematicos puestos en juego, la forma en que la actividad guia el aprendizaje
del alumno relacionado con el estudio de la variacion, entre otros. Las investigaciones
analizadas fueron seleccionadas bajo dos criterios. Primero, aquellos trabajos que realicen un
analisis sobre la forma en que el Pylvar es usado por las personas, o en libros. Segundo,
trabajos que realicen un disefio de actividades donde se incorporen elementos del Pylvar. Para
esta primera fase se tom6é como punto de referencia la caracterizaciéon que propone Salinas

(2003) de estrategias variacionales.

» Comparacion: Asociada a la accion de establecer diferencias entre estados.

» Seriacion: Se analizan estados sucesivos y se establecen relaciones entre ellos.

» Estimacion: A partir de conocer el comportamiento de un fendmenos en estados previos,
se proponen nuevos estados o comportamientos a corto plazo.

»  Prediccion: Esta asociada a la accion de poder anticipar un comportamiento, estado o valor,

luego de realizar un andlisis de estados previos.

Por cuestiones de espacio, sélo se presenta el andlisis realizado a dos actividades del trabajo de

Engler, Vrancken, Gregorini, Miller, Hecklein, y Henzenn (2008)

Actividad 1
La grafica muestra el comportamiento de la funcion y = f(x). Analice la grafica y conteste:
a) iCuanto cambia f si x cambia de -4 a 27
b) éCuanto cambia fsix cambiade 2237

c) iCuanto cambia f si x cambiade -1a 17

d) 5i x cambia de izquierda a deracha, para qué valores

de x, se cumplen las desigualdades siguientes?

f{x + Ax)=F(x) > 0; f{x + Ax)~f{x) < 0; f{x + Ax)-f{x) = 0.

Figura 1: Actividad uno de Engler, et. al. (2008)

Esta actividad muestra la grafica de una funcién para propiciar el analisis de los cambios que se
producen en la variable independiente y dependiente. Se pregunta por el cambio
experimentado al pasar de un punto a otro, y sobre el comportamiento en algunos intervalos
especificos. Para esta actividad encontramos el uso de la estrategia de comparacion, pues el
estudiante ha de analizar el estado de la funcion en dos puntos, uno inicial y otro final, con el
fin de establecer diferencias entre esos estados y asi argumentar acerca del comportamiento
de la funcién. En el inciso d se pregunta por los valores de x que cumplen las relaciones
indicadas, de manera que se requiere el uso de la estrategia de seriacién para analizar la forma
en que cambia la variable en distintos intervalos. Asimismo, la actividad exige de un analisis
grafico para determinar el comportamiento de los valores de la grafica y dar respuesta a las

preguntas. Por Ultimo, el conocimiento matematico que entra en juego y que permite al
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alumno estudiar la variacion de la grafica es la funcion, en particular los conceptos de funcion

creciente y decreciente.

Actividad 2

Una particula se mueve en linea recta de acuerdo con la ley s(t) = 2t — 8t*> + 6t, donde s es

la distancia en metros y t el tiempo en segundos. Complete la siguiente tabla.

Comportamiento de la funcién

Intervalos As -
Crece Decrece No cambia

Signo de s(t)

0=<t=0,5

a) ¢Qué relacion existe entre el crecimiento o decrecimiento de s(t) y los cambios As?
b) ¢Es cierto que si s(t) > 0 entonces los cambios As > 0? Justifique.

c) éEs cierto que si s(t) crece entonces As > 0 o que si As < 0 entonces s(t) decrece?

Figura 2. Actividad dos de Engler, et. al. (2008)

Esta actividad relaciona la idea de como cambian las variables con la variacion de la funcién,
mediante una tabla en donde se debe escribir en que intervalos una funcion crece o decrece.
Observamos el uso de la estrategia de seriacién, ya que el alumno debe analizar datos sobre el
comportamiento de la funcién en distintos intervalos y asi establecer la relacion que subyace
entre las variables, es decir, como cambia una cuando la otra cambia (si la funcion es creciente,
las diferencias son positivas). A diferencia de la actividad anterior, el estudio de la variacion se
desarrolla en un contexto numérico, donde el alumno realiza una tabla para analizar cémo los
valores cambian. El conocimiento involucrado es la derivada, ya que se analiza la forma en que
cambian los valores de la funcién por medio de las diferencias, analizando la relacion entre la

funcion y sus diferencias.

Los trabajos analizados permitieron observar que las actividades disefiadas bajo el Pylvar hacen
énfasis en el uso de las estrategias variacionales para la generacion de un pensamiento
variacional, apoyadas siempre en el uso de los conocimientos matematicos que se pretenden
resignificar, aun cuando este no es explicito para los estudiantes, pero jugando un papel
medular en todo el disefio. Asimismo, el tipo de preguntas que se hacian en los disenos
propiciaban siempre el estudio de la variacion, pero éste depende en gran medida del contexto
en que se desarrolla la situacion (grafico, numérico, analitico) de manera que se aborda la
variacion de diferente maneras, aunque siempre con las estrategias variacionales como punto de
partida. Por otra parte, se encontraron elementos de las estrategias variacionales que no son
descritas en la caracterizacion de Salinas (2003), como la generacion de argumentos
variacionales, la relacion con las estructuras variacionales, asi como una forma mas precisa de

diferenciar su uso en situaciones de variacion, elementos que se describiran en los resultados
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de la segunda fase. Asimismo, el analisis permiti6 identificar que el estudio de los procesos de
cambio son mas importante que los estados mismos, de modo que para desarrollar un
pensamiento variacional las actividades se centran en los procesos de cambio y no tanto en la
manipulacion simbdlica, de modo que enfatiza en identificar aquello que cambia, cuantificar ese
cambio y analizar como varian los cambios. Si s6lo se verifica que alguna propiedad o regla se
cumple, no hay un pensamiento variacional, ya que no requiere comprender los procesos de

variacioén.
Resultados segunda fase

Para esta fase nos apoyamos el anilisis realizado en la fase I, lo complementamos con las
caracterizaciones realizadas al Pylvar en diversos trabajos, con lo que se establecié una nueva

caracterizacion de elementos caracteristicos del Pylvar.

Situacién variacional (SV): Es el conjunto de problemas cuyos tratamientos demandan la puesta
en juego de estrategias variacionales y que requieren establecer puntos de andlisis entre diversos
estados del cambio. No basta saber que algo esta cambiando, es necesario conocer el
crecimiento relativo del fendmeno en cuestidn, analizando cuanto y codmo cambia sus variables.
Por otra parte, se considera que una situacion no es variacional si se puede resolver
empleando un proceso algoritmico que lleve a una respuesta sin la necesidad de analizar y
cuantificar los cambios en las variables. Este tipo de situaciones se pueden presentar tanto en
un escenario puramente matematico, como en un contexto relacionado con otros campos

cientificos o cotidianos.

Argumentos Variacionales (AV): Son argumentos que recurren al andlisis del cambio y de su
cuantificacion, y que son utilizados por las personas cuando hacen uso de “maniobras, ideas,
técnicas, o explicaciones que de alguna manera reflejan y expresan el reconocimiento
cuantitativo y cualitativo del cambio en el sistema u objeto que se esta estudiando” (Cantoral,
2000, pp. 54). Estos argumentos son los que permiten dar explicacion a las SV expresando un

entendimiento de los procesos de variacion involucrados en dicha situacion.

Codigos Variacionales (CV): Consisten en la expresion oral o escrita del cambio y la variacion, y
que son articulados para generar los AV. Estos codigos pueden consistir en frases, dibujos,

tablas o ademanes, que dan cuenta del analisis variacional que se realiza.

Estructura Variacional Especifica (EstV): Son herramientas, procesos y procedimientos
especializados del ambito matematico o cientifico (Gonzalez, 1999) que funcionan como punto
de apoyo abordar y explicar el estudio del cambio y la variacion en las SV. El uso de estos

conocimientos en la situacion permite a la persona tener un referente sobre el cual llevar a
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cabo el estudio de la variacion del fenémeno, de manera que el tipo de andlisis dependera de la

estructura en la cual se apoye la persona.

Estrategia Variacional (EV): Consiste en una forma particular de razonar y actuar ante una SV, y
que permite la generacion de los AV que dan explicacion a la situacion. Asimismo, para el uso
de las EV se recurre al uso de EstV para poder estudiar la variacion. Algunas EV reconocidas
son la Prediccion, la Comparacion, la Seriacion y la Estimacion, aunque no se descarta la
existencia de otras estrategias. Estas cuatro estrategias como se menciond anteriormente son
caracterizadas por Salinas (2003), la cual se retoma y complementa con el andlisis literario

anterior, para formular la siguiente caracterizacion:

Comparacion: Asociada a la accion de establecer diferencias entre estados, lo que permite
identificar si hubo un cambio y poder analizarlo con base en las caracteristicas de esos cambios
y su variacion. Esta estrategia no se usa siempre de la misma manera, ya que su uso depende
del contexto en que se encuentra, y también de las nociones y conceptos que la rodean, en
ese sentido se puede hablar de un desarrollo de esta estrategia. Asi, en un nivel elemental, es
frecuente, y en ocasiones necesario, recurrir a un marco de referencia en el cual apoyarse,
mientras que un nivel avanzado no requiere necesariamente de algiin marco de referencia, o

bien, este se elige segln las caracteristicas de cada situacion.

Seriacion: Se relaciona con la comparacion, ya que esta asociada con la accion de analizar entre
estados sucesivos y establecer relaciones entre ellos, pero se diferencia que en se analizan
varios estados y no Unicamente dos, con el objetivo de encontrar una relacion o propiedad
entre ellos, como puede ser hallar una relacién funcional dada una tabla, encontrar un patréon

en el comportamiento de una grafica, o relaciones entre variables.

Prediccion: Asociada a la accion de poder anticipar un comportamiento, estado o valor, luego de
realizar un andlisis de la variacion en estados previos, de manera que se sintetiza y abstrae esta
informacion en modelos predictivos. A diferencia de la Seriacion, la Prediccion no busca
encontrar en si una relacion, sino que se postula un nuevo estado usualmente a mediano o
largo plazo, siendo este estado local, en el sentido de que corresponde a un momento o valor
determinado. No obstante, hallar esa relacion puede ser una forma de encontrar ese nuevo

estado, por lo que la Seriacion puede ser parte de la Prediccion.

Estimacién: Conociendo el comportamiento de un fenémeno en estados previos, se proponen
nuevos estados a corto plazo de manera global, a diferencia de la Prediccion, donde los estados
propuestos son locales. Por ejemplo, se usa en el analisis del crecimiento de poblaciones para
saber si crecera o disminuira, en tanto que la Prediccion puede servir para decir hasta que

punto crecerd, o la poblacién dentro de un tiempo especifico.
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Tareas Variacionales (TV): Consisten en actividades, acciones y ejecuciones dentro de una SV,
que comparten similitudes en cuanto a sus objetivos y los contextos en que se desarrollan. Se
caracterizan por el empleo de una o mas EV dentro de un mismo contexto de andlisis, que
puede ser numérico, grafico o analitico, lo que permite organizar el estudio de la variacién en
las SV en acciones y objetivos mas especificos dentro de estos contextos. Algunas de las TV

identificadas son las siguientes:

Tabulacién como variacion numérica (TVN): Consiste en la accion de proporcionar valores
distintos a una variable para observar y analizar sus efectos en cuanto a comportamiento,
forma, posicion o valor de algun sistema. El andlisis surge a partir de observar los efectos
derivados de la acciones de tabular, por tanto, si los datos ya estan plasmados o la accion

corresponde a solo llenar una tabla, entonces no se considera que se trata de una TV.

Andlisis de datos en tablas numéricas (ADT): Dada cierta informacién en forma de datos
agrupados en tablas numéricas, se realiza un andlisis de esos datos fijandose en patrones de
comportamiento, y relaciones entre datos. A diferencia de la tarea de TVN, esta se desarrolla

cuando ya se cuenta con los datos, o el hallarlos no implica analizar los efectos.

Construccion de grdficas con la variacion como punto de referencia (CGV): Consiste en la
construccion de graficas apoyandose en el andlisis de las variaciones, ya sea por medio de datos
numéricos o de alguna grafica. El objetivo no es hallar algiin patrén o relacién, sino bosquejar

una grafica que modele lo mas cercanamente posible la situacion que se presenta.

Andlisis grafico con la variacion como punto de referencia (AGV): Se buscan patrones, relaciones,
comportamientos, tendencias y valores especificos, pero a diferencia de ADT el analisis esta
sobre graficas, asi como elementos que surgen a partir de ella, como tangentes, alturas,
asintotas, entre otros. Las acciones a realizar giran en torno al analisis de variaciones, incluso

en graficas generadas con tecnologia.
Tercera fase

Los resultados de la tercera fase nos permiten establecer un modelo con el cual interpretar la
forma en que se desarrolla el pensamiento variacional, modelo que involucra varios aspectos

que relacionan el uso sistematico de los elementos del Pylvar.

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

1203



Acta Latinoamericana de Matematica Educativa 26

Estrategia Variacional

Recurren a
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Argumentos Variacionales

Son articulados por

Explican

Situaciones Variacionales ——

Se componen

Figura 3: Modelo de interaccion de los elementos del Pylvar

De modo que para generar el desarrollo del pensamiento variacional es necesario el uso
sistematico e interaccion de los elementos que conforman al Pylvar, debido a que el desarrollo
del pensamiento variacional implica usar todos estos elementos de manera conjunta y no
aislada. Bajo este modelo el desarrollo del pensamiento variacional tiene lugar dentro de una
SV, donde el uso las EV generan el estudio de la variacion, pues resultan ser el punto de
partida para el andlisis y reflexién acerca del cambio y sus efectos al permitir identificar aquello
que cambian en una situacion, cuantificar ese cambio y analizar la forma en que se dan los
cambios. Para ello, las EV se apoyan en el uso de una o mas EstV, lo que permite a la persona
analizar la variacién a partir de las caracteristicas particulares de cada EstV. El uso combinado
de las EV y EstV permite a la persona analizar la variacion involucrada y con ello generar los
AV para dar explicacion a la situacion que se plantea. Este tipo de argumentos se caracterizan
por manifestar respuestas basadas en la variacion, y que son articulados por CV que dan
cuenta del estudio de la variacion, como pueden ser frases, dibujos, esquemas o graficas. De
esta forma, una SV es resuelta por medio del uso de AV, y se caracteriza por el empleo de EV.
Por otra parte, estas situaciones pueden ser dividas en una o mas TV, lo que permite organizar
el estudio de la variacion de las SV en acciones y objetivos mas especificos dentro de estos

contextos.
Reflexiones finales

Esta caracterizacion realizada al Pylvar nos ofrece un marco de referencia para identificar
aquellas acciones e ideas que corresponde a un pensamiento variacional analizando si se usan

los elementos descritos, pero también nos brinda una manera de comprender la forma en que
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se genera el desarrollo del pensamiento variacional, lo que a su vez nos brinda herramientas
para analizar las dificultades para desarrollar este pensamiento analizando las respuestas a una

actividad y comparandolas con el modelo propuesto.
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