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Resumen. Se presenta uma organizacion del conocimiento escolar para la modelacion de cinco conceptos
relativos a vigas y sus relaciones: intensidad de carga, elastica, angulo de giro, momento flector y fuerza
cortante. Se construyo un modelo mediante funciones para cada uno de los cinco conceptos y por medio de
operadores diferenciales o integrales para cada una de las relaciones entre ellos, de tal forma que dado un
modelo de uno de los conceptos se puede determinar el modelo de otro cualquiera de los cuatro conceptos
restantes. En el trabajo se muestra la modelacion de las relaciones entre la intensidad de carga y la fuerza
cortante y se comentan algunos de los resultados de la aplicacion de 10 hojas de trabajo, con el objetivo que
los estudiantes de un grupo de una carrera de matematicas aplicadas participen en los distintos procesos de
modelacion antes descritos.

Palabras clave: modelacion matematica, relaciones entre conceptos

Abstract. It presents an organization of school knowledge for the modeling of five concepts of beams and their
relationships: intensity of load, elastic, steering angle, bending moment and shears. Model was constructed
using functions for each of the five concepts and through differential or integral operators for each of the
relationships between them, so that given a model of one of the concepts can determine the pattern of any
other of the remaining four concepts. The paper shows the modeling of the relationship between the intensity
of load and shear, and discusses some of the results of the application of [0 worksheets with the aim that
students in a group of an applied mathematics career involving in modeling the various processes described
above.
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Introducciéon

Un modelo matematico es un sistema, (coleccion de objetos y relaciones matematicas), que se
ha logrado mediante, entre otras, una de las variantes siguientes: |. Se ha obtenido
mentalmente, 2. Se ha realizado en forma material. 3. Se ha expresado verbalmente,
visualmente o simbodlicamente. 4. Se ha descrito mediante las leyes y principios de una ciencia.
El objetivo del modelo es describir objetos, (fendomenos, medios o sistemas), con el fin de
ayudar a entender mejor dichos objetos. La modelacion es el proceso de construccion de

modelos de objetos, Mederos y Gonzalez (2005).

Tanto en la matematica escolar como en la disciplinar, el conocimiento asume el estatus de
herramienta (implicita o explicita) y de objeto Douady (1995). El marco tedrico en que se
fundamenta el estudio es la dialéctica herramienta-objeto Douady y Parzysz (1998), que se
refiere al proceso mediante el cual un conocimiento se utiliza al principio como una

herramienta implicita para resolver un problema, y después, como un objeto de estudio. Mas
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tarde, este objeto se aplica como una herramienta explicita para la resolucién de otros

problemas.

En esta investigacion se presentan algunos de los resultados de un grupo de estudiantes de una
asignatura optativa del sexto semestre de una Licenciatura en Matematicas Aplicadas, al
participar en la solucion de problemas relativos al doble caracter de la resolucion de

problemas y la modelacion:

I. Los modelos como herramientas para resolver problemas. Esta relacion entre los modelos y los
problemas se presenta cuando para resolver un problema se utilizan los tres procesos
siguientes: modelacidn matematica, resolucion del modelo y transferencia de resultados
matematicos obtenidos del modelo en informacion que da solucién al problema. En este caso

se dice que el modelo es una herramienta para resolver el problema.

2. Los problemas como herramientas para formar modelos. Las ecuaciones algebraicas y las
diferenciales pueden utilizarse para modelar una clase amplia de problemas de diferentes
contextos. Sin embargo, cuando estos objetos se introducen a partir de una definicion
matematica abstracta, resulta muy dificil para los estudiantes utilizarlas en la modelacion de

problemas de diferentes areas.

La utilizacion de problemas de diferentes dreas del conocimiento humano cuya resolucion
necesite de modelos matematicos particulares de un mismo tipo, segin nuestra experiencia
docente, facilita la participacion de los estudiantes en el proceso de formacion de un modelo
matematico general que incluya en su extension a esos modelos matematicos particulares. En
este caso los problemas son las herramientas que permiten la construccion del modelo

matematico general.

Se restringe este problema a cinco conceptos, que en ingenieria se denominan parametros
estaticos, relativos a vigas de una luz: intensidad de carga, fuerza cortante, momento flector,

angulo de giro y la elastica de la viga.

En las tesis de maestrias escritas por Herniandez (2009) y Aradillas (2009), se utilizan
problemas para formar modelos mediante ecuaciones cuadraticas, y modelos mediante

sistemas de ecuaciones lineales para resolver problemas, respectivamente.

Para ello lo primero que tuvimos que hacer fue crear una organizacion del conocimiento
escolar relativo a los conocimientos del célculo y de vigas de una luz, que permitiera utilizar la
modelacion y la resolucién de problemas en su doble caracter, pues no existia tal organizacion.
A partir de esta organizacién del conocimiento se disenaron y aplicaron 10 hojas de trabajo

para el aprendizaje activo, y las orientaciones correspondientes para la mediacion de cada
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estudiante y del profesor en el aprendizaje de otros. Antes de aplicar las hojas de trabajo, se
dedico una sesion de 55 minutos con los estudiantes para que comprendieran los parametros
estaticos y otros conceptos de ingenieria necesarios. En la seccion 3 se presenta un resumen,
en forma de conclusiones de los resultados de la participacion de los estudiantes en las hojas

de trabajo.
Organizacién del conocimiento

En esta seccion, por un problema de espacio, solo se definen dos de los cinco conceptos
estaticos que se estudiaron: la intensidad de carga y la fuerza cortante; y se muestra la
solucién de uno de los 20 problemas consistentes en la determinacion de relaciones entre
esos cinco conceptos. Se presentan modelos geométricos y analiticos de estos dos conceptos,

y modelos analiticos de sus relaciones.
Definiciones y modelos de dos parametros estaticos

Definicién y modelos de la intensidad de carga. Se llama viga a todo elemento constructivo
horizontal cuya longitud es “mucho mayor” que su ancho y su altura, independiente de la
forma de su seccion transversal recta. En el trabajo se consideran vigas que: |. Tienen una
seccion transversal uniforme. 2. El material con que se han construido es homogéneo. 3. El
sistema de cargas a las que estan sometidas las vigas produce deformaciones pequenas que una
vez que dejan de actuar, las vigas vuelven a su estado inicial sin que existan deformaciones

permanentes.

En la figura | se muestra un modelo geométrico de una viga horizontal de seccion transversal
recta y rectangular. El centroide de una seccion transversal de una viga es un punto que define el
centro geométrico de la seccion. La linea de puntos que une los centroides de todas las secciones

transversales de una viga, en azul en la figura I, recibe el nombre de eje de simetria.

21— Seccién transversal

.:.............................................................

0 Fig. 1. Modelo geométrico de una viga horizontal L

Si sobre la viga actian fuerzas en un plano vertical que contiene al eje de simetria, la viga se
deforma como se muestra en la figura 2. El eje de simetria deformado se llama curva elastica o

simplemente elastica.

—t il ; [
e eYeee— - | \A A / |

Fig. 2. Modelo geométrico tridimensional de la elastica Fig. 3 Modelo bidimensional de una intensidad
de carga variable
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Hay diferentes formas en las cuales las fuerzas externas pueden ser aplicadas. En este trabajo
se consideran solo las uniformemente distribuidas o las variables sobre toda la viga, o una
parte de ella. En todos los casos se expresan mediante su intensidad, (fuerza/longitud). En la
figura 3, se modela geométricamente en dos dimensiones una intensidad de carga y en las
figuras 4 y 5 se presentan los modelos en un sistema cartesiano y analitico, respectivamente;

considerando que £ = |OL|, 0< a; < a;< €, g/ es una funcién real definida sobre [0, €] y

T es una funcion caracteristica.
[z 402 1]

Y
ai(x)
VY VY (l , 9301<02S8 q:[0,8] — R
lo as a & )'( X— qlx) = fi’1(x]3"éa._,a,_] (x)
Fig. 4. Modelo de la intensidad de carga en un sistema cartesiano. ~ Fig. 5. Modelo analitico de una intensidad de

carga.

Definicion y modelos de la fuerza cortante. Tomemos dos pedazos de la viga de la figura I,

determinados por las secciones rectas mn, myn; y myn; Si la viga esta en equilibrio, entonces
las fuerzas internas en la seccién 117t deben ser tales que equilibren a las fuerzas externas en

el pedazo mnnym,. La resultante V de todas las fuerzas internas que actlan en la seccion mn, se
denomina fuerza cortante en la seccion mn. Esta fuerza es numéricamente igual y con sentido
contrario a la resultante de las fuerzas exteriores que obran en el pedazo mnn;m;. En la figuras
6 se muestran los modelos geométricos de los dos pedazos, y en las figuras 7 y 8 se presentan
los modelos cartesiano y analitico de la fuerza cortante en el pedazo mnnamy,

respectivamente.

* vVV VVVY v * y
m m, m, 2
¥ fl |1t Vi[> A <—f\'/(xn+Ax)
nr—n n; ny. Xo+AXN
Fig. 6. Modelo geométrico de la fuerza cortante Fig. 7. Modelo cartesiano del pedazo mmnm; de
una viga

V:[0,8]—— R, Xx— V(X)

Fig. 8. Modelo analitico de la fuerza cortante

Modelo de dos relaciones entre la intensidad de carga y la fuerza cortante. En este epigrafe se
determinan dos relaciones, cada una de las cuales permite, conocido el modelo analitico de

uno de estos conceptos, encontrar el modelo analitico del otro imponiendo ciertas
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restricciones al modelo del que se parte. En las figuras 5 y 8 se presentan estos modelos. Se

demuestra la relacién puntual entre estos modelos siguientes

Proposicién 1. Si la intensidad de carga se modela por una funciéon real g definida sobre [x,,
Xo+Ax], continua sobre (xo, X,+Ax] y tal que limx_{,x;q[x] = {,; entonces el modelo V de la
fuerza cortante es continua a la derecha de x., y la derivada lateral derecha de V en el punto x,
es numéricamente igual al limite lateral derecho de g en el punto x,; o sea, se cumple que
lim, +V(x) =V(x,) y Vo(x,)= lim, _.+q(x) = £,. Si q es continua por la izquierda

en x,, entonces Vs (x,) = q(x,).

Demostracién. Supongamos que se tiene una viga en equilibrio cuyo modelo en la recta
numérica es [0, €]. Consideramos un elemento de la viga de longitud Ax, figura 7,
determinado por dos secciones adyacentes mn y mzn;. Modelamos las secciones mn y myn; por
Xo Y Xo+Ax, donde x.€[0, €], Ax > 0 y xo, +Ax < € , respectivamente. Consideremos que la
intensidad de carga en el intervalo [xo, Xo+Ax] esta modelada por una funcion real g continua

sobre (Xo, Xo+AX].

Como la viga estda en equilibrio, la suma de las fuerzas verticales, (no obran fuerzas

horizontales), que actian sobre el pedazo mnm;n; de la viga es cero, X, = 0. Por lo tanto,
V(x,)+ f;ﬂﬂx q(t) dt — V(x, + Ax) = 0. De donde resulta que
a

jxn+ﬁx

Vix,+Ax)—V(x) = q(t) dt. Aplicando el Teorema del Valor Medio del Célculo

*o
Integral, al lado derecho de la igualdad anterior y evitando la discontinuidad de g se puede

asegurar que existe un 6, xo<Ah<x.+Ax, tal que
V(xo+Ax) = V(xo) = q(A)[(xo+AX) — xo] = q(62).Ax. (1)
De la cadena de igualdades (1) se tiene que
ﬂ}xﬁl—% [V(xot+Ax) = V(xo)] =,g,},;12% , [a(6).Ax]=0. (2)
Indicando la suma x.+Ax por x, de la cadena de igualdades (2) resulta que
;,;ILT’fV(X) =V(xo).  (3)

Con la igualdad (3) se prueba que V es continua a la derecha de x,. Dividiendo por Ax cada

lado de las igualdades de la cadena (1) se obtiene

(I7/Ax) [V(Xo+Ax) — V(X0)]1=q(65). 4)
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Aplicando limite a ambos lados de la ecuacién (4) cuando Ax tiende a cero por valores

positivos, se concluye que

. . Wiz, +ax)—Vix,)
Vi(x,)= lim ————0
Ax—0* Ax

=lim,, _,+q(8,) =L (5
Queda asi probada la proposicion |. Si g es continua a la derecha de x,, entonces lL=q(xo).

Si se considera un elemento de la viga de longitud Ax determinado por dos secciones
adyacentes min; y mn, que se modelan por xo—Ax y Xo, Xo€[0, €], Ax > 0 y x,—Ax >0,
respectivamente, y se supone que la intensidad de carga en el intervalo [x.—Ax, xo] esta
modelada por una funcion real g continua sobre [xo—Ax, Xo); entonces procediendo como en la

proposicion | se demuestra la proposicién que a continuacion se enuncia.

Proposicion 2. Si la intensidad de carga en el intervalo [x,—Ax, X,] esta modelada por una funcién
real q continua sobre [x,—Ax, xo) tal que limx_{,xﬂ—q[x] = {; entonces el modelo V de la
fuerza cortante es una funcion continua a la izquierda de x, y la derivada lateral izquierda de V
en el punto X, cumple las igualdades  lim,_ . -V(x) =V(x,) y
V. (x,)= iimxﬁxaq(xj =4,. Si g es continua por la izquierda en x, entonces
V.(x,) = q(x,).

De las proposiciones | y 2 resultan la proposicion 3 y relaciones cualitativas y cuantitativas

entre los modelos de la carga y la fuerza cortante. Sean | = [0, €] y S, S = {x/,+, Xa}, un

subconjunto de I.

Proposicion 3. Si q es continua sobre I/S y en cada elemento x;, i=l:n, de S se tiene una

discontinuidad evitable o de salto finito tal que lim,_,-q(x) =1y y lim__, +q(x) = ;3
L

entonces la funcién V: [0, €] — R, definida por x — V(x) = f; q(t)dt, es continua sobre [0,
€] y satisface las condiciones V'(x) = q(x) si x es un punto de continuidad o de discontinuidad

evitable de g, o las condicionesV_ (x) = I; y V. (x) = I, si q tiene en x una discontinuidad de

salto finito.

En los materiales escritos con la nueva organizacion del conocimiento escolar, se denotan por
C(A), D(A), DW(A) y Ci(A) las colecciones de las funciones reales continuas, derivables, con
derivada de orden j y con derivada de orden j continua, j = I:4, respectivamente, donde A
indica un subconjunto de R. Utilizando la proposicion 3 para el caso en que A = [ se tienen los
resultados siguientes: |. Si VeC()(l), entonces qeC(l) y q se obtiene a partir de V por la

igualdad q(x)=V’(x). 2. Si geC(l), entonces VeCl)(l) y conocida q se obtiene V mediante la

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

502



Capitulo 2 Propuestas para la ensefianza de las matematicas

relacion V(x) = f:q[t:]dt. De esta forma quedan modeladas por los operadores de

. . . . =1 . .
diferenciacion D y de integracion fu dt, dos relaciones entre las extensiones de los modelos

conceptuales de la intensidad de carga y de la fuerza cortante, como se muestran en la figura 9.

A —L ) , c(l) JI*lm“’(/)
V——— q=V g —v=[ q(t)dt.

Fig. 9. Modelacion de relaciones entre conceptos mediaTg }peradores
0

(t)dt Escriba aqui la ecuacion.

Dada la fuerza cortante, mediante el operador D queda determinada univocamente la

intensidad de carga por ser D un operador funcional. Sin embargo, dada una intensidad de

. , o
carga, la fuerza cortante no se determinada univocamente por el operador _rﬂ dt; ya que D no

es una funcién inyectiva. La funcion q se determina univocamente si se conoce, ademas, su

valor en un elemento de I.

Sobre los modelos de otras relaciones entre los pardmetros estdticos En las hojas de trabajo los
estudiantes participaron en la modelacion de los 5 parametros estaticos y en la modelacion de
las 20 relaciones entre los cinco modelos, (cada modelo conceptual tiene una relacién con
cada uno de los cuatro modelos restantes). Considerando en el modelo de la figura 7 los
momentos flectores M(x,) y M(x,+Ax) en las secciones mn y mn,, respectivamente, se tiene
que la suma de los momentos con respecto al punto x es cero, Xy = 0, por estar la viga en
equilibrio. Procediendo de forma similar a como se procedié en la seccion 1.1.2 se obtienen
entre la fuerza cortante y el momento flector las relaciones: si geC(l), entonces MeC%(l) y
V=M". Si ge(C(l), se prueba que los modelos y de la elastica y 6 del angulo de giro pertenece a
C4(l) y C3(l), respectivamente, y se tienen las relaciones 6 = y" y y"'=(1/B)M, donde B=LE, I, es

el momento de inercia de la seccidn recta respecto al eje neutro z y E es el modulo de Young.

Una vez obtenidas las 4 relaciones que hemos presentado, los estudiantes fueron guiados para
obtener la organizaron significativa del conocimiento que se muestra en el diagrama de la figura
10.

nx

g
cin JI: g Carga

-~ ‘——'\

- - Integracion Aot
_ cn 0 [ Conocmienta L Elastica M. Flector
D D \ /
) ‘“\ D/B =/:é d
cin € ain a) b] A .Giro » F.Cortante

2 JI dt
2 . oy . o 4 . .
Figura 10. Integracion de los conceptos de ingenieria mediante 4 relaciones
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a). Posteriormente transfirieron esta organizacion de los modelos a una organizacion
significativa de los cinco parametros estaticos, figura 10 b). Componiendo adecuadamente

operadores de la figura 10 a) modelaron las veinte relaciones entre los parametros estaticos.
Caracteristicas de la asignatura y de los estudiantes

La asignatura “Toépicos Selectos de Analisis Matematico I” de la carrera de Matematicas
Aplicadas de la UAdeC, Coahuila, México, es optativa y se desarrolla en el sexto semestre con
una frecuencia de 5 horas semanales. Los 7 alumnos que la cursaron habian aprobado varios
cursos de calculo y de analisis matematico, pero no tenian conocimientos suficientes relativos
a los parametros estaticos, por lo que hubo que dedicar tiempo al desarrollo de estos
conocimientos. Mediante hojas de trabajo los estudiantes resolvieron problemas de
modelacion para cada uno de los cinco parametros estaticos, utilizando como herramientas
modelos mediante funciones particulares. Se aplicaron hojas de trabajo para la formacion del
concepto de funcion a partir del andlisis de las caracteristicas de los modelos particulares que
dieron solucién a los cinco problemas de modelacion. En este caso los problemas constituyen

herramientas para la formacién del concepto de funcion.

Esta fue la primera vez en que estos estudiantes tuvieron una experiencia de aprendizaje activo
mediante hojas de trabajo. No estaba claro para ellos que para lograr la mediacion de cada
estudiante en el aprendizaje de otros, es necesario una discusion cientifica lo mas profunda
posible. Esta fue también la primera vez que los estudiantes utilizaron problemas como
herramientas para formar modelos conceptuales mediante funciones y operadores

diferenciales e integrales.
Conclusiones

Los estudiantes participaron en la determinacion de la solucion de un problema de modelacién
para cada uno de los cinco parametros estaticos, mediante funciones particulares. Estos cinco
problemas fueron utilizados como herramientas para formar el concepto de funcién real de

variable real.

Los estudiantes participaron, ademas, en la solucion de cuatro problemas que se resuelven
mediante la derivada como operador. Estos problemas particulares constituyen herramientas
para formar el concepto de derivada como un operador que permite encontrar un modelo
funcional de un parametro de la estatica a partir de un modelo funcional de otro parametro de
la estatica. Por ejemplo, la proposicién 3, permite asegurar que si se tiene determinado que el
modelo de la fuerza cortante es una funcién V: [0, {] — R con derivada continua, entonces el

modelo g: [0, £] — R de la intensidad de carga es una funcion continua que coincide con la
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derivada de V, q(x) = dV/dx. Estos cuatro problemas se utilizaron como herramientas para que

los estudiantes construyeran el modelo general de la derivada como operador definido por
f— g=D(f), siguiente:

vy —L— .
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