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Resumen. En este trabajo se presentan algunas reflexiones hechas en un seminario sobre Epistemologia y
Didactica de las Matematicas organizado para analizar el origen y desarrollo de los objetos matematicos. Este
andlisis se realizo asumiendo las premisas del Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion y la Instruccion
Matematica de Juan D. Godino y colaboradores (EOS) y estuvo orientado a tratar de mejorar la comprension
de los procesos de aprendizaje y ensefianza de las matematicas, considerando que dicha comprension resulta
fundamental para mejorar ambos procesos. Se pretende ilustrar, con algunos ejemplos, el papel de las
situaciones problémicas en el origen y desarrollo de los significados de los objetos matematicos y como dichos
significados, en un cierto momento, se convierten en obstaculos que dificultan el enriquecimiento de tales
significados; lo cual, se asume, sucede tanto en el desarrollo histdrico de las ideas como en el proceso de
aprendizaje que viven los estudiantes en el aula.
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Abstract. In this paper, we present some reflections originated during a seminar on Epistemology and
Mathematics Education, which was developed with the purpose to analyze the origin and development of
mathematical objects. The analysis was performed based on the premises about Cognition and Teaching in
Mathematics presented by Juan D. Godino et al, in the Onto-semiotic Approach (Enfoque Ontosemidtico or EOS
for its initials in Spanish) and aimed at improving the understanding of learning and teaching processes in
mathematics, because a better understanding is essential to improve both processes. We use several examples
to illustrate the role of problem situations in the origin and development of meanings about mathematical
objects and how those mental conceptions developed about the meanings, at one point in time, could become
obstacles to enrich those same meanings. We say that those difficulties occur, both, in the historical
development of ideas and in the learning process experienced by students in the classroom.
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Introduccion

La investigacion educativa que se realiza en los distintos ambitos, tiene como proposito Ultimo
y mas general, aportar elementos que permitan comprender e interpretar de mejor manera los
procesos de ensehanza y aprendizaje que se desarrollan en el aula escolar, como el espacio
donde se da la interaccion entre profesor y alumnos, considerando que una mejor
comprension e interpretacion de dichos procesos, permitira disefar estrategias de ensenanza

que mejoren significativamente la calidad de los aprendizajes de los alumnos.

Lo anterior equivale a decir, en el caso de la investigacion en Matematica Educativa, que lo que
se pretende es aportar elementos que puedan ser utilizados para lograr que los alumnos

adquieran un conocimiento mas solido de la matematica y, que éste, se vea reflejado en un uso
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mas eficaz de los conceptos y métodos de la disciplina, en el andlisis, interpretacion y

resolucion de problemas.

Abordar la investigacién, con el proposito de comprender los procesos de ensenanza y
aprendizaje de la matematica que se desarrollan en el aula escolar, requiere del investigador,
asumir una serie de premisas en el ambito de la ontologia y la epistemologia de los objetos
matematicos (concepcion filosofica); de como influyen en el proceso educativo escolar los
factores socioculturales del entorno (concepcion sociologica); de cémo se desarrolla el
proceso mental de construccion de conocimiento en el individuo (concepcion psicolégica); de
como influye el trabajo docente, a través del diseno e implementacion de determinadas
estrategias de ensenanza, en la asignacion de significados a los objetos matematicos por los
alumnos (concepcion didactica); ademas de una comprension razonable de los conceptos y

métodos de la disciplina.

Las reflexiones que aqui se presentan, parten de las siguientes premisas relacionadas con la

epistemologia y la ontologia de los objetos matematicos:

+* Que la matematica, desde sus origenes ha sido una herramienta intelectual construida

socialmente por el hombre, con el propésito de resolver determinado tipo de problemas.

¢ Que tal herramienta la fue construyendo en el proceso mismo de resolucion de dichos
problemas, para lo cual creaba y utilizaba sus propios sistemas de practicas. En este

sentido, la matematica ha sido siempre una actividad de resolucién de problemas.

¢ Que los diversos sistemas de practicas implementados en un determinado momento de
su desarrollo historico, constituyen los significados de los objetos matematicos

emergentes,

¢ Que los significados construidos se convierten, en cierto momento, en obstaculos
(epistemologicos) que dificultan la asimilacion al significado de un determinado objeto

matematico de nuevos sistemas de practicas creados para resolver nuevos problemas.
Algunas consideraciones sobre la epistemologia de la matematica

La matematica presentada en muchos textos como un cuerpo de conocimientos l6gicamente
estructurados que, partiendo de un conjunto minimo de verdades evidentes (axiomas), deduce
y establece, a través de un razonamiento basado en los principios de la logica, la veracidad de
un conjunto de proposiciones (teoremas), parece corresponderse con una vision platonica de
la misma, esto es, una visién que considera a la matematica, como un ente con existencia fuera

e independiente de la actividad humana.
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Dicha vision desconoce que el estado actual de la matematica es fruto de un largo proceso a
través del cual, el hombre, en su intento por alcanzar la verdad acerca del diseno y
funcionamiento del universo y, por resolver los problemas y desafios que éste le presenta, ha
construido los objetos (conceptos y métodos) de la matematica, mismos que han evolucionado
en la medida en que el hombre ha ido modificando, diversificando y enriqueciendo los
significados de dichos objetos, como consecuencia de la creacion de nuevos sistemas de

practicas ideados para abordar y resolver problemas de la mas diversa indole.

Fue en la etapa de esplendor de la antigua cultura griega, la primera ocasion que la matematica
es presentada como un cuerpo de conocimientos logicamente estructurado. Euclides, en Los
Elementos, presenta la Geometria como una abstraccién, como un modelo del espacio fisico

(concebido como un espacio estatico).

Si bien, la Geometria Euclidiana prevalecié hasta comienzos del siglo XX, como modelo
matematico del espacio fisico (estatico), en el siglo XVII, Galileo y Kepler inician el estudio de
los movimientos, el de caida libre (Galileo) y el de las orbitas de los planetas alrededor del sol
(Kepler). Bajo la premisa de Galileo de que el libro de la naturaleza esta escrito en lenguaje
matematico, intentan describir y explicar dichos movimientos, para lo cual idearon y utilizaron
nuevos y diversos sistemas de practicas que originaron nuevos significados de ciertos objetos
matematicos, dando lugar a la creacion de un modelo matematico del movimiento mecanico en

el espacio concebido a la manera de Euclides.

En esta misma direccion, de tratar de establecer un modelo matematico de las leyes que rigen
el funcionamiento de la naturaleza; durante la segunda mitad del siglo XVII, a partir de nuevos
datos, nuevas observaciones, nuevos experimentos y desde luego, a partir del propio
desarrollo alcanzado por la matematica, Newton, profundizando en el andlisis del movimiento
y de las causas que lo originan, disend e implementd un sistema de practicas del que
emergieron nuevos objetos matematicos, cuyos significados provocaron un salto cualitativo en
el desarrollo de la matematica, dando origen asi, al Calculo Diferencial e Integral como una
herramienta muy poderosa para describir y explicar los fendbmenos cuyo rasgo distintivo era la

variacion.

A la par que Newton y durante el mismo periodo, Leibniz, queriendo resolver el problema de
trazar la tangente a una curva en un punto determinado, diseid e implementé también un
sistema de practicas del que emergieron nuevos objetos matematicos cuyos significados eran
esencialmente los mismos que los construidos por Newton al para resolver los problemas del
movimiento. De ahi que a ambos se les otorgue el mérito de la creacién del Calculo

Diferencial e Integral.
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La concepcion de la matematica como modelo de la realidad fisica, prevalecié desde la época
de la Grecia Antigua hasta comienzos del siglo XX, concepcion que se reafirmé de manera
especial, durante el siglo XVIl, como resultado de haberse formulado, utilizando el lenguaje de
la Matemiatica, las leyes y teorias cientificas que permitian, describir, explicar y predecir el
funcionamiento de la naturaleza, con resultados que eran confirmados por las observaciones y
los experimentos. Con base en estos hechos, se puede afirmar que durante este periodo, el
desarrollo de la matematica se dio en estrecha colaboracion con el desarrollo de las ciencias,

particularmente de la Fisica.

Pero por otro lado, el desarrollo de la matematica muestra que ésta no solo le fue util a las
ciencias naturales, en su intento por describir y explicar el universo, sino también muestra, que
dichas ciencias proporcionaron a la matematica los problemas que motivaron el origen y
desarrollo de diversos sistemas de practicas, cuya implementacion, que en principio pretendia
dar respuesta a los problemas concretos planteados, motivo el surgimiento y desarrollo de los

objetos matematicos y propicio la diversidad y riqueza de los significados de dichos objetos.

La potencia y eficacia mostrada por la matematica y sus métodos en la explicacion y prediccion
de los fenédmenos naturales, llevaron a que se considerara a ésta como la verdad, en lo que al
disefio de la naturaleza se refiere y, como la maxima expresion de la exactitud en el
razonamiento asi como un cuerpo de verdades irrefutables, cuyo mas sélido criterio de verdad
era el propio comportamiento de la naturaleza que parecia estar en completa armonia con los
principios y leyes de las matematicas. Incluso, se concebia a la matematica, y algunos la siguen
concibiendo, como un cuerpo de conocimientos cuya existencia era independiente de la mente
humana y que el hombre debe descubrir y apropiarse de ella a través de su aprehension

(concepcion platénica).

Sin embargo, y como ha ocurrido con todo conocimiento, y la matematica no es la excepcion,
su propio desarrollo puso de manifiesto que las verdades evidentes por si mismas y las
derivadas de éstas, no eran tales verdades irrefutables y solidamente sustentadas como se

pensaba, sino que eran verdades relativas y de caracter temporal.

El surgimiento en el siglo XIX de las geometrias no euclidianas (y del algebra de los
cuaterniones), puso de manifiesto con claridad que la matematica construida hasta entonces,
no era necesariamente la descripcion del disefio de la naturaleza o, incluso, que no existia tal
diseno, ya que habian surgido otras geometrias, que a pesar de estar en contradiccion con la
geometria imperante, eran igualmente Utiles para describir y explicar el comportamiento de los
fenébmenos naturales. Esto significaba que recurrir a la naturaleza como criterio de verdad de

las leyes matematicas, no era un criterio confiable, ya que ésta validaba igualmente
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proposiciones matematicas contradictorias, pero también representé un duro golpe a la
concepcidn platonica de la naturaleza de los objetos matematicos y fortalecid la conviccion de

que éstos eran creaciones de la mente humana.

La pérdida de confianza en la naturaleza como criterio de verdad de las leyes y principios
matematicos y la conviccion de que éstos eran construcciones humanas y no objetos con
existencia a priori, motivé que los matematicos se propusieran revisar los fundamentos sobre
los que habian construido ese grandioso edificio que hasta entonces habia mostrado una gran
fortaleza, pero que con las nuevas geometrias se habia cimbrado y provocado profundas

grietas.

Estos hechos orientaron la actividad de los matematicos hacia la solucion de los nuevos
problemas planteados por la necesidad de sustentar la matematica sobre nuevas bases, cuya
caracteristica fundamental debia ser el maximo rigor légico en la fundamentacion de la
matematica, evitando por completo, recurrir a cualquier argumento que no pudiera justificarse
con los principios y las leyes de la logica. Este proceso se conoce como rigorizacion de la

matematica.

En esta etapa también se pone de manifiesto el papel fundamental que tienen los problemas,
aunque de naturaleza diferente a los problemas planteados por el estudio de la naturaleza,
como motivadores de nuevos sistemas de practicas, de los que emergieron nuevos objetos
matematicos cuyos significados se fueron construyendo y enriqueciendo en ese proceso de

resolucion de los nuevos problemas planteados.

Lo antes dicho, de ninguna manera significa que la matematica haya dejado de ser eficaz en la
descripcion y explicacion de los fendmenos de la naturaleza, sino por el contrario, el tener una
idea mas adecuada de la naturaleza de los objetos matematicos, de sus métodos Yy
procedimientos, permitio iniciar el proceso de fundamentacion de la misma sobre otras bases,
asi como utilizar estas nuevas creaciones matematicas para describir y explicar fenémenos
naturales que no podian describirse y explicarse con la matematica previa, incluso, estas nuevas

creaciones sirvieron de fundamento a un nuevo paradigma en la concepcion del universo.
Los significados de los objetos matematicos como obstaculos epistemolégicos

El desarrollo de la matematica esta plagado de ejemplos de como el significado construido de
un objeto matemadtico, expresado en un determinado sistema de practicas en un cierto
contexto, representod en otro momento de su desarrollo, y por ende en otro contexto, un

obstdculo epistemoldgico para asimilar al significado de dicho objeto, nuevos sistemas de
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practicas e interpretar esta asimilacion como un proceso de resignificacion del objeto que

diversifica y enriquece el significado previamente construido.

Un ejemplo especialmente Util para ilustrar lo anterior es el objeto nimero, cuyo significado
surgio asociado a la cantidad de elementos de un conjunto dado, es decir, como nimero
cardinal asociado a lo que hoy llamamos cardinalidad de un conjunto, esta significacion
constituyo un fuerte obstaculo para que en la Grecia Antigua, se reconociera y aceptara los
hoy denominados numeros racionales, como numeros. Los griegos hablaban de la razon entre
dos nUmeros, sin reconocer a dicha razén como un numero propiamente dicho, incluso
crearon una teoria sobre razones y proporciones que indica que conocian muchas de sus

propiedades, pero no lograron asimilarlos e integrarlos al sistema de los nimeros.

La introduccion y uso de los enteros negativos por los hindles y los arabes en el siglo VI de
nuestra era, provoco una resistencia tan prolongada que aun después de la edad media, en
Europa habia matematicos de renombre que se resistian a aceptar su utilizacion bajo el
argumento de que era un absurdo la existencia de nimeros menores que nada, de la misma
manera que no concebian restarle un nimero mayor a otro menor. El surgimiento y uso de los
numeros imaginarios o complejos igualmente enfrentd una fuerte resistencia aun entre los

matematicos brillantes de la época. Al respecto, algunos de ellos, declaraban:

Un ndmero admite ser restado de otro numero mayor que él, pero intentar

restarlo de un nimero menor que él es ridiculo [...] (Frend, 1796. p. x Preface.).

El uso de V=1 | cantidad que, decia Cauchy (1847), -podemos repudiar por
completo y debemos abandonar sin pena, pues no sabe qué significa ese

pretendido simbolo ni qué sentido se le debe atribuir- (Kline, 2000, p. 185).

El surgimiento del Calculo en el siglo XVIl, cuyos objetos matematicos emergentes de los
novedosos sistemas de practicas implementados para la resolucion de los problemas
abordados, cuya caracteristica esencial era la variacion, es otro ejemplo muy ilustrativo de la
naturaleza de los obstaculos epistemolodgicos, ya que enfrentd fuertes resistencias y criticas de
connotados matematicos de la época que se negaban a aceptar la inclusion y el uso de los

I”

objetos “infinitesimal” e “infinitamente grande”, a pesar de que mostraban ser tan Utiles y
eficaces en el calculo para la resolucion de los problemas planteados, ya que violentaban el
significado de cantidad (numero real) del que se disponia en ese momento. Para los
matematicos de la época era inaceptable la respuesta de Leibniz a la pregunta de cual era el
valor de esas cantidades que él llamaba “infinitesimales” o “infinitamente grandes”, ya que a

esto respondia, que eran “inasignables”, es decir, que no se les podia asignar un valor

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

180



Capitulo 2 Propuestas para la ensefianza de las matematicas

numérico, pero que eran de una gran utilidad para realizar calculos y obtener resultados

verdaderos, utilidad que desaparecia si se optaba por asignarles un valor real.

Algo similar ocurrié con los objetos matematicos construidos por Newton en el contexto de

los fenébmenos del movimiento que se propuso describir y explicar.

Asi, podrian citarse muchos otros ejemplos de obstaculos epistemologicos constituidos por los
significados construidos en determinado momento y contexto que se expresaron en fuertes

resistencias para aceptar nuevos objetos o diversificar sus significados.
Algunas consideraciones sobre didactica de la matematica

Todo lo anterior obliga a los interesados en la ensehanza y el aprendizaje de la matematica en
la escuela, a plantearse las siguientes preguntas: i) ;El estudio del origen y desarrollo de los
objetos matematicos y sus significados, asi como de los obstaculos epistemologicos que en un
cierto momento representaron, proporciona algunos elementos utiles para la comprension de
los procesos de ensehanza y aprendizaje de la matematica en el aula escolar?; ii) ;Dicho
estudio proporciona elementos para el disefio de estrategias de ensehanza que sean mas
adecuadas para el propésito de mejorar significativamente el desempeno matematico de

nuestros alumnos?
En los dos casos se asume que la respuesta es afirmativa.

Primero, porque esta demostrado con creces, que presentar en la escuela, la matematica
como un cuerpo de conocimientos acabado, logicamente estructurado, dejando de lado las
situaciones que dieron origen y motivaron el desarrollo de los objetos matematicos y sus
significados, partiendo de la premisa de que es posible apropiarse de ellos por un simple acto
de transmision del conocimiento y, que una vez comprendido el significado formal, es
practicamente automatica la transferencia de dichos significados y en consecuencia se estara en
condiciones de utilizar eficazmente los conceptos y métodos de la disciplina en el analisis,
interpretacion y resolucion de problemas en diferentes y variados contextos, ha conducido a

resultados que se encuentran muy alejados de los esperados.

Segundo, porque el conocer las situaciones que dieron lugar al surgimiento de los sistemas de
practicas que constituyen los significados de los objetos matematicos considerados como
emergentes, asi como las dificultades que enfrentaron y las estrategias y caminos que se
siguieron para superarlas, ayuda a la comprensién de las dificultades que enfrentan los alumnos
cuando se espera que dominen con cierta eficacia determinados conceptos y procedimientos
matematicos, pero también, dicho estudio nos brinda recursos que nos permiten orientar de

mejor manera su actividad para que puedan superar con mayor eficacia dichas dificultades. Esto
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no significa de ninguna manera, que consideremos que en el aula escolar se reproduzca
integramente el proceso histérico de construccidon del conocimiento, ya que en este caso,
dicho proceso es conducido y coordinado por el profesor, sin embargo, hay elementos en
comun en ambos procesos que deben ser considerados a la hora de presentar la matematica

en el aula.

Finalmente, porque si el origen y desarrollo de los significados de los objetos matematicos
muestra que estos son creaciones humanas que emergieron del diseno y la implementacion de
sistemas de practicas para la resolucion de problemas, podemos suponer entonces que el papel
del profesor, lejos de ser el de un presentador a través de la exposicion, de los objetos
matematicos, debe ser el de un disenador de situaciones problémicas que se ubiquen en la
zona de desarrollo potencial de los alumnos y que provoquen y estimulen su actividad
intelectual, con el propésito de que de dicha actividad emerjan los objetos matematicos a
estudiar y sus significados y debe entonces, ser también un conductor y orientador de dicha

actividad.
Conclusiones

En el andlisis que se ha hecho del desarrollo de la matematica, se ha asumido que ésta es una
construccion humana y que los objetos matematicos son de naturaleza pragmatica, lo cual
implica que el objeto emerge de un sistema de practicas creado para analizar y resolver cierto

tipo de situaciones problémicas,

El andlisis del origen y desarrollo de objetos matematicos tales como: cantidad, numero,
infinitésimo, limite, etc., ha permitido valorar la eficacia de las herramientas conceptuales y

metodoldgicas utilizadas para llevar a cabo dicho andlisis.

Un constructo teodrico, especialmente Util para la Didactica, es el de obstdculo epistemolégico
que ayuda a entender las dificultades que tienen los estudiantes para modificar una concepcion
previamente construida y proporciona elementos para el disefo de estrategias didacticas para

superarlos.

La investigacion que se ha realizado en el campo de la Epistemologia, sobre el origen y
desarrollo de la Matematica, ha sido de gran utilidad en Didactica de la Matematica pues ha
permitido identificar elementos que ayudan a comprender de mejor manera el proceso de

aprendizaje de los estudiantes.
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