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Planteamiento

En las ultimas décadas han ido creciendo las propuestas por realizar reformas en la ensefianza
de las matematicas en los diferentes niveles educativos. Estas propuestas se basan en: una
concepcion de las matematicas, que ademas de verlas como un conjunto de conocimientos
organizados, formalizados y sistematizados, las considera un producto de la actividad social,
realizada por personas en diversos contextos sociales, utilizando diferentes métodos para
indagar, para preguntar, para analizar, para buscar respuestas, para justificar y argumentar
conjeturas; en que el aprendizaje de las matematicas debe darse en un ambiente de trabajo
centrado en las actividades de los estudiantes, que los impulsen a desarrollar actividades de
investigacion, a plantear y evaluar conjeturas, a comunicar y discutir sus ideas con sus
comparieros, y utilizar diferentes herramientas cognitivas, de forma tal que se desarrolle en el
aula una comunidad de aprendizaje, esto es una comunidad en la que sea practica cotidiana
que los estudiantes desarrollen, expongan y evallen ideas en torno a una situacién o problema
en forma individual y colectiva, de manera que se desarrollen criterios para la validacion
colectiva de esas ideas. (Schoenfeld, 2003; Lesh y Doerr, 2003; Manoucherhi, 2003).

Las reformas en la instruccién matematica demandan que los profesores ensefien un curriculo
muy diferente a aquel en el que fueron formados, por lo que es necesario establecer
programas de formacién y actualizacion de profesores, que basados en los resultados de
investigaciones y estudios, los capaciten para disefiar, seleccionar y apoyar las actividades de
instruccion adecuadas para llevar a cabo estas y futuras reformas, y lograr que los estudiantes
adquieran los conocimientos matematicos, las habilidades, actitudes y valores que ellas
promueven (Lingefjard, 2002). En este contexto surgen varias preguntas asociadas al qué,
como y porqué del contenido de esos programas de formacién de profesores, entre ellas:
¢COmo es el proceso de aprendizaje de las matematicas de los profesores? ;Qué tipo de tareas
los ayudan a desarrollar formas de razonamiento consistentes con las practicas matematicas?
¢Como un grupo de estudiantes se transforma en una comunidad de aprendizaje? ¢Cdémo
influyen las actividades de modelacion y aplicacion de las matematicas, y el trabajo

colaborativo en el conocimiento matematico de los profesores? Ellas guian esta investigacion.



Marco Tedrico.

La actividad de resolver problemas en contextos de la vida real, en un ambiente de
colaboracion en el aula, y utilizando diversas herramientas permite el desarrollo y la afinacion
de modelos y conceptos matematicos utilizados para describir, analizar, comunicar y evaluar
las diferentes propuestas de solucién que surgen en los episodios del proceso de solucién
conjunta al problema. Este tipo de actividades permite el desarrollo del conocimiento del
individuo en diversas dimensiones, por ejemplo: simple — complejo, concreto - abstracto,
situado — descontextualizado. El conocimiento es mas parecido a un organismo vivo, que
cambia, se transforma a través de las experiencias del sujeto. Los sistemas de conocimientos
de un individuo son gradualmente refinados. En este sentido, al conocer los caminos que
utilizan los estudiantes para aprender las matematicas, puede proporcionar elementos para
entender la naturaleza del conocimiento que requieren los profesores y de las formas en que lo
pueden desarrollar. Para interpretar las trayectorias en que los estudiantes pueden aprender, se
debe proporcionar a los profesores formas para interpretar las matematicas y analizar sus
aspectos légicos y pedagdgicos, para desarrollar materiales curriculares y para analizar
secuencias de actividades de aprendizaje (Leshy Doerr, 2003).

La transferencia del aprendizaje se refiere a la aplicacion que hace una persona del
conocimiento aprendido, por estudio o por entrenamiento, a contextos o situaciones diferentes
a aquellos en los que el conocimiento fue inicialmente aprendido, aunque también se refiere a
la habilidad del individuo para aplicar esos conocimientos en otras situaciones (habilidad para
transferir). Entre los factores que inciden para desarrollar la habilidad para transferir el
conocimiento aprendido se encuentran: los conocimientos previos y su nivel de dominio (un
aprendizaje con comprension aumenta la capacidad para transferirlo), los ambientes en el que
se aprenden los conocimientos iniciales, y el contexto de las diferentes situaciones usadas en
las actividades de instruccion (Mestre, 2002; Boaler, 2002; van Gelder, 2005).

La interaccion de cada estudiante con la comunidad en el aula es considerada como un factor
esencial para su aprendizaje, pues mediante la interaccion, la negociacién y la colaboracion
con otros miembros de la comunidad, es como el individuo construye su conocimiento. Este
proceso es en si una negociacion de significados, en la cual no necesariamente se adopta la
concepcion mas adecuada. El papel del profesor es importante para plantear las preguntas o
situaciones adecuadas que permitan que los estudiantes realicen actividades cognitivas que los
lleven a avanzar en la direccion correcta respecto a lo que se desea que aprendan. La resolucion

de problemas situados en contextos reales, por lo general demandan plantear y responder preguntas

que surgen de las formas en que se interpretan las situaciones. No tienen una respuesta Unica, como la



mayoria de los problemas en los textos usuales de matematicas, tienen varias respuestas, de acuerdo a
las condiciones y supuestos que se adopten. Resolver estos problemas requieren de los estudiantes
varias aproximaciones, en los que gradualmente se van elaborando y refinando las interpretaciones y
explicaciones burdas y desarticuladas iniciales a otras mas estructuradas y organizadas. La
documentacidn de las diferentes aproximaciones elaboradas por cada estudiante son Utiles para
conocer y analizar los episodios de entendimiento de la situacion que siguen los estudiantes al dar
respuesta a las preguntas planteadas, proporcionando asi elementos que permiten identificar aspectos

del proceso de su desarrollo cognitivo (Lesh y Doerr, 2003).

Metodologia y participantes.

Las observaciones se realizaron durante un curso cuyo proposito fue desarrollar las habilidades de los
estudiantes para solucionar problemas, mejorar su comprension de conceptos y procesos matematicos,
e incidir en su concepcion de las matematicas. Se realizd en 16 sesiones de 3 horas semanales.
Participaron 7 estudiantes de maestria en educacién matematica orientada al nivel de bachillerato. La
instruccion se baso6 en la resolucion de problemas, la mayoria de los cuales no tenia solucién Gnica.
Los contextos en los problemas fueron situaciones sobre poblaciones, créditos, concentraciones,
desplazamiento, calculos volumétricos y elaboracién de mezclas. Al resolverlos los estudiantes
podian usar computadoras, calculadoras o cualquier otro recurso. Se trabajé de manera individual, en
parejas, y con exposiciones de las parejas ante el grupo completo. Los estudiantes realizaban sus
aproximaciones en la computadora o en sus cuadernos, y elaboraron reportes, estos productos fueron

recopilados en cada fase. Se audio grabaron las exposiciones y discusiones en el grupo.

Resultados.

La informacion utilizada proviene de los reportes elaborados por los estudiantes al enfrentar
los diferentes problemas. Se analiz6 tratando de identificar aspectos caracteristicos de los
episodios seguidos por los participantes al resolver cada problema. Ilustro con un ejemplo los
resultados que emergen durante las actividades de resolucion de una de ellas.

Concentracién de sal en un estanque. Un acuario contiene n unidades de agua. Cada
semana se evapora una unidad de agua y debe ser reemplazada con agua fresca. El agua
fresca contiene de manera uniforme cierta cantidad de sal, existiendo la posibilidad de que la
concentracion de sal en el acuario llegue a ser peligrosa para los peces. Para evitar este
riesgo, al final de la semana, cuando el acuario tiene n — 1 unidades de agua, se saca una
unidad mas (dejando n-2 unidades de agua) y se adicionan 2 nuevas unidades de agua fresca.
Esto no resuelve el problema, ya que sigue presentandose un incremento en la concentracion

de sal, pero menos que la que habria si no se removiera una unidad adicional. Describa la



concentracion de sal en el acuario de acuerdo con el tiempo. ¢En qué momento hay el doble

de la concentracion inicial?

Las aproximaciones individuales iniciales se caracterizan porque los estudiantes analizan
casos particulares, asignando valores numéricos al volumen de agua y a la concentracion (o a
la cantidad) de sal iniciales en el estanque, y por utilizar procedimientos recursivos en Excel,
para determinar la concentracion de sal al final de cada semana (fig. 1). En esta fase solo la
estudiante | uso una aproximacion algebraica. La comprension del problema implica para los
estudiantes responder preguntas relacionadas con la concentracion de sal, con entender los
factores y procesos que la modifican. El procedimiento recursivo es dado implicitamente en
Excel, como el realizado por el estudiante G (fig. 1) que le permite obtener la cantidad de sal
al final de una semana en términos de la cantidad de sal existente al final de la semana
anterior, C7, del volumen de agua en el estanque B7, y de la concentracion de sal inicial D®6.
Se obtiene la concentracion de sal al final de la semana, considerando el cociente entre la
cantidad de sal y el volumen de agua, al final de la semana. Obteniendo la concentracion de

sal al final de las siguientes semanas, repitiendo el procedimiento.
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Figura 1. Fragmento del reporte del estudiante G después del trabajo individual, en el
que supone un V de 400 m’ y una concentracién de 1kg/m°.

El trabajo en parejas, permitié superar algunas dificultades, y mejorar la representacion del
proceso en Excel y de la algebraica. Los estudiantes hicieran explicitas los cambios en las
variables volumen de agua, cantidad y concentracién de sal, en las diferentes etapas del
proceso, al inicio y al final de cada semana. Se observa que trabajar en parejas, implica

explicar y clarificar el proceso de solucién desarrollado en forma individual (figuras 2 y 3).
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4 C(t) concentracién de sal
5
6 inicio de semana Final de semana
7 semana Vv X(t) C(t) A\ X(t) C(t)
8 200 2 0.01 200 I 2 00994975 _I 0.01004975
9 7 200 200994975 | 0.01004975 200 2. 0198495 0.01009925
10 3 200 2. 0198495 0.01009925 200 2.0296995 0.0101485
387 380 200 3.68660255 | 0.01843301 200 3. 68807691 | 001844038
388 381 200 3.68807691 | 0.01844038 200 368954386 | 0.01844772

Figura 2. Fragmento del reporte elaborado por los estudiantes C y G, mostrando la tabla
en Excel modificada, respecto a la elaborada antes por G, incluyendo valores al inicio y
al final de la semana. (Concentracion de sal)

Durante esta fase de trabajo, la pareja formada por los estudiantes F e I, mejoran la
representacion algebraica del proceso iniciada por |. El estudiante F abandona la
aproximacion usando Excel, de manera que ellos no la utilizan para compararla con lo
desarrollado algebraicamente. El proceso para obtener la expresion funcional se hace mas
sistematico, quiza debido a la necesidad de aclararse entre ellos cada paso del proceso de
transformacion en el estanque. Los errores algebraicos debidos a  operaciones y
simplificaciones indebidas son subsanados, permitiendo identificar un patrén y proponer una
expresion general (Fig. 3). Se observa el cuidado puesto en identificar los pasos o eventos que
se presentan cada semana en el estanque y que tienen que ver con la concentracion de sal
(pasos 1, 2 y 3). Otro aspecto relevante es el hecho de considerar el proceso recursivo. A
pesar de ese interés en el proceso, no identifican en el proceso la etapa inicial y la etapa final,
como las otras parejas. Esto los lleva a tener imprecisiones, como al sefialar en el segundo
parrafo la concentracion y la cantidad de sal en la segunda semana, y luego pasar a la tercera,
cuando se estarian refiriendo al inicio de la segunda semana, considerar el proceso y
establecer cual seria la cantidad de sal y la concentracion al finalizar la segunda semana y al
inicio de la tercer semana (que son las mismas).

La exposicion de los estudiantes ante el grupo propicié la evaluacion de lo realizado en
parejas, en términos de responder a las preguntas y dudas de los otros participantes. Después
de la presentacion de las aproximaciones en Excel (dos parejas), se expuso la aproximacion
algebraica. Esta atrajo la atencion hacia los aspectos estructurales del procedimiento y a
considerar criterios para evaluar la relacion entre los datos iniciales y los resultados obtenidos.
Presentdndose algunos problemas con la representacién utilizada pues no les permitia
identificar las fases del proceso. Asi se incorporaron a esta aproximacion elementos utilizados

en el desarrollo del procedimiento en Excel, como son la identificacion de estados inicial y



final de las variables en el proceso semanal y la representacion de la concentracion de sal

como una funcién del tiempo.

Por lo tanto la concentracion de sal en el agua en la segunda semana es:
2 2
x(V" - 2) , y la cantidad de sal en la segunda semana es XV - 2)
VAV - 1) V (V- 1)
Para resolve_r el problema, primero identifiquemos nuestras va_ngt_)les: Para analizar que pasa en la tercera semana, sustituyamos
x es la cantidad de sal en el agua, V es el volumen de agua inicialmente. )
XV - 2) por x
V(V-1)
. " X
Paso 1. En la primera semana tenemos que la concentracion de sal es — y efectuemos los pasos 1,2,3 y 4 descritos anteriormente, la expresion de la
V concentracion a la que debemos llegar es:
. " . X
Paso 2. Al final de la primera semana la concentracion cambia a V—lya que se CQ/(; - i)’ D,
evapora una unidad de agua. si sustituimos la cantidad de sal, la concentracién a la tercera semana nos
queda:
Paso 3. Cuando se saca una unidad mas de agua de la pecera la concentracion X(V'-2) Vi-2  x(v’-2)°
X V(V -1) 1 _V(V-1) _x(v?i-2)?
7 N = 2 N REVETVERETY
X- — VIV -1) VIV -1 VIV -1)
og V-1 1
V-2 . : La cantidad de sal en este caso es (v’ -2)"
Paso 4. Al reponer las 2 unidades de agua al acuario nos queda la VIV -1?
X- X +é( Si sustituimos esta cantidad de sal en la expresion (1), la concentracion de sal
., V-1V en el agua para la cuarta semana es:
concentracion:
X(V:-2)2 vi-o2o o x(vi-2)°
VAV -1)? 1 _VIV - _xv?-2)°
VAV - 1) V2V - 1) VAV - 1)?
........... 1
Si observamos las concentraciones de sal en las semanas 2,3 y 4 podemos
proponer la siguiente expresion para la concentracion de sal.
C LxV-2)
VTV e
Figura 3 Fragmentos del reporte del trabajo en parejas realizado por los estudiantes F e I.

Las aportaciones expuestas en el grupo se analizaron en forma individual y se elabor6é un
nuevo reporte en forma individual, que se discutié con su pareja y se elabor6 y realiz6 una
nueva presentacion al grupo. En ésta, todos los estudiantes aceptaron la expresion y los
argumentos alcanzados por una de las parejas, quienes resaltaron la naturaleza recursiva del
proceso, y utilizando este hecho, aunque en forma incorrecta, obtiene en forma simple una
expresion algebraica, que los lleva a establecer que el proceso en la semana 2 se repite salvo

por que la cantidad inicial de sal es X1, y que asi sucede con las siguientes semanas (figura 4).

Ya que al iniciar la primera semana hay Xo = nc cantidad de salen el acuario.
Al final de cada una de las siguientes semanas habréa:

- 2_
X, = X, 2o wog= (" 2yx v KXoy (07 2)
n-1 n-1 n n(n- 1)
siconsideramos que al inicio de la semana 2 hay X, de sal:
2 2 2 2 k
x,=x,0 2) ooy, (0 2)_ ytambien x, = x, " 2)
n(n - 1) n*(n-1) n“(n-1)

(n?-2)"
n“T(n- 1)~

Figura 4 Segmento del reporte del estudiante G que muestra la identificacion de un
proceso recursivo incorrecto.

la concentracidon en la semana k es:C (k) = X,

Continuando con el proceso de responder las preguntas del problema, usan esta expresion

para determinar el tiempo en el que la concentracion alcanzaria un valor igual al doble de la



Xo _ Xo(n*- 2)"

concentracioén inicial, resolviendo la ecuacién 2
n nk+l(n _ 1)k

usando un procedimiento

numeérico en Excel, que les proporciona k=15 como resultado.
En la discusion en grupo nadie puso en duda los resultados obtenidos, y no consideraron el
procedimiento desarrollado en Excel durante la primera y segunda fase de trabajo en el que se
observa un crecimiento lento de la concentracion de sal. El instructor intervino para propiciar
la identificacion de esta discrepancia por los estudiantes y llevarlos a reflexionar sobre lo
realizado, los conceptos de modelo y las representaciones de una situacion o fenémeno.
Plante6 preguntas del tipo: ¢(Cudl de los dos procedimientos proporciona la respuesta
correcta? ¢(Cual de ellos proporciona una descripcion adecuada del proceso? (Como lo
podemos saber? ;Qué criterio podemos utilizar para evaluar cada procedimiento?
Esto llevo a los estudiantes a considerar que las dos aproximaciones deberian proporcionar los
mismos resultados, o muy parecidos, y el mismo comportamiento en lo general. Algunos
revisaron el procedimiento en Excel y volvieron a considerar el caracter recursivo del mismo,
lo cual utilizaron para obtener una nueva expresion algebraica, pero no detectaron el error
cometido al deducir las expresiones algebraicas anteriores. Solo el estudiante G elabor6 por
escrito un nuevo reporte donde verificd la nueva expresion algebraica para la concentracion
de sal mediante un procedimiento en Excel para evaluarla.
Al ser entrevistado, se le preguntd sobre los resultados obtenidos y sobre lo que queria
mostrar con la tabla:

Profesor (P): ¢Para que elaboraste la tabla?

Estudiante G: Para ver que la concentracion de sal tardaba en duplicarse. Esta es

muy parecida a la primera tabla que elaboré.

P: ¢Por qué no usaste las mismas cantidades? En tu primera tabla utilizaste un

volumen y una concentracion diferentes.

G: es cierto, no se me ocurrid. Si los uso puedo ver que tan igual son los valores.

P. ¢ Tienes el procedimiento en Excel?

G: No. Pero lo voy a hacer. De seguro deben ser muy parecidos. Pues aqui también la

concentracién crece muy lentamente.
Conclusiones.
Es importante reflexionar sobre las conductas relevantes que exhibieron los participantes
durante el desarrollo de las sesiones. Los acercamientos iniciales a los problemas, en general,
fueron de tipo numérico, y parecian buscar una representacion algebraica al problema. Esos

primeros intentos, son parte fundamental para visualizar y comprender los datos relevantes y



las relaciones particulares asociadas con la tarea. En este contexto, los participantes reconocen
que podria haber varias formas para acercarse al problema y aunque con ciertas limitaciones,
ellas son importantes para discutir significados y propiedades matematicas incluidas en el
proceso de resolucion. El trabajo en parejas y la exposicion ante el grupo, permiten el analisis
y discusion de ellos. Asi, los participantes conceptualizan el aprendizaje como un proceso
continuo en el que sus ideas y acercamientos a las tareas son refinadas como resultado de un
examen abierto en el que no solo piensan sobre el problema, sino que también discuten y
critican las ideas y aproximaciones de otros participantes. En este contexto, la estructura y el
desarrollo de las sesiones parece ser un ingrediente fundamental para generar una comunidad
de aprendizaje que valore y acepte que el aprendizaje toma lugar dentro de un ambiente de
indagacion que refleja principios que son consistentes con la préctica y el desarrollo de la
disciplina. En particular, los participantes reconocen que los intentos iniciales incoherentes
para resolver los problemas pueden ser transformados en aproximaciones mas robustas
cuando el ambiente de aprendizaje valora y promueve la participacion activa de los

estudiantes.
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